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Resumo

Nesta dissertação consideramos o problema de transmissão de um material composto por três componen-
tes: o primeiro é um material viscoelástico Kelvin-Voigt, osegundo é um material elástico não dissipativo
e o terceiro é um material elástico inserido com um mecanismode amortecimento por frição.
Estuda-se o comportamento assintótico das oscilações deste material e a conclusão é que a taxa de de-
caimento da oscilação do modelo depende da posicão do seus componentes. Quando o componente
viscoelástico não está no meio do material, então existe estabilidade exponencial da solucão. Em vez
disso, quando o componente viscoelástico está no meio do material, então não existe estabilidade ex-
ponencial da solução. Neste caso se demostra que o decaimento é polinomial como 1/t2 quando
t −→ ∞. Além disso, se mostra que esta taxa de decaimento é ótima sobre o domínio do gerador
infinitesimal.

Palavras chave:Problema de transmissão, material viscoelástico, comportamento assintótico, esta-
bilidade exponencial, falta de estabilidade exponencial eestabilidade polinomial.
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Abstract

In this work we consider the transmission problem of a material composed by three components, one
of them is a Kelvin-Voigt viscoelastic material, the secondis an elastic material (no dissipation) and the
third is an elastic material inserted with a frictional damping mechanism.
We study the asymptotic behavior of the oscilations of this material and our conclusion is that the rate of
decay of the oscillation will depend on the position of each component. When the viscoelastic compo-
nent is not in the middle of the material, then there exists exponential stability of the solution. Instead,
when the viscoelastic part is in the middle of the material, then there is not exponential stability. In this
case we show that the corresponding solution decays polynomially as 1/t2 when t −→ ∞. Moreover
we show that the rate of decay is optimal over the domain of theinfinitesimal generator.

Keywords: Transmission problem, viscoelastic material, asymptoticbehavior, exponential stability, lack
of exponential stability and stability polynomial.
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Introdução

A equação de onda com amortecimento por fricção localizada foi estudada por diversos autores e agora
é muito bem conhecido que o semigrupo definido por esta equação é exponencialmente estável sem im-
portar o tamanho nem a localização do subintervalo onde o mecanismo de amortecimento é eficaz. Ver
por exemplo [8, 15, 16, 20, 22, 23, 27, 28, 32] para citar alguns.

K. Liu e Z. Liu em [19] demostraram um resultado semelhante com a equação da viga deEuler-
Bernoulli com amortecimento Kelvin-Voigt localizada. Isto quer dizer que não importa o tamanho nem
a posição em que o mecanismo de amortecimento é eficaz, o semigrupo definido pela solução do modelo
é sempre exponencialmente estável. Sob a luz deste resultado, se pode concluir que a equação de ondas
com dissipação localizada de tipo Kelvin-Voigt também é exponencialmente estável. Ou seja que o semi-
grupo definido pela solução da equação de onda com amortecimento Kelvin-Voigt localizada é também
exponencialmente estável. Mas isso não é verdade, como provou em [19]. Ou seja, amortecimento
Kelvin-Voigt localizada não produz estabilidade exponencial para la equação da onda.

Nesta dissertação, estudamos o problema de transmissão comviscoelasticidade localizada do tipo
Kelvin-Voigt. Isto é, consideramos uma viga composta por três componentes diferentes: uma delas é de
tipo viscoelástico, a outra é uma parte elástica, ou seja semmecanismo dissipativo, e finalmente a ter-
ceiro componente é de tipo elástico com um mecanismo de amortecimento por frição. Nosso resultado
consiste em mostrar que a posição dos seus componentes desempenha um papel importante no estudo da
estabilização, cujo resultado principal estabelece que a solução do modelo é exponencialmente estável se
e somente se a parte viscosa não está no meio da viga. Caso contrário, o modelo não é exponencialmente
estável. Nesse último caso, mostrar-se-á que a solução decai polinomialmente a zero comot−2 . Além
disso, se mostra que a taxa de decaimento é ótima.

Finalmente, mostramos que as oscilações da viga decaem polinomialmente, com taxat−2 . Para isto
usamos o resultado de estabilidade polinomial de Borichev eTomilov [3] , que caracteriza o decaimento
polinomial de semigrupos de contrações definidos sobre espaços de Hilbert. Mais ainda, mostramos que
esta taxa de decaimento é ótima.

Nossa principal ferramenta para tratar este problema é a Teoria de Semigrupos. Para mostrar a boa
colocação do problema, usamos os Teoremas de Hille - Yosida eLumer Phillips. Além disso, no estudo
da estabilidade exponencial e decaimento polinomial, usamos os Teoremas de Prüss e de Borichev -
Tomilov .

ix



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Análise Funcional e Espaços de Sobolev : Definições e Teoremas

Análise Funcional
Nesta seção, todos os espaços vetorias podem ser definidos sobre um corpoK = R ou C.

Definição 1.1. Sejam X , Y espaços de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ Y um operador linear com
domínio D(A).

1. A é dito limitado quando existe uma constanteC ≥ 0 tal que ‖Au‖Y ≤ C ‖u‖X , ∀u ∈
D(A). Caso contrário, A é ditonão limitado.

2. A é ditodensamente definidoquando D(A) = X.

3. A é dito fechado quando o gráfico deA, G(A) = {(u,Au) ∈ X × Y : u ∈ D(A)} , é um
subespaço fechado deX ×Y, onde X ×Y é um espaço de Banach com a norma‖ · ‖X×Y =(
‖ · ‖2X + ‖ · ‖2Y

)1/2
.

Sejam X e Y espaços normados. Representa-se porL(X,Y ) = {A : X −→ Y /A é linear
e limitado}. L(X,Y ) é um espaço normado com a norma definida por

‖A‖L(X,Y ) = sup
‖u‖X≤1

‖Au‖Y .

Além disso, seY é um espaço de Banach entãoL(X,Y ) é um espaço de Banach. Denotar-se-á por
L(X) := L(X,X).

Teorema 1.1( Teorema da Aplicação Aberta). Sejam X , Y espaços Banach eA : X −→ Y uma
operador linear, limitado e sobrejetivo. Então exister > 0 /BY (0; r) ⊂ A(BX(0; 1)).

Demonstração.Ver [5].

Corolário 1.1. Sejam X , Y espaços Banach eA : X −→ Y uma operador linear, limitado e
bijetivo. Então A−1 é limitado.

Demonstração.Ver [5].
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Teorema 1.2( Teorema do Gráfico Fechado). Sejam X , Y espaços Banach eA : X −→ Y uma
operador linear. SeA é fechado então é limitado.

Demonstração.Ver [5].

Teorema 1.3( Operador Fechado). Sejam X , Y espaços normados eA : D(A) ⊂ X −→ Y uma
operador linear limitado.

1. Se D(A) é um subconjunto fechado deX , então A é fechado.

2. Se A é fechado eY é um espaço de Banach, entãoD(A) é um subconjunto fechado deX.

Demonstração.Ver [18].

Teorema 1.4( Teorema da Limitação Uniforme ). Sejam X um espaço de Banach,Y um espaço
normado e (Ai)i∈I uma família (não necessariamente contável) emL(X,Y ). Suponha que:

sup
i∈I

‖Ai u‖Y <∞ , ∀u ∈ X.

Então
sup
i∈I

‖Ai‖L(X,Y ) <∞ .

Demonstração.Ver [13].

Teorema 1.5.Sejam X um espaço normado eY um subespaço deX. Então:

1. Se X é reflexivo, então é completo.

2. Se X um espaço de Banach, então [Y é completo⇐⇒ Y é fechado emX. ]

3. Se o espaço dualX ′ é separável, entãoX é separável.

4. Se Y tem dimensão finita, então é completo, reflexivo e fechado emX.

Demonstração.Ver [18].

Teorema 1.6.Sejam H um espaço de Hilbert eY um subespaço deH. Então:

1. H é reflexivo.

2. Se H é separável, entãoY é separável.

3. Se Y é fechado emH, então Y =
(
Y ⊥
)⊥

e H = Y ⊕ Y ⊥.

4. Y é denso emH ⇐⇒ Y ⊥ = {0}.

Demonstração.Ver [18].

Proposição 1.1.Sejam X um espaço de Banach,Y um subespaço deX e 0 < r < 1. Se
Y 6= X, então existe umy0 ∈ X / ‖y0‖ = 1 e ‖y − y0‖ ≥ r , ∀ y ∈ Y .

Demonstração.Ver [25].
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Teorema 1.7. Sejam X um espaço de Banach eA ∈ L(X). Se ‖A‖ < 1, então (I −A)−1 ∈

L(X) e (I −A)−1 =

∞∑

i=1

Ai.

Demonstração.Ver [18].

Definição 1.2. Sejam X um espaço de Banach complexo eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador
linear.

1. O conjunto resolvente deA, ̺(A), é o conjunto:

̺(A) :=
{
λ ∈ C / (λ I −A) é invertível,(λ I −A)−1 é limitado com domínio denso emX

}
.

Além disso; para cadaλ ∈ ̺(A), o operador linear R(λ ; A) := (λ I −A)−1 é chamado
resolvente deA.

2. O espectro deA, σ(A), é o conjunto: σ(A) := C \ ̺(A).

Proposição 1.2( Domínio de R(λ,A) ). Sejam X um espaço de Banach complexo,A : X −→ X

um operador linear eλ ∈ ̺(A). Se A é limitado ou fechado, entãoD(R(λ,A)) = X.

Demonstração.Ver [18].

Teorema 1.8( Representação do Resolvente). Sejam X um espaço de Banach complexo eA :

D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Seµ ∈ ̺(A) e |λ− µ| = ‖R(µ,A)‖−1, então λ ∈ ̺(A)

e R(λ,A) =

∞∑

i=0

(µ−A)iR(µ,A)i+1.

Demonstração.Ver [25].

Corolário 1.2 ( Resolvente e Espectro). Sejam X um espaço de Banach complexo eA : D(A) ⊂
X −→ X um operador linear. Então:

1. ̺(A) é aberto emX e R(λ,A) é uma função contínua em̺(A).

2. SeA é limitado, entãoσ(A) é um conjunto compacto não vazio eσ(A) ⊂ {λ ∈ C : |z| ≤ ‖A‖} .

Demonstração.Ver [25].

Teorema 1.9( Equação resolvente e Commutatividade). Sejam X um espaço de Banach complexo,
A,S ∈ L(X) e λ, µ ∈ ̺(A). Então:

1. Equação resolvente:R(λ,A)−R(µ,A) = (λ− µ)R(λ,A)R(µ,A).

2. Se S A = AS =⇒ R(λ,A)S = S R(λ,A).

3. R(λ,A)R(µ,A) = R(µ,A)R(λ,A).

Demonstração.Ver [18].

Teorema 1.10.Sejam X um espaço de Banach complexo,A ∈ L(X) e µ ∈ ̺(A). Então:

3



1. R(λ,A) é analítica em ̺(A).

2. ‖R(µ,A)‖ ≥ 1

d(µ)
, onde d(µ) = dist(µ, ̺(A)) := inf

λ∈̺(A)
‖µ− λ‖.

Além disso, ‖R(µ,A)‖ −→ ∞ quando d(µ) −→ 0.

Definição 1.3. Sejam X um espaço de Banach complexo eA ∈ L(X). O raio espectral deA,
Rσ(A), é o número real: Rσ(A) = sup

λ∈σ(A)
|λ|.

Proposição 1.3.Sejam X um espaço de Banach complexo eA ∈ L(X). Então Rσ(A) =

lim
k−→∞

‖Ak‖1/k.

Demonstração.Ver [18].

Teorema 1.11( Teorema de Representação de Riesz). Sejam (H, 〈· , ·〉H) um espaço de Hilbert e
f ∈ H ′. Então existe um únicovf ∈ H /f(u) = 〈u, vf 〉H , ∀u ∈ H e ‖f‖H′ = ‖vf‖.
Por outro lado; para cada v ∈ H, a aplicação gv(u) = 〈u, v〉H , ∀u ∈ H pertence H ′ e
‖gv‖H′ = ‖v‖.

Demonstração.Ver [34].

Definição 1.4.Sejam X um espaço normado,B(·, ·) : X ×X −→ K e f : X −→ C aplicações.

1. B(·, ·) é umaforma sesquilinearquando ∀u, v, w ∈ X e ∀α, β ∈ K , se verifica:

(a) B(αu+ β w, v) = αB(u, v) + β B(w, v)

(b) B(u, α v + β w) = αB(u, v) + β B(u,w) .

2. Se K = R, B(·, ·) é chamadaforma bilinear .

3. f é ditaantilinear quando f(αu+ v) = αf(u) + f(v) , ∀u, v ∈ X , ∀α ∈ C .

Observação: Se f é antilinear e g ∈ X ′, então f ∈ X ′ e g é antilinear, ondeX é um
espaço normado complexo.

Definição 1.5.Sejam X um espaço normado eB(·, ·) : X ×X −→ K uma forma sesquilinear.

1. B(·, ·) é ditacontínua ou limitada quando existeM > 0 / |B(u, v)| ≤M ‖u‖ ‖v‖ , ∀u, v ∈ X.

2. B(·, ·) é ditacoercivaquando existec > 0 /B(u, u) ≥ c ‖u‖2 , ∀u ∈ X.

Teorema 1.12( Teorema de Lax-Milgram ). Sejam H um espaço de Hilbert eB(·, ·) uma forma
sesquilinear, contínua e coerciva. Então existe um único isomorfismo de espaços de HilbertT : H −→
H, tal que B(u, v) = 〈u, T v〉H , ∀u, v ∈ H.

Demonstração.Ver [34].

Corolário 1.3 ( Caso real ). Sejam H um espaço de Hilbert real eB(·, ·) uma forma bilinear,
contínua e coerciva. Sef ∈ H ′, então existe uma únicau ∈ H /B(u, v) = f(v) , ∀ v ∈ H.

Demonstração.Ver [5].
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Corolário 1.4 ( Caso complexo). Sejam H um espaço de Hilbert complexo eB(·, ·) uma forma
sesquilinear, contínua e coerciva. Sef : H −→ C é uma aplicação antilinear, então existe uma única
u ∈ H /B(u, v) = f(v) , ∀ v ∈ H.

Demonstração.Ver [34].

Espaçõs de Sobolev : Imersões.
Notações:
N = {n ∈ Z : n ≥ 1} .
→֒ : imersão contínua.
c→֒ : imersão contínua e compacta.

Teorema 1.13( Du - Bois - Raymond). SejamΩ ⊂ R
n um aberto eu ∈ L1

loc(Ω) .

Se
∫

Ω
u(x)ϕ(x) dx = 0 , ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω) , entãou = 0 quase sempre emΩ .

Demonstração.Ver [7].

Teorema 1.14( Desigualdade de Poincaré). SejamΩ ⊂ R
n um aberto limitado e1 ≤ p < +∞ .

Então existe uma constanteC , que depende deΩ e p , tal que:

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈W 1,p
0 (Ω) .

Demonstração.Ver [5].

Teorema 1.15( Regularidade Elíptica). SejamΩ ⊂ R
n um aberto regular,L um operador diferencial

elíptico de ordem2m, m ∈ N e f ∈ L2(Ω) . Se v é solução deLu = f no sentido distribucional,
então v ∈ H2m(Ω) .

Demonstração.Ver [1].

Corolário 1.5. SejamΩ ⊂ R
n um aberto regular ef ∈ L2(Ω) . Se v é solução de{

−∆u = f em Ω

u = 0 em ∂Ω
, então v ∈ H2(Ω) e ‖v‖H2(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) , ondeC ≤ 0 .

Demonstração.Ver [1].

Teorema 1.16( Imersão Contínua). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: n ∈ N com n ≥ 2 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Se verificam:

(a) Semp < n e p ≤ q ≤ n p

n−mp
, entãoWm,p(Rn) →֒ Lq(Rn) .

(b) Semp = n e p ≤ q < +∞ , entãoWm,p(Rn) →֒ Lq(Rn) .

(c) Semp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um enteiro não negativo, então

Wm,p(Rn) →֒ Ck,λ(Rn) , onde

i. 0 < λ ≤ m− k − n

p
sem− k − n

p
< 1 ,

ii. 0 < λ < 1 sem− k − n

p
= 1 .

5



2. Caso: n = 1 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Se verificam:

(a) Sep = 1 , entãoWm,1(R) →֒ Cm−1
b (R) .

(b) Se1 < p < +∞ e 0 < λ ≤ 1− 1

p
, entãoWm,p(R) →֒ Cm−1,λ(R) .

3. Caso: n ∈ N , m ∈ N e p = +∞ . Verifica-se:Wm,+∞(Rn) é isomorfo aCm−1,1(Rn) .

Demonstração.Ver [24].

Teorema 1.17( Imersão Contínua). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: n ∈ N com n ≥ 2 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . SejaΩ ⊂ R
n um aberto limitado de classe

Cm . Se verificam:

(a) Semp < n e 1 ≤ q ≤ n p

n−mp
, entãoWm,p(Ω) →֒ Lq(Ω) .

(b) Semp = n e 1 ≤ q < +∞ , entãoWm,p(Ω) →֒ Lq(Ω) .

(c) Semp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um enteiro não negativo, então

Wm,p(Ω) →֒ Ck,λ(Ω) , onde

i. 0 < λ ≤ m− k − n

p
sem− k − n

p
< 1 ,

ii. 0 < λ < 1 sem− k − n

p
= 1 .

2. Caso: n = 1 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Seja I ⊂ R um intervalo aberto limitado. Se verificam:

(a) Sep = 1 , entãoWm,1(I) →֒ Cm−1(I) .

(b) Se1 < p < +∞ e 0 < λ ≤ 1− 1

p
, entãoWm,p(I) →֒ Cm−1,λ(I) .

3. Caso: n ∈ N , m ∈ N e p = +∞ . SejaΩ ⊂ R
n um aberto limitado de classeCm . Verifica-se:

Wm,+∞(Ω) é isomorfo aCm−1,1(Ω) .

Demonstração.Ver [24].

Corolário 1.6. SejamΩ ⊂ R
n um aberto limitado em ∈ N . Então:

Wm,+∞
0 (Ω) é isomorfo aCm−1,1(Ω) .

Demonstração.Ver [24].

Definição 1.6. SejamΩ ⊂ R
n um aberto eM ⊂ R

n . Diz-se queM está fortemente incluído,
denotadoM ⊂⊂ Ω , quandoM ⊂ Ω e M é compacto.

Teorema 1.18( Fréchet - Kolmogorov ). SejamΩ ⊂ R
n um aberto eF ⊂ Lp(Ω) limitado, onde

1 ≤ p < +∞ . Suponha-se que:

1. ∀ ǫ > 0 , ∃Λ ⊂⊂ Ω : ‖f‖Lp(Ω\Λ) < ǫ , ∀ f ∈ F .

2. ∀ ǫ > 0 e ∀Λ ⊂⊂ Ω , existeδ > 0 com δ < dist(Λ,Rn\Ω) : ‖τhf − f‖Lp(Ω\Λ) < ǫ , ∀ f ∈ F
e ∀h ∈ R

n com |h| < δ .

6



Então F é relativamente compacto emLp(Ω) , i.e F é compacto emLp(Ω) .

Demonstração.Ver [5].

Teorema 1.19( Rellich - Kondrachov ). Sejamn ∈ N , 1 ≤ p ≤ +∞ e Ω ⊂ R
n um aberto limitado

de classeC1 . Se verificam:

1. Sep < n e 1 ≤ q <
n p

n− p
, entãoW 1,p(Ω)

c→֒ Lq(Ω) .

2. Sep = n e 1 ≤ q < +∞ , entãoW 1,p(Ω)
c→֒ Lq(Ω) .

3. Sen < p ≤ +∞ , entãoW 1,p(Ω)
c→֒ C0(Ω) .

Demonstração.Ver [5]

Corolário 1.7. Sejamn , m ∈ N , 1 ≤ p ≤ +∞ e Ω ⊂ R
n um aberto limitado de classeCm . Se

verificam:

1. Sep < n e 1 ≤ q <
n p

n− p
, entãoWm,p(Ω)

c→֒Wm−1,q(Ω) .

2. Sep = n e 1 ≤ q < +∞ , entãoWm,p(Ω)
c→֒Wm−1,q(Ω) .

3. Sen < p ≤ +∞ , entãoWm,p(Ω)
c→֒ Cm−1(Ω) .

Demonstração.Ver [24]

Corolário 1.8. Sejamn , m ∈ N , 1 ≤ p ≤ +∞ e Ω ⊂ R
n um aberto limitado. Se verificam:

1. SeΩ é de classeCm+1 , entãoWm+1,p(Ω)
c→֒Wm,p(Ω) .

2. Wm+1,p
0 (Ω)

c→֒ Wm,p
0 (Ω) .

Demonstração.Ver [24]

Teorema 1.20( Imersão Compacta). Sejamn , m ∈ N , 1 ≤ p < +∞ e Ω ⊂ R
n um aberto limitado

de classeCm . Se verificam:

1. Semp < n e 1 ≤ q <
n p

n−mp
, entãoWm,p(Ω)

c→֒ Lq(Ω) .

2. Semp = n e 1 ≤ q < +∞ , entãoWm,p(Ω)
c→֒ Lq(Ω) .

3. Semp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um enteiro não negativo, entãoWm,p(Ω)

c→֒ Ck(Ω) .

Demonstração.Ver [24]
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1.2 Semigrupos : Definições e Teoremas.

Nesta seção, todos os espaços vetorias são definidos sobre umcorpo K = R ou C.

Definição 1.7. Seja X um espaço de Banach. Uma familia de operadores lineares e limitados
{S(t)}t≥0 ⊂ L(X) é dito umsemigrupoem X , quando:

1. S(0) = I , onde I é o operador identidade deL(X).

2. S(t+ s) = S(t)S(s) , ∀ t, s ≥ 0.

Definição 1.8. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo emX. O operador
linear A : D(A) ⊂ X −→ X definido por

1. D(A) =

{
u ∈ X : lim

t−→0

S(t)u− u

t
existe

}

2. Au = lim
t−→0

S(t)u− u

t
, ∀u ∈ D(A) ,

é chamadogerador infinitesimal do semigrupo{S(t)}t≥0 .

Observações:

1. D(A) = {u ∈ X : Au ∈ X} .

2. S(t) = et A , ∀ t ≥ 0 é um semigrupo emX com gerador infinitesimalA, onde A ∈ L(X).

Semigrupos Uniformemente Contínuos.

Definição 1.9. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo emX. {S(t)}t≥0 é
dito uniformemente contínuoquando lim

t−→0
‖S(t)− I‖L(X) = 0.

Proposição 1.4.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo emX.
{S(t)}t≥0 é uniformemente contínuo se e somente selim

t−→r
‖S(t)− S(r)‖L(X) = 0.

Demonstração.Ver [30].

Teorema 1.21.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 , {T (t)}t≥0 semigrupos emX.

Se lim
t−→0

T (t)− I

t
= A = lim

t−→0

S(t)− I

t
, então T (t) = S(t) , ∀ t ≥ 0.

Teorema 1.22.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo emX.
S(t) é uniformemente contínuo se e somente seS(t) = et A , ∀ t ≥ 0 , para algum A ∈ L(X).

Demonstração.Ver [25].

Corolário 1.9. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo uniformemente contínuo.
Então:

1. Existe umaω ≥ 0 / ‖S(t)‖L(X) ≤ eω t , ∀ t ≥ 0.

2. A aplicação t 7−→ S(t) é diferenciável em[0,+∞[ e
d

dt
S(t) = AS(t) = S(t)A.

8



Demonstração.Ver [30].

Semigrupos de classeC0 ou C0− Semigrupos.

Definição 1.10.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo emX.

1. {S(t)}t≥0 é ditode classeC0 ou C0− semigrupoquando lim
t−→0

S(t)u = u , ∀u ∈ X.

2. {S(t)}t≥0 é dito fortemente contínuoquando lim
t−→r

S(t)u = S(r)u , ∀u ∈ X.

Proposição 1.5.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um semigrupo emX.

1. {S(t)}t≥0 é um C0− semigrupo se e somente se é fortemente contínuo.

2. Se {S(t)}t≥0 é uniformemente contínuo, então é umC0− semigrupo.

Demonstração.Ver [30].

Teorema 1.23.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Então:

1. lim
t−→+∞

ln ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

ln ‖S(t)‖
t

:= ω0.

2. Para cada ω > ω0, existe uma constanteM ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M eω t , ∀ t ≥ 0.

Demonstração.Ver [25].

Corolário 1.10. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Então existem
constantesω ≥ 0 e M ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M eω t , ∀ t ≥ 0.

Demonstração.Ver [30].

Corolário 1.11. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Então para cada
u ∈ X, a aplicação t 7−→ S(t)u é contínua em[0,+∞[.

Demonstração.Ver [30].

Definição 1.11.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo.
{S(t)}t≥0 é ditouniformemente limitado quando existe umaM ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M , ∀ t ≥ 0.

Se M = 1 , é dito um C0− semigrupo de contrações.

Teorema 1.24. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então:

1. ∀u ∈ X, tem-se: lim
h−→0

1

h

∫ t+h

t
S(r)u dr = S(t)u.

2. ∀u ∈ X, tem-se:
∫ t

0
S(r)u dr ∈ D(A) e A

(∫ t

0
S(r)u dr

)
= S(t)u− u.

3. ∀u ∈ D(A), tem-se: S(t)u ∈ D(A) , ∀ t ≥ 0 e
d

dt
S(t)u = AS(t)u = S(t)Au.

4. ∀u ∈ D(A), tem-se: S(t)u− S(s)u =

∫ t

s
S(r)Audr =

∫ t

s
AS(r)u dr.

9



Demonstração.Ver [30].

Corolário 1.12. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então D(A) é denso emX e A é um operador linear fechado.

Demonstração.Ver [30].

Teorema 1.25. Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 , {T (t)}t≥0 C0− semigrupos com
geradores infinitesimaisA , B respectivamente. SeA = B, então S(t) = T (t) , ∀ t ≥ 0.

Demonstração.Ver [30].

Definição 1.12.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Denota-se por: A0 = I , A1 = A. Supondo queAn−1 esteja definido, se define
An como:

(•)D(An) =
{
u ∈ X : u ∈ D(An−1) e An−1 u ∈ D(A)

}
,

(•)An u = A (An−1 u) , ∀u ∈ D(An).

Proposição 1.6.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então:

1. D(An) é um subespaço deX e An é um operador linear.

2. ∀u ∈ D(An), tem-se: S(t)u ∈ D(An) , ∀ t ≥ 0 e
dn

dtn
S(t)u = An S(t)u = S(t)An u.

3. Fórmula de Taylor: seu ∈ D(An) , então

S(t)u =

n−1∑

k=0

(t− t0)
k

k!
Sk S(t0)u+

1

(n− 1)!

∫ t

t0

(t− r)n−1An S(r)u dr.

4. ∩∞
n=1D(An) é denso emX.

Demonstração.Ver [25].

Proposição 1.7.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Se ‖S(t)‖ ≤M , ∀ t ≥ 0 então ‖Au‖2 ≤ 4M2 ‖A2 u‖ ‖u‖ , ∀u ∈ D(A2).

Demonstração.Ver [30].

Proposição 1.8.Sejam X um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

fechado. O funcional ‖ · ‖n : D(An) −→ R / ‖u‖n =
n∑

k=0

‖Ak u‖ é uma norma sobreD(An)

munido da qualD(An) é um espaço de Banach.

Demonstração.Ver [25].

Definição 1.13.Sejam X um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

fechado. A norma‖ · ‖n : D(An) −→ R / ‖u‖n =
n∑

k=0

‖Ak u‖ é chamadanorma do gráfico.

10



Proposição 1.9.Sejam X um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então, para cadau ∈ D(An) tem-se: S(t)u ∈ Cn−k([0,+∞[ ; D(Ak)) , ∀ k =

0, 1, ..., n , com a norma do gráfico.

Demonstração.Ver [25].

O Teorema de Hille - Yosida

Definição 1.14.SejamX um espaço de Banach ,X∗ seu dual eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador
linear.
Denota-se o valor deu∗ ∈ X∗ em u ∈ X por 〈u, u∗〉X×X∗ . Para cada u ∈ X , define-se o
conjunto dualidadeF (u) ⊂ X∗ como: F (u) =

{
u∗ ∈ X∗ : 〈u, u∗〉X×X∗ = ‖u‖2 = ‖u∗‖2

}
.

A é chamadodissipativo quando Re 〈Au, u∗〉X×X∗ ≤ 0 , ∀u ∈ D(A) com u∗ ∈ F (u).

Observação: Se X = H é um espaço de Hilbert , então usando-se o teorema de Representação de
Riesz , tem-se:
A édissipativo quando Re 〈Au, u〉H ≤ 0 , ∀u ∈ D(A) .

Teorema 1.26.SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.
A é dissipativo se e somente se‖(λ I −A)u‖ ≥ λ ‖u‖ , ∀u ∈ D(A) , ∀λ > 0 .

Demonstração.Ver [30].

Teorema 1.27.SejamH um espaço de Hilbert e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinite-
simal A .
{S(t)}t≥0 é umC0− semigrupo de contrações, se e somente seA é dissipativo.

Demonstração.Ver [26].

Lema 1.1. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Se existe
uma seqüência{Am}m≥1 ⊂ L(X) tais que:

1. Am u −→ Au emX , ∀u ∈ D(A) .

2.
{
et Am

}
m≥1

−→ S(t) em L(X) , ∀ t > 0 .

Então {S(t)}t≥0 é umC0− semigrupo com gerador infinitesimalA .

Demonstração.Ver [26].

Lema 1.2. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear não limitado.
SeA satisfaz:

1. A é fechado eD(A) = X .

2. R+ ⊂ ̺(A) e ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0 , ondeR(λ ; A) = (λ I −A)−1 .

Então lim
λ−→+∞

λR(λ ; A)u = u , ∀u ∈ X .

Demonstração.Ver [30].
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Definição 1.15. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.
Para cadaλ > 0 , define-sea Aproximação de Yosida deA , como a aplicação linearAλ : X −→
X /Aλ := λAR(λ ;A) = λ2R(λ ;A)− λ I .

Observação:Aλ é limitado.

Lema 1.3. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear não limitado.
SeA satisfaz as condições do lema anterior, entãolim

λ−→+∞
Aλ u = Au , ∀u ∈ D(A) .

Demonstração.Ver [30].

Lema 1.4. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear não limi-
tado. SeA satisfaz as condições do lema anterior, entãoet Aλ , t ≥ 0 é um semigrupo de contrações,
uniformemente contínuo tal que:

‖et Aλ u− etAµ u‖ ≤ t ‖Aλ u−Aµ u‖ , ∀λ , µ > 0 .

Demonstração.Ver [30].

Teorema 1.28( Hille - Yosida ). SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um
operador linear não limitado.
A é o gerador infinitesimal de umC0− semigrupo de contrações, se e somente se

1. A é fechado eD(A) = X .

2. R+ ⊂ ̺(A) e ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0 .

Demonstração.Ver [30].

Corolário 1.13. SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contrações com
gerador infinitesimalA . Então:

S(t)u = lim
λ−→+∞

et Aλ u , ∀u ∈ X .

Demonstração.Ver [30].

Corolário 1.14. SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contrações com
gerador infinitesimalA . Então:

{λ ∈ C : Reλ > 0} ⊂ ̺(A) e para tal λ tem-se ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração.Ver [30].

Corolário 1.15. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.
A é o gerador infinitesimal de um{S(t)}t≥0 C0− semigrupo satisfazendo‖S(t)‖ ≤ eω t , ∀ t ≥ 0 ; se
e somente se

1. A é fechado eD(A) = X .

2. {λ ∈ C : Imλ = 0 , λ > ω} ⊂ ̺(A) e para tal λ tem-se ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

λ− ω
.

12



Demonstração.Ver [30].

Proposição 1.10.SejamX um espaço de Banach ,A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear ,
B ∈ L(X) e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo.
SeA é o gerador infinitesimal de{S(t)}t≥0 e AB = BA , então (A +B) é o gerador infinitesimal
do
{
S(t) eB t

}
t≥0

C0− semigrupo.

Demonstração.Ver [26].

O Teorema de Lumer - Phillips

Teorema 1.29( Lumer - Phillips ). SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um
operador linear densamente definido.

1. SeA é dissipativo e existe umaλ0 > 0 tal que Im (λ0 I − A) = X , então A é gerador
infinitesimal de umC0− semigrupo de contrações.

2. SeA é gerador infinitesimal de umC0− semigrupo de contrações, entãoA é dissipativo e
Im (λ I −A) = X , ∀λ > 0 .

Demonstração.Ver [26].

Corolário 1.16. SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechado
e densamente definido.
SeA e A∗ são dissipativos, entãoA é gerador infinitesimal de umC0− semigrupo de contrações.

Demonstração.Ver [26].

Lema 1.5. SejamX um espaço de Banach ,B ∈ L(X) e A ∈ L(X) com inversa limitada.

Se‖B‖ < 1

‖A−1‖ então (A+B) é linear, limitado e inversível.

Demonstração.Ver [26].

Teorema 1.30.SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, densa-
mente definido e dissipativo.
Se0 ∈ ̺(A) , entãoA é gerador infinitesimal de umC0− semigrupo de contrações.

Demonstração.Ver [26].

Teorema 1.31.SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, dissipa-
tivo com Im (I −A) = X .

SeX é reflexivo, entãoD(A) = X .

Demonstração.Ver [30].
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O Teorema de Stone

Definição 1.16. SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t∈R ⊂ L(X) uma familia de operadores
lineares e limitados.

1. {S(t)}t∈R é dito umgrupo emX , quando:

(a) S(0) = I , onde I é o operador identidade deL(X) .

(b) S(t+ s) = S(t)S(s) , ∀ t , s ∈ R .

2. {S(t)}t∈R é dito umC0− grupo ou umgrupo de classeC0 , quando é um grupo emX e
lim
t−→0

S(t)u = u , ∀u ∈ X .

Definição 1.17.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t∈R um grupo emX . O operador linear
A : D(A) ⊂ X −→ X definido por

1. D(A) =

{
u ∈ X : lim

t−→0

S(t)u− u

t
existe

}
,

2. Au = lim
t−→0

S(t)u− u

t
, ∀u ∈ D(A) ,

é chamadogerador infinitesimal do grupo {S(t)}t∈R .

Observações.Seja{S(t)}t∈R um C0− grupo com gerador infinitesimalA . Define-se:

S−(t) = S(−t) e S+(t) = S(t) , ∀ t ≥ 0 .

Proposição 1.11.SejamX um espaço de Banach eA : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.

1. Se{S(t)}t∈R é umC0− grupo com gerador infinitesimalA , então {S−(t)}t≥0 e {S+(t)}t≥0

sãoC0− semigrupos com geradores infinitesimais−A e A respectivamente.

2. Recíprocamente; se{S1(t)}t≥0 e {S2(t)}t≥0 sãoC0− semigrupos com geradores infinitesimais

−A e A respectivamente, entãoS1(t) = S2(t)
−1 , ∀ t ≥ 0 e S(t) =

{
S1(−t) , t < 0

S2(t) , t ≥ 0
é um

C0− grupo com gerador infinitesimalA .

Demonstração.Ver [25].

Proposição 1.12.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimalA . Então:

1. Se existe umt0 > 0 /S(t0)
−1 ∈ L(X) , entãoS(t)−1 ∈ L(X) , ∀ t ≥ 0 .

2.
{
T (t) := S(t)−1

}
t≥0

é umC0− semigrupo com gerador infinitesimal−A .

3. Z(t) =

{
S(−t)−1 , t < 0

S(t) , t ≥ 0
é umC0− grupo com gerador infinitesimalA .

Demonstração.Ver [25].
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Definição 1.18. SejamH um espaço de Hilbert ,B ∈ L(H) , {S(t)}t∈R um grupo emH e A :

D(A) ⊂ H −→ H um operador linear.

1. A ⊂ A∗ quando〈Au, v〉H = 〈u,A v〉H , ∀u, v ∈ D(A) .

2. A é ditosimétrico quandoD(A) = H e A ⊂ A∗ .

3. A é ditoautoadjunto quandoA = A∗ .

4. B é ditounitário quandoB∗ = B−1 .

5. {S(t)}t∈R é dito umgrupo unitário emH quandoS(t)∗ = S(t)−1 , ∀ t ∈ R .

Teorema 1.32( Stone). SejamH um espaço de Hilbert eA : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear.
A é o gerador infinitesimal de umC0− grupo unitário, se e somente seiA é autoadjunto.

Demonstração.Ver [26].

1.3 Problema de Cauchy Abstrato.

SejamX um espaço de Banach,A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear,f : [0, T 〉 −→ X uma
aplicação ex0 ∈ X .

Definição 1.19.O problema de Cauchy abstrato é uma equação de evolução abstrata do tipo
{
u′(t) = Au(t) + f(t) , t > 0

u(0) = x0 .
(1.1)

Definição 1.20.Uma aplicaçãou : [0, T 〉 −→ X é uma solução clássica de(1.1) sobre [0, T 〉 , se
u é contínua sobre[0, T 〉 , continuamente diferenciável sobre〈0, T 〉 , u(t) ∈ D(A) para 〈0, T 〉 e u

satisfaz(1.1) em [0, T 〉 .
Definição 1.21.Sejam{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinitesimalA , f ∈ L1(0, T ;X)

e x0 . A aplicaçãou ∈ C([0, T ];X) dada por

u(t) = S(t)x0 +

∫ t

0
S(t− s) f(s) ds , 0 ≤ t ≤ T

é chamada de solução integral do problema(1.1) sobre [0, T ] .

Teorema 1.33.Sejam{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinitesimalA , f ∈ L1(0, T ;X)

contínua em〈0, T ] e

v(t) =

∫ t

0
S(t− s) f(s) ds , 0 ≤ t ≤ T .

Então o problema(1.1) possui uma soluçãou sobre [0, T 〉 para cada x0 ∈ D(A) , se uma das
seguintes condições é satisfeita

1. v é contínuamente diferenciável sobre〈0, T 〉 .

2. v(t) ∈ D(A) para 0 < t < T e Av(t) é contínua sobre〈0, T 〉 .
Recíprocamente, se(1.1) possui uma soluçãou sobre [0, T 〉 para algumx0 ∈ D(A) , entãov satisfaz
1. e 2. .

Demonstração.Ver [30].
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1.4 Estabilidade Exponencial.

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados que lidam com estabilidade exponencial e que geram
decaimento do tipo polinomial deC0− semigrupos definidos sobre espaços de Hilbert.

Definição 1.22.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimalA .
Diz-se que{S(t)}t≥0 éexponencialmente estávelquando existem constantesµ > 0 e M ≥ 1 tal que
‖S(t)‖L(X) ≤M e−µ t , ∀ t ≥ 0 .

Definição 1.23.SejamX um espaço de Banach eT : D(T ) ⊂ X −→ X um operador linear.
A cota superior do espectrode T , ωσ(T ) , é o valor

ωσ(T ) := sup{Reλ : λ ∈ σ(T )} .

Definição 1.24.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimalA . O tipo do semigrupo gerado porA , ω0(A) , é o valor

ω0(A) := lim
t−→+∞

ln ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

ln ‖S(t)‖
t

.

Proposição 1.13.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimalA . Então:

1. ω0(t A) = t ω0(A) , ∀ t > 0 .

2. ∀ ǫ > 0 , existeMǫ ≥ 1 tal que ‖S(t)‖L(X) ≤Mǫ e
(ω0(A)+ǫ) t , ∀ t > 0 .

Demonstração.Ver [26].

Proposição 1.14.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contrações com
gerador infinitesimalA .
Seω0(A) = 0 , então‖S(t)‖L(X) = 1 , ∀ t > 0 .

Demonstração.Ver [26].

Lema 1.6. SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinitesimal
A . Então:

1. ωσ(A) ≤ ω0(A) .

2. Rσ(S(t)) = eω0(A) t , ∀ t > 0 .

Demonstração.Ver [26].

Teorema 1.34.SejamX um espaço de Banach,f ∈ C([0, 1];X) e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo
com gerador infinitesimalA . A equação

{
u′(t) = Au(t) + f(t) em [0, 1]

u(0) = u(1)

possui uma única solução periódica de período1 , se e somente se,1 ∈ ̺(S(1)) .
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Demonstração.Ver [26].

Teorema 1.35.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinite-
simal A . Então:

1 ∈ ̺(S(1)) , se e somente se,





2 k π i ∈ ̺(A) , ∀ k ∈ Z

sup
k∈Z

‖(2 k π i I −A)−1‖ <∞ .

Demonstração.Ver [26].

Corolário 1.17. SejamX um espaço de Banach,λ ∈ C e {S(t)}t≥0 umC0− semigrupo com gerador
infinitesimalA . Então:

eλ t ∈ ̺(S(t)) , se e somente se,





(
λ+

2 k π i

t

)
∈ ̺(A)

∥∥∥∥∥

((
λ+

2 k π i

t

)
I −A

)−1
∥∥∥∥∥ <∞ , ∀ k ∈ Z .

Demonstração.Ver [26].

Lema 1.7. SejamX um espaço de Banach,λ ∈ C e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimalA .
Se‖S(t)‖L(X) < eλ t , ∀ t ≥ N , então eλ ∈ ̺(S(1)) .

Demonstração.Ver [26].

Teorema 1.36.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinite-
simal A . Então:
ω0(A) = inf

{
µ ∈ R : ‖(λ I −A)−1‖L(X) <∞ , ∀Reλ ≥ µ

}
.

Demonstração.Ver [26].

Corolário 1.18. SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimalA .
Se{λ ∈ C : Reλ ≥ 0} ⊂ ̺(A) e ‖(λ I −A)−1‖L(X) <∞ , ∀Reλ ≥ 0 , então:
existeǫ > 0 tal que {λ ∈ C : Reλ ≥ −ǫ} ⊂ ̺(A) e ‖(λ I −A)−1‖L(X) <∞ , ∀Reλ ≥ −ǫ .

Demonstração.Ver [26].

Corolário 1.19. SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimalA .
Se {λ ∈ C : Reλ ≥ 0} ⊂ ̺(A) e ‖(λ I − A)−1‖L(X) < ∞ , ∀Reλ ≥ 0 , então o semigrupo
{S(t)}t≥0 é exponencialmente estável.

Demonstração.Ver [26].

Definição 1.25.SejamX um espaço de Banach e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimalA . Diz-se que{S(t)}t≥0 tem apropriedade do crescimento determinada pelo espectro,
quandoω0(A) = ωσ(A) .
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Proposição 1.15.SejamH um espaço de Hilbert e{S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimalA . Então:
ω0(A) = ωσ(A) , se e somente se,∀ ǫ > 0 , existeMǫ > 0 tal que

‖(λ I −A)−1‖L(X) ≤Mǫ , ∀Reλ ≥ ωσ(A) + ǫ .

Demonstração.Ver [26].

Teorema 1.37( Gearhart). Seja (S(t))t≥ 0 um C0− semigrupo de contrações sobre um espaço de
Hilbert H , gerado por A. O semigrupo(S(t))t≥ 0 é exponencialmente estável, se e somente se,

iR ⊂ ̺(A) e lim sup
|α|−→+∞

∥∥(i α I −A)−1
∥∥
L(H)

<∞ .

Demonstração.Ver [12].

Teorema 1.38( Prüss - Huang - Renardy). Seja (S(t))t≥0 um C0− semigrupo sobre um espaço de
Hilbert H , gerado porA . O semigrupo(S(t))t≥0 é exponencialmente estável, se e somente se,

iR ⊂ ̺(A) e
∥∥(i λ I −A)−1

∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R .

Demonstração.Ver [31].

Observação :Observa-se que existem duas maneiras equivalentes de se obter estabilidade exponen-
cial paraC0− semigrupos de contrações em espaços de Hilbert, e uma prova dessa equivalência pode
ser encontrada em Liu - Zheng[22] .
Nem sempre um semigrupo é exponencialmente estável. Neste caso, devemos procurar outra forma de
estabilizar o sistema, como por exemplo determinar decaimento polinomial de soluções.
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1.5 Estabilidade Polinomial

Os primeiros autores em obter resultados sobre estabilidade polinonial paraC0− semigrupos de con-
trações foram Liu - Rao e J. Pruess. Eles deram condições suficientes sobre o operador resolvente para
obter decaimento polinomial de soluções.

Teorema 1.39( Liu - Rao). Seja A o gerador infinitesimal de umC0− semigrupo uniformemente
limitado (S(t))t≥0 sobre um espaço de HilbertH tal que iR ⊂ ̺(A) .

Suponha que
1

|λ|α
∥∥(i λ I −A)−1

∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R , onde α é um número real positivo. Então

para cadak ∈ N , existe uma constanteCk > 0 tal que

‖S(t)w‖H ≤ Ck

(
ln(t)

t

)k/α

ln(t) ‖w‖D(Ak) .

Observação :
No teorema deLiu - Rao, a presença do logaritmoln no numerador atrasa o decaimento polinomial.
Essa deficiência foi superada no seguinte teorema :

Teorema 1.40( Borichev - Tomilov). SejaA o gerador infinitesimal de umC0− semigrupo limitado
(S(t))t≥0 sobre um espaço de HilbertH tal que iR ⊂ ̺(A) . Então

1

|λ|α
∥∥(i λ I −A)−1

∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R ⇐⇒
∥∥S(t)A−1

∥∥
D(A)

≤ C

t1/α
,

ondeα é um número real positivo.

Demonstração.Ver [3].
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Capítulo 2

O Modelo Matemático

Introdução

Considera-se os seguintes modelos:

MODELO VEF

Parte de Fricção

0 l0 l1 l

Parte Viscoelástica Parte Elástica

u(x) v(x) w(x)

MODELO EVF

Parte de Fricção

0 l0 l1 l

u(x) v(x) w(x)

Parte Elástica Parte Viscoelástica
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MODELO EFV

0 l0 l1 l

u(x) v(x) w(x)

Parte Elástica Parte de Fricção Parte Viscoelástica

O deslocamento longitudinalν é dividido em três partes:

ν(x) =





u(x) se x ∈ ]0, l0[

v(x) se x ∈ ]l0, l1[

w(x) se x ∈ ]l1, l[ ,

onde cada componenteu, v e w representa o deslocamento do primeiro, segundo e terceiro com-
ponente da viga respectivamente. Existem seis combinaçõespossíveis do material: Duas possibilidades
ocorrer quando a parte elástica está no meio da viga(VEF , FEV), outras duas possibilidades quando a
parte viscosa está no meio da viga(EVF , FVE), e finalmente quando a parte elástica com mecânica de
frição está no meio da viga(VFE , EFV).

Observe que, realizando a mudança de variávels = l− x , estas seis possibilidades podem ser
reduzido a três.Com efeito, sem perda de generalidade, assuma quel0 = l1 − l0 = l− l1 . Logo, basta
ver que o intervalo(0, l0) é transformado no intervalo(l1, l) , o intervalo (l0, l1) fica fixo e o intervalo
(l1, l) é transformado no intervalo(0, l0) .
Assim, é suficiente estudar os seguintes modelos :VEF , EVF e EFV.

O modelo VEF é dado por:

ρ1 utt − κ1 uxx − κ0 uxxt = 0 em ]0, l0[× ]0,+∞[ (2.1)

ρ2 vtt − κ2 vxx = 0 em ]l0, l1[× ]0,+∞[ (2.2)

ρ3 wtt − κ3 wxx + γ wt = 0 em ]l1, l[× ]0,+∞[ , (2.3)

onde κ0 , κ1 , κ2 e κ3 são as constantes positivas elásticas,γ > 0 e ρ1 , ρ2 , ρ3 representam as fun-
ções de densidade de massa.

As condições de transmissão são dadas por:

u(l0, t) = v(l0, t) , κ1 ux(l0, t) + κ0 uxt(l0, t) = κ2 vx(l0, t) , t ≥ 0 , (2.4)

v(l1, t) = w(l1, t) , κ2 vx(l1, t) = κ3 wx(l1, t) , t ≥ 0 .
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As condições de contorno:

u(0, t) = 0 , w(l, t) = 0 , t ≥ 0 . (2.5)

As condições iniciais:

u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) em ]0, l0[ ,

v(x, 0) = v0(x) , vt(x, 0) = v1(x) em ]l0, l1[ , (2.6)

w(x, 0) = w0(x) , wt(x, 0) = w1(x) em ]l1, l[ .

O modelo EVF é dado por:

ρ1 utt − κ1 uxx = 0 em ]0, l0[× ]0,+∞[ , (2.7)

ρ2 vtt − κ2 vxx − κ0 vxxt = 0 em ]l0, l1[× ]0,+∞[ , (2.8)

ρ3 wtt − κ3 wxx + γ wt = 0 em ]l1, l[× ]0,+∞[ , (2.9)

onde κ0 , κ1 , κ2 e κ3 são as constantes positivas elásticas,γ > 0 e ρ1 , ρ2 , ρ3 representam as fun-
ções de densidade de massa.

As condições de transmissão são dadas por:

u(l0, t) = v(l0, t) , κ1 ux(l0, t) = κ2 vx(l0, t) + κ0 vxt(l0, t) , t ≥ 0 , (2.10)

v(l1, t) = w(l1, t) , κ2 vx(l1, t) + κ0 vxt(l1, t) = κ3 wx(l1, t) , t ≥ 0 .

As condições de contorno:

u(0, t) = 0 , w(l, t) = 0 , t ≥ 0 . (2.11)

As condições iniciais:

u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) em ]0, l0[ ,

v(x, 0) = v0(x) , vt(x, 0) = v1(x) em ]l0, l1[ , (2.12)

w(x, 0) = w0(x) , wt(x, 0) = w1(x) em ]l1, l[ .

O modelo EFV é dado por:

ρ1 utt − κ1 uxx = 0 em ]0, l0[× ]0,+∞[ , (2.13)

ρ2 vtt − κ2 vxx + γ vt = 0 em ]l0, l1[× ]0,+∞[ , (2.14)

ρ3wtt − κ3 wxx − κ0 wxxt = 0 em ]l1, l[× ]0,+∞[ , (2.15)

onde κ0 , κ1 , κ2 e κ3 são as constantes positivas elásticas,γ > 0 e ρ1 , ρ2 , ρ3 representam as fun-
ções de densidade de massa.

As condições de transmissão são dadas por:

u(l0, t) = v(l0, t) , κ1 ux(l0, t) = κ2 vx(l0, t) , t ≥ 0 , (2.16)

v(l1, t) = w(l1, t) , κ2 vx(l1, t) = κ3 wx(l1, t) + κ0 wxt(l1, t) , t ≥ 0 .
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As condições de contorno:

u(0, t) = 0 , w(l, t) = 0 , t ≥ 0 . (2.17)

As condições iniciais:

u(x, 0) = u0(x) , ut(x, 0) = u1(x) em ]0, l0[ ,

v(x, 0) = v0(x) , vt(x, 0) = v1(x) em ]l0, l1[ , (2.18)

w(x, 0) = w0(x) , wt(x, 0) = w1(x) em ]l1, l[ .

O objetivo deste capítulo é provar a existência e unicidade de soluções para os modelosVEF, EVF,
EFV usando a Teoría de Semigrupos.

2.1 O Espaço de Fase.

Nesta seção escolher-se-á o espaço de fase apropriado onde atuará o semigrupo.
Para estudar os problemas de valor inicial e fronteira(2.1) − (2.6) , (2.7) − (2.12) e (2.13) − (2.18)

usando a teoria de semigrupos, se introduz as seguintes variáveis novas:

U := ut , V := vt , W := wt .

Agora, vamos transformar cada sistemaVEF , EVF e EFV , numa equação de evolução de primeira
ordem na variável temporal.
SeΦ = (u, v, w,U, V,W )t , então os sistemas acoplados podem ser reescritos como:

O Sistema VEF:

dΦ

dt
= (U, V,W, utt, vtt, wtt)

t

=

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx +

κ0
ρ1
uxxt,

κ2
ρ2
vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
wt

)t

=




0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 I
κ1
ρ1

(.)xx 0 0
κ0
ρ1

(.)xx 0 0

0
κ2
ρ2

(.)xx 0 0 0 0

0 0
κ3
ρ3

(.)xx 0 0 − γ

ρ3
I




︸ ︷︷ ︸
A1

·




u

v

w

U

V

W




Logo, define-se o operador linearA1 : D(A1) ⊂ H −→ H tais que, para cadaΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈
D(A1) , tem-se:

A1Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx +

κ0
ρ1
Uxx,

κ2
ρ2
vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)
, (2.19)
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onde o domínioD(A1) e o espaço de faseH serão definidos de forma apropriada depois.

O Sistema EVF:

dΦ

dt
= (U, V,W, utt, vtt, wtt)

t

=

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx +

κ0
ρ2
vxxt,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
wt

)t

=




0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 I
κ1
ρ1

(.)xx 0 0 0 0 0

0
κ2
ρ2

(.)xx 0 0
κ0
ρ2

(.)xx 0

0 0
κ3
ρ3

(.)xx 0 0 − γ

ρ3
I




︸ ︷︷ ︸
A2

·




u

v

w

U

V

W




Logo, define-se o operador linearA2 : D(A2) ⊂ H −→ H tais que, para cadaΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈
D(A2) , tem-se:

A2Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx +

κ0
ρ2
Vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)
, (2.20)

onde o domínioD(A2) e o espaço de faseH serão definidos de forma apropriada depois.

O Sistema EFV:

dΦ

dt
= (U, V,W, utt, vtt, wtt)

t

=

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx −

γ

ρ2
vt,

κ3
ρ3
wxx +

κ0
ρ3
wxxt

)t

=




0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 I
κ1
ρ1

(.)xx 0 0 0 0 0

0
κ2
ρ2

(.)xx 0 0 − γ

ρ2
I 0

0 0
κ3
ρ3

(.)xx 0 0
κ0
ρ3

(.)xx




︸ ︷︷ ︸
A3

·




u

v

w

U

V

W




Logo, define-se o operador linearA3 : D(A3) ⊂ H −→ H tais que, para cadaΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈
D(A3) , tem-se:

A3Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx −

γ

ρ2
V,
κ3
ρ3
wxx +

κ0
ρ3
Wxx

)
, (2.21)
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onde o domínioD(A3) e o espaço de faseH , serão definidos de forma apropriada a seguir.

Observe-se que,a fim de escolher o espaço de fase certo, calcular-se-á a energia total dos sistemas
VEF , EVF , EFV e escolher-se-á o maior espaço onde a energia total dos três sistemas estão bem
definidas.
Fazendo-se integração por partes, tem-se que a energia associada para cada sistema está dada por:
Para VEF :

d

dt

(ρ1
2

‖ut‖2L2(0,l0)
+
κ1
2

‖ux‖2L2(0,l0)
+
ρ2
2

‖vt‖2L2(l0,l1)
+
κ2
2

‖vx‖2L2(l0,l1)
+
ρ3
2

‖wt‖2L2(l1,l)
+
κ3
2

‖wx‖2L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
E1(t)

= [(κ1 ux(l0) + κ0 uxt(l0)) ut(l0)− κ2 vx(l0) vt(l0)] + [− (κ1 ux(0) + κ0 uxt(0)) ut(0) + κ3 wx(l)wt(l)] +

[κ2 vx(l1) vt(l1)− κ3 wx(l1)wt(l1)]− κ0

∫ l0

0
|uxt|2 dx− γ

∫ l

l1

|wt|2 dx

Para EVF :

d

dt

(ρ1
2

‖ut‖2L2(0,l0)
+
κ1
2

‖ux‖2L2(0,l0)
+
ρ2
2

‖vt‖2L2(l0,l1)
+
κ2
2

‖vx‖2L2(l0,l1)
+
ρ3
2

‖wt‖2L2(l1,l)
+
κ3
2

‖wx‖2L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
E2(t)

= [− (κ2 vx(l0) + κ0 vxt(l0)) vt(l0) + κ1 ux(l0)ut(l0)] + [(κ2 vx(l1) + κ0 vxt(l1)) vt(l1)− κ3 wx(l1)wt(l1)] +

[−κ1 ux(0)ut(0) + κ3 wx(l)wt(l)]− κ0

∫ l1

l0

|vxt|2 dx− γ

∫ l

l1

|wt|2 dx

Para EFV :

d

dt

(ρ1
2

‖ut‖2L2(0,l0)
+
κ1
2

‖ux‖2L2(0,l0)
+
ρ2
2

‖vt‖2L2(l0,l1)
+
κ2
2

‖vx‖2L2(l0,l1)
+
ρ3
2

‖wt‖2L2(l1,l)
+
κ3
2

‖wx‖2L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
E3(t)

= [− (κ3 wx(l1) + κ0 wxt(l1))wt(l1) + κ2 vx(l1) vt(l1)] + [(κ3 wx(l) + κ0 wxt(l))wt(l)− κ1 ux(0)ut(0)] +

[κ1 ux(l0)ut(l0)− κ2 vx(l0) vt(l0)]− κ0

∫ l

l1

|wxt|2 dx− γ

∫ l1

l0

|vt|2 dx

Da observação anterior, vê-se que as energias estão bem definidas se:u ∈ H1(0, l0) , v ∈ H1(l0, l1) , w ∈
H1(l1, l) , U = ut ∈ L2(0, l0) , V = vt ∈ L2(l0, l1) , W = wt ∈ L2(l1, l) .

Antes de definir o Espaço de Fase,introduz-se as seguintes notações:

H
m = Hm(0, l0)×Hm(l0, l1)×Hm(l1, l) , m = 1, 2

L
2 = L2(0, l0)× L2(l0, l1)× L2(l1, l)

H
1
l = {(u, v, w) ∈ H

1 : u(0) = 0 = w(l), u(l0) = v(l0), v(l1) = w(l1)}.

Logo, se define o Espaço de Fase como:H := H
1
l × L

2 .

No decorrer dos capítulos, ver-se-á que o espaço de fase é o apropriado.

Por outro lado, tendo-se definido o espaço de fase, pode-se definir com precisão os dominios dos
operadores lineares.
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De (2.19)

D(A1) = {Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ H : A1 Φ ∈ H , κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) = κ2 vx(l0),

κ2 vx(l1) = κ3wx(l1)}
= {Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ H : (U, V,W, κ1 uxx + κ0 Uxx, vxx, wxx) ∈ H ,

κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) = κ2 vx(l0), κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1)}
= {Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H

1
l , (κ1 u+ κ0 U, v,w) ∈ H

2, κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) =

κ2 vx(l0) , κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1)} . (2.22)

De (2.20)

D(A2) = {Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ H : A2 Φ ∈ H , κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0),

κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1)} .
= {Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ H : (U, V,W, uxx, κ2 vxx + κ0 Vxx, wxx) ∈ H ,

κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0), κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1)}
= {Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H

1
l , (u, κ2 v + κ0 V,w) ∈ H

2, κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0)+

κ0 Vx(l0), κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1)} . (2.23)

De (2.21)

D(A3) = {Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ H : A3Φ ∈ H , κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) ,

κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1) + κ0Wx(l1)}
= {Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ H : (U, V,W, uxx, vxx, κ3 wxx + κ0Wxx) ∈ H ,

κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0), κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1) + κ0Wx(l1)}
= {Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H

1
l , (u, v, κ3 w + κ0W ) ∈ H

2, κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) ,

κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1) + κ0Wx(l1)} . (2.24)

Em resumo, os sistemas(2.1) − (2.6) , (2.7) − (2.12) e (2.13) − (2.18) podem ser reduzidos aos
seguintes problemas de valor inicial:

VEF :
d

dt
Φ(t) = A1 Φ(t) , ∀ t > 0 , Φ(0) = Φ0

EVF :
d

dt
Φ(t) = A2 Φ(t) , ∀ t > 0 , Φ(0) = Φ0

EFV :
d

dt
Φ(t) = A3 Φ(t) , ∀ t > 0 , Φ(0) = Φ0 ,

ondeΦ(t) = (u, v, w,U, V,W ) e Φ(0) = (u0, v0, w0, u1, v1, w1) ∈ H .

Agora, equipar-se-á o espaço de faseH de uma estrutura deEspaço de Hilbert. Antes dar-se-á um
lema importante.

Lema 2.1. Se (u, v, w) ∈ H
1
l , então existe uma constanteC > 0 , que não depende deu , v e w , tal

que:

‖u‖L2(0,l0) ≤ C ‖ux‖L2(0,l0) , ‖w‖L2(l1,l) ≤ C ‖wx‖L2(l1,l) e ‖v‖L2(l0,l1) ≤ C
(
‖ux‖L2(0,l0) + ‖vx‖L2(l0,l1)

)
.
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Demonstração.Se (u, v, w) ∈ H
1
l , entãou ∈ H1(0, l0) , v ∈ H1(l0, l1) , w ∈ H1(l1, l) e u(0) =

0 = w(l) , u(l0) = v(l0) , v(l1) = w(l1) .

Pela Desigualdade de Poincaré, existe uma constanteC1 > 0 tal que: ‖u‖L2(0,l0) ≤ C1 ‖ux‖L2(0,l0) e
‖w‖L2(l1,l) ≤ C1 ‖wx‖L2(l1,l) .

Além disso,usando-se as imersões contínuasH1(l0, l1) →֒ C([l0, l1]) e L2(l0, l1) →֒ L1(l0, l1) ,

tem-se:

|v(x)|2 =

∣∣∣∣v(l0) +
∫ x

l0

vx(s) dx

∣∣∣∣
2

≤ 2

(
|u(l0)|2 +

(∫ l1

l0

|vx| dx
)2
)

≤ 2

(
‖u‖2C([l0,l1])

+

(∫ l1

l0

|vx| dx
)2
)

≤ C2

(
‖u‖2H1(l0,l1)

+

∫ l1

l0

|vx|2 dx
)

≤ C3

(
‖ux‖2L2(0,l0)

+ ‖vx‖2L2(l0,l1)

)
.

Assim, pode-se escolher uma constanteC > 0 tal que:

‖u‖L2(0,l0) ≤ C ‖ux‖L2(0,l0) , ‖w‖L2(l1,l) ≤ C ‖wx‖L2(l1,l) e ‖v‖L2(l0,l1) ≤ C
(
‖ux‖L2(0,l0) + ‖vx‖L2(l0,l1)

)

Teorema 2.1.A aplicação 〈·, ·〉H : H×H −→ C tal que〈Z1, Z2〉H :=

∫ l0

0

(
κ1(u1)x(u2)x + ρ1 U1 U2

)
dx

+

∫ l1

l0

(
κ2(v1)x(v2)x + ρ2 V1 V 2

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3(w1)x(w2)x + ρ3W1W 2

)
dx , ∀Z1 = (u1, v1, w1, U1, V1,W1),

Z2 = (u2, v2, w2, U2, V2,W2) ∈ H é um produto interno sobreH .

Além disso, (H, ‖·‖H) é um espaço de Banach, onde‖Z‖2H := 〈Z,Z〉H .

Demonstração.Mostrar-se-á que é um produto interno:

Sejam Z1 = (u1, v1, w1, U1, V1,W1) , Z2 = (u2, v2, w2, U2, V2,W2) , Z3 = (u3, v3, w3, U3, V3,W3) ∈
H e α ∈ C .

1. Observe-se que:

〈Z1, Z1〉H =

∫ l0

0

(
κ1 (u1)x (u1)x + ρ1 U1 U1

)
dx+

∫ l1

l0

(
κ2 (v1)x (v1)x + ρ2 V1 V 1

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3 (w1)x (w1)x + ρ3W1W 1

)
dx

= κ1 ‖u1‖2L2(0,l0)
+ ρ1 ‖U1‖2L2(0,l0)

+ κ2 ‖v1‖2L2(l0,l1)
+ ρ2 ‖V1‖2L2(l0,l1)

+ κ3 ‖w1‖2L2(l1,l)

+ ρ3 ‖W1‖2L2(l1,l)
.

Logo,

0 = 〈Z1, Z1〉H ⇐⇒ Z1 = 0 em H e 〈Z1, Z1〉H ≥ 0 .

2. Claramente: 〈αZ1 + Z2, Z3〉H = α 〈Z1, Z3〉H + 〈Z2, Z3〉H.
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3. Operando-se tem-se:

〈Z1, Z2〉H =

∫ l0

0

(
κ1 (u1)x (u2)x + ρ1 U1 U2

)
dx+

∫ l1

l0

(
κ2 (v1)x (v2)x + ρ2 V1 V 2

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3 (w1)x (w2)x + ρ3W1W 2

)
dx

=

∫ l0

0

(
κ1 (u1)x (u2)x + ρ1 U1 U2

)
dx+

∫ l1

l0

(
κ2 (v1)x (v2)x + ρ2 V 1 V2

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3 (w1)x (w2)x + ρ3W 1W2

)
dx

=

∫ l0

0

(
κ1 (u1)x (u2)x + ρ1 U1 U2

)
dx+

∫ l1

l0

(
κ2 (v1)x (v2)x + ρ2 V 1 V2

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3 (w1)x (w2)x + ρ3W 1W2

)
dx

= 〈Z2, Z1〉H.

Mostrar-se-á que (H , ‖·‖H) é um Espaço de Banach:

Seja {Zm = (um, vm, wm, Um, Vm,Wm)}m≥1 uma sequência de Cauchy em(H , ‖ · ‖H) .
Então um ∈ H1(0, l0) , vm ∈ H1(l0, l1) , wm ∈ H1(l1, l) , Um ∈ L2(0, l0) , Vm ∈ L2(l0, l1) , Wm ∈
L2(l1, l) , ∀m ≥ 1 tais que

um(0) = 0 = wm(l) , um(l0) = vm(l0) , vm(l1) = wm(l1) , ∀m ≥ 1 . (2.25)

Observe que:

ρ1 ‖Um‖2L2(0,l0)
≤ ‖Zm‖2H , ρ2 ‖Vm‖2L2(l0,l1)

≤ ‖Zm‖2H , ρ3 ‖Wm‖2L2(l1,l)
≤ ‖Zm‖2H . (2.26)

Além disso, pelo lema anterior, pode-se escolher uma constante C > 0 tal que:

‖um‖2H1(0,l0)
= ‖um‖2L2(0,l0)

+ ‖(um)x‖2L2(0,l0)
≤ C ‖Zm‖2H

‖vm‖2H1(l0,l1)
= ‖vm‖2L2(l0,l1)

+ ‖(vm)x‖2L2(l0,l1)
≤ C ‖Zm‖2H

‖wm‖2H1(l1,l)
= ‖wm‖2L2(l1,l)

+ ‖(wm)x‖2L2(l1,l)
≤ C ‖Zm‖2H . (2.27)

Por (2.26) e (2.27) , as sequências{um}m≥1 , {vm}m≥1 , {wm}m≥1 , {Um}m≥1 , {Vm}m≥1 , {Wm}m≥1

são sequências de Cauchy emH1(0, l0) , H
1(l0, l1) , H

1(l1, l) , L
2(0, l0) , L

2(l0, l1) , L
2(l1, l) respec-

tivamente.

Então, existem̂u ∈ H1(0, l0) , v̂ ∈ H1(l0, l1) , ŵ ∈ H1(l1, l) , Û ∈ L2(0, l0) , V̂ ∈ L2(l0, l1) , Ŵ ∈
L2(l1, l) tais queum −→ û emH1(0, l0) , vm −→ v̂ emH1(l0, l1) , wm −→ ŵ emH1(l1, l) , Um −→
Û em L2(0, l0) , Vm −→ V̂ em L2(l0, l1) , Wm −→ Ŵ em L2(l1, l) .

Além disso, por(2.25) e pela imersão de Sobolev(1.17) , tem-se: û(0) = 0 = ŵ(l) , û(l0) =

v̂(l0) , v̂(l1) = ŵ(l1) .
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Então Ẑ := (û, v̂, ŵ, Û , V̂ , Ŵ ) ∈ H . Logo,

‖Zm − Ẑ‖2H = κ1 ‖ (um − û)x ‖2L2(0,l0)
+ κ2 ‖ (vm − v̂)x ‖2L2(l0,l1)

+ κ3 ‖ (wm − ŵ)x ‖2L2(l1,l)
+

ρ1 ‖Um − Û‖2L2(0,l0)
+ ρ2 ‖Vm − V̂ ‖2L2(l0,l1)

+ ρ3 ‖Wm − Ŵ‖2L2(l1,l)

≤ Ĉ (‖um − û‖2H1(0,l0)
+ ‖vm − v̂‖2H1(l0,l1)

+ ‖wm − ŵ‖2H1(l1,l)
+

‖Um − Û‖2L2(0,l0)
+ ‖Vm − V̂ ‖2L2(l0,l1)

+ ‖Wm − Ŵ‖2L2(l1,l)
) ,

onde Ĉ = max {κ1, κ2, κ3, ρ1, ρ2, ρ3} .
Fazendo-sem −→ +∞ tem-seZm −→ Ẑ em (H , ‖ · ‖H) .

Observe que,a prova do teorema anterior também mostra que a aplicação

〈·, ·〉H1

l
: H1

l ×H
1
l −→ C tal que〈Y1, Y2〉H1

l
:= κ1

∫ l0

0
(u1)x (u2)x dx+ κ2

∫ l1

l0

(v1)x (v2)x dx+

κ3

∫ l

l1

(w1)x (w2)x dx , ∀Y1 = (u1, v1, w1) , Y2 = (u2, v2, w2) ∈ H
1
l (2.28)

é um produto interno sobreH1
l . Além disso,

(
H

1
l , 〈·, ·〉H1

l

)
é um espaço de Hilbert.

Denotar-se-á por:‖Y ‖2
H1

l

= 〈Y, Y 〉H1

l
a norma induzida pelo produto interno.

2.2 A Boa Colocação do Problema: Existência e Unicidade

O objetivo desta seção é mostrar o Teorema de Existência e Unicidade de Soluções para os modelosVEF
, EVF eEFV, usando a teoria de semigrupos.

De (2.19) − (2.24) , para cadai = 1, 2, 3 , o operador linearAi : D(Ai) ⊂ H −→ H é definido,
para cadaΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(Ai) , por

A1Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx +

κ0
ρ1
Uxx,

κ2
ρ2
vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)

A2Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx +

κ0
ρ2
Vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)

A3Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx −

γ

ρ2
V,
κ3
ρ3
wxx +

κ0
ρ3
Wxx

)
,

onde

D(A1) ={Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H
1
l , (κ1 u+ κ0 U, v,w) ∈ H

2, κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) = κ2 vx(l0) ,

κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1)}
D(A2) ={Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H

1
l , (u, κ2 v + κ0 V,w) ∈ H

2, κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0) ,

κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3wx(l1)}
D(A3) ={Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H

1
l , (u, v, κ3 w + κ0W ) ∈ H

2, κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) ,

κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1) + κ0Wx(l1)} .
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Lema 2.2. Para cadai = 1, 2, 3 ; D(Ai) é denso emH .

Demonstração.Para i = 1

Para mostrar a densidade, mostrar-se-á que seu complementoortogonal contem apenas zero. Isto é,
D(A1)

⊥ = {0} . Lembre-se que:f ∈ D(A1)
⊥ ⇐⇒ 〈f , h〉H = 0 , ∀h ∈ D(A1).

É claro que {0} ⊂ D(A1)
⊥ .

Seja Φ̂ = (û, v̂, ŵ, Û , V̂ , Ŵ ) ∈ D(A1)
⊥ . Então,

0 = 〈Φ̂ , Φ〉H =

∫ l0

0

(
κ1 ûx ux + ρ1 Û U

)
dx+

∫ l1

l0

(
κ2 v̂x vx + ρ2 V̂ V

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3 ŵxwx + ρ3 Ŵ W

)
dx , ∀Φ ∈ D(A1) . (2.29)

1. Observe-se que:

Φ1 = (0, 0, 0, U, 0, 0) ∈ D(A1) , ∀U ∈ C∞
0 (0, l0) =⇒ 0 = 〈Φ̂ , Φ1〉H =

∫ l0

0
Û U dx , ∀U ∈ C∞

0 (0, l0) .

Pelo Lema de Du Bois Raymond tem-se:̂U = 0 em L2(0, l0) .

2. De modo semelhante, observa-se que

(•)Φ2 = (0, 0, 0, 0, V, 0) ∈ D(A1) , ∀V ∈ C∞
0 (l0, l1)

(•)Φ3 = (0, 0, 0, 0, 0,W ) ∈ D(A1) , ∀W ∈ C∞
0 (l1, l) ,

então 0 =

∫ l1

l0

V̂ V dx , ∀V ∈ C∞
0 (l0, l1) e 0 =

∫ l

l1

Ŵ W dx , ∀W ∈ C∞
0 (l1, l) .

Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond tem-se:̂V = 0 em L2(l0, l1) e Ŵ = 0 em L2(l1, l) .

3. Por outro lado,

Φ4 = (u, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ D(A1) , ∀u ∈ C∞
0 (0, l0) =⇒ 0 = 〈Φ̂ , Φ4〉H =

∫ l0

0
ûx ux dx , ∀u ∈ C∞

0 (0, l0) .

Seja u1 ∈ C∞
0 (0, l0) qualquer, e tome u ∈ C∞

0 (0, l0) tal que ux = u1 . Então 0 =∫ l0

0
ûx u1 dx , ∀u1 ∈ C∞

0 (0, l0) . Pelo Lema de Du Bois Raymond tem-se:̂u = 0 em

H1(0, l0) .

4. De modo semelhante,

(•)Φ5 = (0, v, 0, 0, 0, 0) ∈ D(A1) , ∀ v ∈ C∞
0 (l0, l1)

(•)Φ6 = (0, 0, w, 0, 0, 0) ∈ D(A1) , ∀w ∈ C∞
0 (l1, l) ,

então 0 =

∫ l1

l0

v̂ v1 dx , ∀ v1 ∈ C∞
0 (l0, l1) e 0 =

∫ l

l1

ŵ w1 dx , ∀w1 ∈ C∞
0 (l1, l) .

Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond tem-se:v̂ = 0 em H1(l0, l1) e ŵ = 0 em H1(l1, l) .

30



Portanto, de(2.29) tem-se: Φ̂ = 0 .

Procedendo de modo semelhante, obtém-se queD(A2) e D(A3) são densos emH .

Lema 2.3. Para cadai = 1, 2, 3 , o operador linearAi é dissipativo.

Demonstração.Para A1 .

SejaΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D (A1) , então

〈A1Φ,Φ〉H =

∫ l0

0

(
κ1 Ux ux + (κ1 uxx + κ0 Uxx) U

)
dx+

∫ l1

l0

(
κ2 Vx vx + κ2 vxx V

)
dx+

∫ l

l1

(
κ3Wxwx + (κ3 wxx − γ W ) W

)
dx

=

∫ l0

0
κ1 Ux ux dx+

∫ l1

l0

κ2 Vx vx dx+

∫ l

l1

κ3Wxwx dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx+
∫ l0

0
(κ1 uxx + κ0 Uxx)U dx

︸ ︷︷ ︸
(⊕)

+

∫ l1

l0

κ2 vxx V dx

︸ ︷︷ ︸
(⊖)

+

∫ l

l1

κ3 wxxW dx

︸ ︷︷ ︸
(⊗)

.

Integrando-se por partes em(⊕) , (⊖) , (⊙) e usando a condiçãou(0) = 0 = w(l) , V (l0) = U(l0) ,

obtém-se:

〈A1 Φ,Φ〉H =

∫ l0

0
κ1 Ux ux dx+

∫ l1

l0

κ2 Vx vx dx+

∫ l

l1

κ3Wxwx dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx+
[
κ1 ux(l0)U(l0)−

∫ l0

0
κ1 ux Ux dx+ κ0 Ux(l0)U(l0)− κ0

∫ l0

0
|Ux|2 dx

]
+

[
κ2 vx(l1)V (l1)− κ2 vx(l0)V (l0)−

∫ l1

l0

κ2 vx V x dx

]
− κ3 wx(l1)W (l1)−

∫ l

l1

κ3 wxW x dx

= [κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0)− κ2 vx(l0)]︸ ︷︷ ︸
(I)

U(l0) + [κ2 vx(l1)− κ3 wx(l1)]︸ ︷︷ ︸
(II)

V (l1)− κ0

∫ l0

0
|Ux|2 dx

+ κ1

∫ l0

0

(
Ux ux − Ux ux

)
dx+ κ2

∫ l1

l0

(
Vx vx − V x vx

)
dx+ κ3

∫ l

l1

(
Wxwx −W xwx

)
dx

− γ

∫ l

l1

|W |2 dx .

Usando-se as condições de transmissão(2.4) , tem-se: (I) = (II) = 0 . Logo,

〈A1 Φ,Φ〉H = 2κ1 i

∫ l0

0
Im (Ux ux) dx+ 2κ2 i

∫ l1

l0

Im (Vx vx) dx+ 2κ3 i

∫ l

l1

Im (Wxwx) dx

− κ0

∫ l0

0
|Ux|2 dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx .

Tomando-se a parte real, obtém-se:

Re 〈A1 Φ,Φ〉H = −κ0
∫ l0

0
|Ux|2 dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx ≤ 0 , ∀Φ ∈ D (A1) . (2.30)
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Procedendo de modo semelhante paraA2 e A3 , tem-se:

Re 〈A2Φ,Φ〉H = −κ0
∫ l1

l0

|Vx|2 dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx ≤ 0 , ∀Φ ∈ D (A2) , (2.31)

Re 〈A3 Φ,Φ〉H = −γ
∫ l1

l0

|V |2 dx− κ0

∫ l

l1

|Wx|2 dx ≤ 0 , ∀Φ ∈ D (A3) . (2.32)

Portanto, os operadores são dissipativos.

Lema 2.4. Para cadai = 1, 2, 3 , tem-se0 ∈ ̺(Ai) .

Demonstração.Para i = 1 : Mostrar-se-á queA−1
1 existe e pertenceL(H) .

Afirmação 1 : Para cadaF = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H, existe um únicoΦ̃ = (ũ, ṽ, w̃, Ũ , Ṽ , W̃ ) ∈
D (A1) tal que A1 Φ̃ = F . Em efeito,
SejaF = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H .

Então

(f1, f2, f3) ∈ H
1
l e (f4, f5, f6) ∈ L

2 . (2.33)

A equaçãoA1Φ = F em termos do seus componentes está dada por

U = f1 ∈ H1(0, l0) (2.34)

V = f2 ∈ H1(l0, l1) (2.35)

W = f3 ∈ H1(l1, l) (2.36)

κ1 uxx + κ0 Uxx = ρ1 f4 ∈ L2(0, l0) (2.37)

κ2 vxx = ρ2 f5 ∈ L2(l0, l1) (2.38)

κ3 wxx − γ W = ρ3 f6 ∈ L2(l1, l) , (2.39)

onde Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A1) = {Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H
1
l , (κ1 u + κ0 U, v,w) ∈

H
2 , κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) = κ2 vx(l0) , κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1)} .

Substituindo-se(2.34) , (2.36) em (2.37) , (2.39) respectivamente, obtém-se:

κ1 uxx + κ0 (f1)xx = ρ1 f4 := g1 ∈ L2(0, l0) (2.40)

κ2 vxx = ρ2 f5 := g2 ∈ L2(l0, l1) (2.41)

κ3 wxx = ρ3 f6 + γ f3 := g3 ∈ L2(l1, l) . (2.42)

Agora, o objetivo é mostrar que o sistema acima possui uma única solução(u, v, w) ∈ H
1
l tal que

(κ1 u+ κ0 f1, v, w) ∈ H
2 . Para isso, usar-se-á o Teorema de Lax-Milgram.

Define-se a aplicação

B(. , .) : H1
l ×H

1
l −→ C tal queB(Y1, Y2) := 〈Y1, Y2〉H1

l
= κ1

∫ l0

0
(u1)x (u2)x dx+ κ2

∫ l1

l0

(v1)x (v2)x dx

+κ3

∫ l

l1

(w1)x (w2)x dx , ∀Y1 = (u1, v1, w1), Y2 = (u2, v2, w2) ∈ H
1
l .

(•) É claro que B(. , .) é umaforma sesquilinear.
(•) Continuidade de B(. , .) : |B(Y1, Y2)| = |〈Y1, Y2〉H1

l
| ≤ ‖Y1‖H1

l
‖Y2‖H1

l
, ∀Y1, Y2 ∈ H

1
l .
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(•) Coercividade de B(. , .) : B(Y, Y ) = 〈Y, Y 〉H1

l
= ‖Y ‖2

H1

l

, ∀Y ∈ H
1
l .

Por outro lado, define-se a aplicação

ϕ : H1
l −→ C tal queϕ(Y ) = −

∫ l0

0
g1 u dx−

∫ l1

l0

g2 v dx−
∫ l

l1

g3 w dx , ∀Y = (u, v, w) ∈ H
1
l .

É claro queϕ é antilinear. Logo, pelo teorema de Lax-Milgram, existe umaúnica Ŷ = (û, v̂, ŵ) ∈ H
1
l

tal que B(Ŷ , Y ) = ϕ(Y ) , ∀Y = (u, v, w) ∈ H
1
l .

Em particular,




κ1

∫ l0

0
ûx ux dx = −

∫ l0

0
g1 u dx , para u ∈ H1(0, l0), v = w = 0

κ2

∫ l1

l0

v̂x vx dx = −
∫ l1

l0

g2 v dx , para v ∈ H1(l0, l1), u = w = 0

κ3

∫ l

l1

ŵxwx dx = −
∫ l

l1

g3 w dx , para w ∈ H1(l1, l), u = v = 0 .

(2.43)

Considerando-seu ∈ C∞
0 (0, l0) , v ∈ C∞

0 (l0, l1) , w ∈ C∞
0 (l1, l) em (2.43) , e pela definição de

derivada fraca, tem-se:




κ1 ûxx = g1 ∈ L2(0, l0)

κ2 v̂xx = g2 ∈ L2(l0, l1)

κ3 ŵxx = g3 ∈ L2(l1, l) .

(2.44)

Logo, (ũ, ṽ, w̃) :=

(
û− κ0

κ1
f1, v̂, ŵ

)
∈ H

1
l com (κ1 ũ+ κ0 f1, ṽ, w̃) = (û, v̂, ŵ) ∈ H

2 .

Portanto,(ũ, ṽ, w̃) é a única solução do sistema(2.40) − (2.42) .

Assim, existe uma únicãΦ := (ũ, ṽ, w̃, Ũ , Ṽ , W̃ ) ∈ D (A1) tal que A1 Φ̃ = F .

Observação :
Aplicando-se o teorema(1.15) (Principio da Regularidade Elítica) em(2.44) , tem-se:

‖κ1 ũ+ κ0 f1‖H2(0,l0) = ‖κ1 û‖H2(0,l0) ≤ N ‖g1‖L2(0,l0)

‖κ2 ṽ‖H2(l0,l1) = ‖κ2 v̂‖H2(l0,l1) ≤ N ‖g2‖L2(l0,l1)

‖κ3 w̃‖H2(l1,l) = ‖κ3 ŵ‖H2(l1,l) ≤ N ‖g3‖L2(l1,l) , (2.45)

ondeN ≥ 0 é uma constante que não depende deΦ e F .

Afirmação 2 : A−1
1 é limitado.

Observe-se que:

‖A−1
1 F‖2H = ‖Φ‖2H = κ1 ‖ux‖2L2(0,l0)

+ κ2 ‖vx‖2L2(l0,l1)
+ κ3 ‖wx‖2L2(l1,l)︸ ︷︷ ︸

(I)

+

ρ1 ‖U‖2L2(0,l0)
+ ρ2 ‖V ‖2L2(l0,l1)

+ ρ3 ‖W‖2L2(l1,l)︸ ︷︷ ︸
(II)

(2.46)
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(•) (I) = 1

κ1
‖κ1 ux + κ0 (f1)x − κ0 (f1)x ‖2L2(0,l0)

+ κ2 ‖v̂x‖2L2(l0,l1)
+ κ3 ‖ŵx‖2L2(l1,l)

≤ 2

κ1

(
‖κ1 ux + κ0 (f1)x ‖2L2(0,l0)

+ ‖κ0 (f1)x ‖2L2(0,l0)

)
+

1

κ2
‖κ2 v̂x‖2L2(l0,l1)

+
1

κ3
‖κ3 ŵx‖2L2(l1,l)

≤ N1

(
‖κ1 û‖2H1(0,l0)

+ ‖κ2 v̂‖2H1(l0,l1)
+ ‖κ3 ŵ‖2H1(l1,l)

)
+

2κ20
κ1

‖ (f1)x ‖2L2(0,l0)

≤︸︷︷︸
(2.45)

N1N
2
(
‖g1‖2L2(0,l0)

+ ‖g2‖2L2(l0,l1)
+ ‖g3‖2L2(l1,l)

)
+

2κ20
κ1

‖ (f1)x ‖2L2(0,l0)

= N1N
2
(
‖ρ1 f4‖2L2(0,l0)

+ ‖ρ2 f5‖2L2(l0,l1)
+ ‖ρ3 f6 + γ f3‖2L2(l1,l)

)
+

2κ20
κ1

‖ (f1)x ‖2L2(0,l0)

≤ N2

(
‖f4‖2L2(0,l0)

+ ‖f5‖2L2(l0,l1)
+ ‖f6‖2L2(l1,l)

+ ‖ (f1)x ‖2L2(0,l0)
+ ‖(f3)x‖2L2(l1,l)

)
, N2 > 0

≤M1 ‖F‖2H , (2.47)

ondeM1 > 0 é uma constante que não depende deΦ e F .
Por outro lado, aplicando-se o Lema2.1 em (II) , tem-se:

(••) (II) = ρ1 ‖f1‖2L2(0,l0)
+ ρ2 ‖f2‖2L2(l0,l1)

+ ρ3 ‖f3‖2L2(l1,l)

≤ ρ1C
2 ‖(f1)x‖2L2(0,l0)

+ 2 ρ2 C
2
(
‖(f1)x‖2L2(0,l0)

+ ‖(f2)x‖2L2(l0,l1)

)
+ ρ3 ‖(f3)x‖2L2(l1,l)

≤M2 ‖F‖2H , (2.48)

ondeM2 > 0 é uma constante que não depende deΦ e F .
De (2.46) − (2.48) se conclui queA−1

1 é limitado.
Logo, das afirmações1 e 2 , tem-se queA−1

1 ∈ L (H) . Assim, 0 ∈ ̺(A1) .

Procedendo de modo semelhante paraA2 e A3 , obtém-se: 0 ∈ ̺(A2) e 0 ∈ ̺(A3) .

Teorema 2.2. Para cada i = 1, 2, 3 , o operador Ai gera um C0− semigrupo(SAi
(t))t≥0 de

contrações sobre o espaçoH .

Demonstração.Basta aplicar o teorema1.30 .

Teorema 2.3.Para qualquer Φ0 = (u0, v0, w0, u1, v1, w1) ∈ H = H
1
l × L

2 existe uma única solução

Φ = (u, v, w, ut, vt, wt) dos modelosVEF, EVF e EFV, satisfazendo

Φ ∈ C ([0,+∞[: H) .

Além disso, seΦ0 ∈ D (Ai) , então Φ ∈ C1 ([0,+∞[: H) ∩ C ([0,+∞[: D (Ai)) .

Demonstração.Pelo teorema anterior, para cadai = 1, 2, 3 , Ai gera umC0− semigrupo (SAi
(t))t≥0

de contrações sobreH . Então pelo Teorema de Existência e Unicidade, a aplicação

Φi : [0,+∞[−→ H tal que Φi(t) = SAi
(t)Φ0

é a única solução do problema de valor inicial

{
Ut = Ai U

U(0) = Φ0
com a condiçãoΦi ∈ C ([0,+∞[: H) .

Além disso, seΦ0 ∈ D (Ai) então Φi ∈ C1 ([0,+∞[: H) ∩ C ([0,+∞[: D (Ai)) .
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Observe que, desde que usamos o Semigrupo associado ao problema para pesquisar a solubili-
dade dos problemas(2.1) − (2.18) , temos que relacionar entre a solução do semigrupo dado por
Φi(t) = SAi

(t)Φ0 e solução do problema em estudo.

Faremos o análise para o modelo VEF .

Se Φ0 ∈ D (A1) , ou seja(u0, v0, w0) ∈ H
1
l , (u1, v1, w1) ∈ H

1
l e (κ1 u0 + κ0 u1, v0, w0) ∈ H

2 ,

entãoΦ1 ∈ C1 ([0,+∞[: H) ∩ C ([0,+∞[: D (A1)) satisfaz emH o problema de valor inicial
{
Ut = A1 U(t)

U(0) = Φ0
(2.49)

Assim, (u, v, w) ∈ C1
(
[0,+∞[: H1

l

)
∩C2

(
[0,+∞[: L2

)
tais que verifica as condições de transmissão

(2.4) e (κ1 u+ κ0 ut, v, w) ∈ H
2 , é solução do problemaVEF em L

2 .

Além disso, as condições iniciais são satisfeitas no sentido forte e as condições de contorno são satisfei-
tas no sentido do traço.

SeΦ0 ∈ D
(
A2

1

)
, então(u, v, w) é uma solução clássica do problemaVEF.

Se Φ0 ∈ H então Φ1(t) = SA1
(t)Φ0 é uma solução integral do problema(2.49) . Assim,

(u, v, w) são soluções fracas do problemaVEF.
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Capítulo 3

Falta de Estabilidade Exponencial nos
Modelos EVF e FVE

Neste capítulo se mostra que os semigrupos associados aos modelosEVF e FVE não são exponencial-
mente estáveis.
Mostrar que um sistema não possui decaimento exponencial quer dizer, que existem dados iniciais para
os quais a solução pode ser arbitrariamente lenta. Mas também podem existir outros dados iniciais para
os quais exista decaimento exponencial.

A prova da falta de estabilidade exponencial será baseado noteorema1.38 (Prüss - Huang - Re-
nardy).

Assim, para mostrar a falta de estabilidade exponencial, basta ver que o operador resolvente não é
uniformemente limitado. Ou seja, é suficiente verificar o seguinte:

(•) Existem sequências{λn}n≥1 ⊂ R , {Φn}n≥1 ⊂ D(A2) e {Fn}n≥1 ⊂ H limitada, tais que:

lim
n−→∞

λn = +∞ , (i λn I −A2) Φn = Fn e lim
n−→∞

‖Φn‖H = +∞ .

No resto do capítulo se desenvolve as técnicas para atingir oobjetivo.

O sistema resolvente associado ao modeloEVF é dado por:

i λΦ −A2Φ = F , (3.1)

ondeΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A2) e F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H .

Lembre-se queA2 : D(A2) ⊂ H −→ H é tal que, para cadaΦ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A2) tem-se:

A2Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx +

κ0
ρ2
Vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)
.
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Então o sistema(3.1) pode ser reescrita como

i λ u− U = f1 em ]0, l0[ (3.2)

i λ v − V = f2 em ]l0, l1[ (3.3)

i λw −W = f3 em ]l1, l[ (3.4)

i λ ρ1 U − κ1 uxx = ρ1 f4 em ]0, l0[ (3.5)

i λ ρ2 V − κ2 vxx − κ0 Vxx = ρ2 f5 em ]l0, l1[ (3.6)

i λ ρ3W − κ3 wxx + γ W = ρ3 f6 em ]l1, l[ , (3.7)

com condições de transmissão

u(l0) = v(l0) , κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0) ,

v(l1) = w(l1) , κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1) , (3.8)

e condições de contornou(0) = 0 , w(l) = 0 .

Considera-se uma solução particular, definida porf1 = f2 = f3 = f5 = f6 = 0 e ρ1 f4 = κ1 q ,

onde q escolher-se-á depois.
Então o sistema(3.2) − (3.7) pode ser escrita como:





U = i λ u

V = i λ v

W = i λw

i λ ρ1 U − κ1 uxx = κ1 q

i λ ρ2 V − κ2 vxx − κ0 Vxx = 0

i λ ρ3W − κ3 wxx + γ W = 0

⇐⇒





κ1 uxx + λ2 ρ1 u = −κ1 q
(κ2 + i λ κ0)vxx + λ2 ρ2 v = 0

κ3 wxx + (λ2 ρ3 − i λ γ)w = 0 .

Portanto,

uxx + α2 u = −q (3.9)

vxx + β2 v = 0 (3.10)

wxx + σ2 w = 0 , (3.11)

ondeα2 =
ρ1 λ

2

κ1
, β2 =

ρ2 λ
2

κ2 + i λ κ0
, σ2 =

ρ3 λ
2 − i λ γ

κ3
.

Observação : Soluções das equações(3.9) , (3.10) e (3.11) .

1. Sejama1 , a2 ∈ C , I ⊂ R um intervalo eb : I −→ C uma função contínua. Denota-se por
L(y) := y′′ + a1 y

′ + a2 y , onde y : I −→ C .

(a) Teorema (ver [11]). Se r1 , r2 são raízes distintas do polinômio característicop(r) =

r2 + a1 r + a2 , então as funções

φ1(x) = er1 x e φ2(x) = er2 x
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são soluções deL(y) = 0 , linearmente independentes emI .
Por outro lado, ser1 , r2 são raízes iguais, então as funções

φ1(x) = er1 x e φ2(x) = x er1 x

são soluções deL(y) = 0 , linearmente independentes emI .

(b) Teorema(ver [11]). Sejamφ1 , φ2 soluções linearmente independentes deL(y) = 0 .

Se φ é uma solução deL(y) = 0 , então existem únicas constantesc1 , c2 ∈ C /

φ = c1 φ1+c2 φ2 . Reciprocamente;(c1 φ1 + c2 φ2) é solução deL(y) = 0 , ∀ c1 , c2 ∈ C .

(c) Teorema(ver [11]). Cada soluçãoψ de L(y) = b sobreI , tem a forma

ψ = ψp + c1 φ1 + c2 φ2 ,

onde ψp é uma solução particular,φ1 e φ2 são soluções linearmente independentes de
L(y) = 0 , e c1 , c2 ∈ C . Uma solução particularψp está dado por

ψp(x) = A(x)φ1(x) +B(x)φ2(x) ,

onde

A(x) = −
∫ x

x0

b(t)φ2(t)

φ1(t)φ
′
2(t)− φ′1(t)φ2(t)

dx , B(x) =

∫ x

x0

b(t)φ1(t)

φ1(t)φ
′
2(t)− φ′1(t)φ2(t)

dx .

Reciprocamente, cadaψ da forma(3.14) é uma solução deL(y) = b .

2. Para a equação(3.9) , tem-se:

uxx + α2 u = −q (3.12)

u(0) = 0 , u(l0) = v(l0) . (3.13)

(•) O polinômio característicop(r) = r2 + α2 tem raízes distintas:r1 = i α , r2 = −i α .
Assim; φ1(x) = ei α x e φ2(x) = e−i α x são soluções deuxx +α2 u = 0 , linearmente indepen-
dentes em[0, l0] .
(•) A solução geral de(3.12) é da forma:u(x) = up(x) + c1 e

i α x + c2 e
−i α x, ∀x ∈ [0, l0] .

(•) Uma solução particular éup(x) = A(x) ei α x +B(x) e−i α x , onde:

A(x) = −
∫ x

0

−q(s)φ2(s)
φ1(s)φ

′
2(s)− φ′1(s)φ2(s)

dx =
i

2α

∫ x

0
q(s) e−i α s ds .

B(x) =

∫ x

0

b(t)φ1(t)

φ1(t)φ′2(t)− φ′1(t)φ2(t)
dx =

−i
2α

∫ x

0
q(s) ei α s ds .

Então, up(x) =

(
i

2α

∫ x

0
q(s) e−i α s ds

)
ei α x +

(−i
2α

∫ x

0
q(s) ei α s ds

)
e−i α x

=
i

2α

∫ x

0
q(s)

(
ei α (x−s) − e−i α (x−s)

)
ds

= − 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds .
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(•) Logo, u(x) = c1 e
i α x + c2 e

−i α x − 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds .

(•) Usando-se as condições de contorno(3.13) , obtém-se:

c1 + c2 = 0

c1 e
i α l0 + c2 e

−i α l0 = u(l0) +
1

α

∫ l0

0
q(s) sin(α (l0 − s)) ds

︸ ︷︷ ︸
µ

.

Operando-se tem-se:c1 =
µ

2 sinh(i α l0)
e c2 = − µ

2 sinh(i α l0)
.

(•) Assim,

u(x) =
µ

2 sinh(i α l0)
ei α x − µ

2 sinh(i α l0)
e−i α x − 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds

=
µ

2 sinh(i α l0)

(
ei α x − e−i α x

)
− 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds

=
sin(αx)

sin(α l0)
µ− 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds

= u(l0)
sin(αx)

sin(α l0)
+

sin(αx)

α sin(α l0)

∫ l0

0
q(s) sin(α (l0 − s)) ds− 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds .

3. Para a equação(3.10) , tem-se:

vxx + β2 v = 0 (3.14)

v(l0) = u(l0), v(l1) = w(l1) . (3.15)

(•) As funçõesφ1(x) = ei β x e φ2(x) = e−i β x são soluções de(3.14) , linearmente indepen-
dentes em[l0, l1] .
(•) A solução geral de(3.14) é da forma:v(x) = c1 e

i β x + c2 e
−i β x , ∀x ∈ [l0, l1] .

(•) Usando-se as condições de contorno(3.15) , obtém-se:

c1 e
i β l0 + c2 e

−i β l0 = u(l0)

c1 e
i β l1 + c2 e

−i β l1 = v(l1) .

Operando-se tem-se:c1 =
v(l1) e

−i β l0 − u(l0) e
−i β l1

2 sinh(i β (l1 − l0))
e c2 =

u(l0) e
i β l1 − v(l1) e

i β l0

2 sinh(i β (l1 − l0))
.

(•) Assim,

v(x) =
v(l1) e

−i β l0 − u(l0) e
−i β l1

2 sinh(i β (l1 − l0))
ei β x +

u(l0) e
i β l1 − v(l1) e

i β l0

2 sinh(i β (l1 − l0))
e−i β x

=
v(l1)

(
ei β (x−l0) − e−i β (x−l0)

)

2 sinh(i β (l1 − l0))
− u(l0)

(
ei β (x−l1) − e−i β (x−l1)

)

2 sinh(i β (l1 − l0))

= v(l1)
sinh(i β (x− l0))

sinh(i β (l1 − l0))
+ u(l0)

sinh(i β (l1 − x))

sinh(i β (l1 − l0))

= v(l1)
sin(β (x− l0))

sin(β (l1 − l0))
+ u(l0)

sin(β (l1 − x))

sin(β (l1 − l0))
.
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4. Para a equação(3.11) , tem-se:

wxx + σ2 w = 0 (3.16)

w(l1) = v(l1), w(l) = 0 . (3.17)

(•) As funçõesφ1(x) = ei σ x e φ2(x) = e−i σ x são soluções de(3.16) , linearmente indepen-
dentes em[l1, l] .
(•) A solução geral de(3.16) é da forma:w(x) = c1 e

i σ x + c2 e
−i σ x , ∀x ∈ [l1, l] .

(•) Usando-se as condições de contorno(3.17) , obtém-se:

c1 e
i σ l1 + c2 e

−i σ l1 = v(l1)

c1 e
i σ l + c2 e

−i σ l = 0 .

Operando-se tem-se:c1 = − v(l1) e
−i σ l

2 sinh(i σ (l − l1))
e c2 =

v(l1) e
i σ l

2 sinh(i σ (l − l1))
.

(•) Assim,

w(x) = − v(l1) e
−i σ l

2 sinh(i σ (l − l1))
ei σ x +

v(l1) e
i σ l

2 sinh(i σ (l − l1))
e−i σ x

= − v(l1) e
−i σ (l−x)

2 sinh(i σ (l − l1))
+

v(l1) e
i σ (l−x)

2 sinh(i σ (l − l1))

= v(l1)
sinh(i σ (l − x))

sinh(i σ (l − l1))

= v(l1)
sin(σ (l − x))

sin(σ (l − l1))
.

Em resumo, as soluções das equações(3.9) − (3.11) são:

u(x) = u(l0)
sin(αx)

sin(α l0)
+

sin(αx)

α sin(α l0)

∫ l0

0
q(s) sin(α (l0 − s)) ds − 1

α

∫ x

0
q(s) sin(α (x− s)) ds

v(x) = v(l1)
sin(β (x− l0))

sin(β (l1 − l0))
+ u(l0)

sin(β (l1 − x))

sin(β (l1 − l0))

w(x) = v(l1)
sin(σ (l − x))

sin(σ (l − l1))
. (3.18)

Logo, para determinar o sistema de soluções(3.18) , tem-se que calcular os valores deu(l0) e v(l1) .
Desenvolve-se isso no próximo lema.

Lema 3.1. Sob as condições acima, tem-se

u(l0) = − κ1
G(λ) + j(λ)

∫ l0

0
q(s) sin(α s)) ds ,

ondeG(λ) = −β(κ2 + i κ0 λ) sin(α l0) cot(β (l1 − l0)) − κ1 α cos(α l0) e j é tal que j(λ) −→ 0

quandoλ −→ ∞ . Além disso, u(l0) = h(λ) v(l1) , onde

h(λ) = [β (κ2 + i λ κ0) cot(β (l1 − l0)) + κ3 σ cot(σ (l − l1))]

[
sin(β (l1 − l0))

β (κ2 + i λ κ0)

]
.
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Demonstração.Observe-se que:

(•)De (3.3) quando f2 = 0 : Vx = i λ vx (3.19)

(•) vx =
β v(l1)

sin(β (l1 − l0))
cos(β (x− l0))−

β u(l0)

sin(β (l1 − l0))
cos(β (l1 − x)) (3.20)

(•)wx =
−σ v(l1)

sin(σ (l − l1))
cos(σ (l − x)) (3.21)

(•)ux =
αu(l0)

sin(α l0)
cos(αx) +

cos(αx)

sin(α l0)

∫ l0

0
q(s) sin(α (l0 − s)) ds −

∫ x

0
q(s) cos(α (x− s)) ds .

(3.22)

Usando-se(3.19) − (3.21) na condição de transmissãoκ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1) , obtém-se:

(κ2 + i λ κ0) vx(l1) = κ3 wx(l1)

⇐⇒ (κ2 + i λ κ0)

[
β v(l1) cot(β (l1 − l0))−

β u(l0)

sin(β (l1 − l0))

]
= −κ3 σ v(l1) cot(σ (l − l1))

⇐⇒ [β (κ2 + i λ κ0) cot(β (l1 − l0)) + κ3 σ cot(σ (l − l1))] v(l1) =

[
β (κ2 + i λ κ0)

sin(β (l1 − l0))

]
u(l0) .

Logo

u(l0) = h(λ) v(l1) , (3.23)

onde h(λ) = [β (κ2 + i λ κ0) cot(β (l1 − l0)) + κ3 σ cot(σ (l − l1))]

[
sin(β (l1 − l0))

β (κ2 + i λ κ0)

]
.

Note-se que|h(λ)| −→ +∞ quando |β| −→ +∞ .

Por outro lado, usando-se(3.19)−(3.22) na condição de transmissãoκ1 ux(l0) = κ2 vx(l0)+κ0 Vx(l0) ,

tem-se:

κ1 ux(l0) = (κ2 + i λ κ0) vx(l0)

⇐⇒ κ1 αu(l0)
cos(α l0)

sin(α l0)
+ κ1

cos(α l0)

sin(α l0)

∫ l0

0
q(s) sin(α(l0 − s)) ds− κ1

∫ l0

0
q(s) cos(α(l0 − s)) ds =

(κ2 + i λ κ0)

[
β v(l1)

sin(β (l1 − l0))
− β u(l0)

sin(β (l1 − l0))
cos(β (l1 − l0))

]

⇐⇒ κ1 αu(l0) cot(α l0) + κ1

∫ l0

0
q(s) [cot(α l0) sin(α(l0 − s))− cos(α(l0 − s))] ds =

[
β (κ2 + i λ κ0)

sin(β (l1 − l0))

] [
1

h(λ)
− cos(β (l1 − l0))

]
u(l0)

⇐⇒ κ1 αu(l0) cot(α l0)−
κ1

sin(α l0)

∫ l0

0
q(s) sin(α s) ds =

[
β (κ2 + i λ κ0)

sin(β (l1 − l0))

] [
1

h(λ)
− cos(β (l1 − l0))

]
u(l0)

⇐⇒
([

β (κ2 + i λ κ0) sin(α l0)

sin(β (l1 − l0))

] [
1

h(λ)
− cos(β (l1 − l0))

]
− κ1 α cos(α l0)

)
u(l0) =

− κ1

∫ l0

0
q(s) sin(α s) ds
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⇐⇒




[
β (κ2 + i λ κ0) sin(α l0)

h(λ) sin(β (l1 − l0))

]

︸ ︷︷ ︸
j(λ)

+ [−β (κ2 + i λ κ0) sin(α l0) cot(β (l1 − l0))− κ1 α cos(α l0)]︸ ︷︷ ︸
G(λ)


u(l0)

= −κ1
∫ l0

0
q(s) sin(α s) ds .

Note-se quej(λ) −→ 0 quandoλ −→ ∞ , onde a conclusão segue.

Agora se está en condições de mostrar o resultado principal desta seção.

Teorema 3.1.O modeloEVF não é exponencialmente estável. Além disso, existe uma sequêcia
λn ≥ C0 n e uma sequência de soluçõesΦn do sistema resolvente tal que:

‖Φn‖2H ≥ C0 n .

Demonstração.Para cadan ∈ N , define-se

λn =
1

l0

√
κ1
ρ1

(
2nπ +

1√
n

)
, Fn = (0, 0, 0,

κ1
ρ1
qn, 0, 0) ∈ H , qn(s) = sin(αn s) , s ∈ (0, l0)

Φn = (un, vn, wn, Un, Vn,Wn) ∈ D(A2) onde,

un , vn , wn estão definidas em(3.18) e Un = i λn un , Vn = i λn vn , Wn = i λn wn .

Lembre-se que:αn =

√
ρ1
κ1
λn e β2n =

ρ2
κ2 + i λn κ0

λ2n .

Então λn −→ +∞ , αn −→ +∞ e por construçãoi λnΦn −A2Φn = Fn .

Por outro lado,

αn l0 = 2nπn +
1√
n
, sin(αn l0) = sin(

1√
n
) , cos(αn l0) = cos(

1√
n
) , tan(αn l0) = tan(

1√
n
) .

Além disso, paran grande o suficiente tem-se

αn l0 ≈ 2nπ , sin(αn l0) ≈
1√
n
, cos(αn l0) ≈ 1 , tan(αn l0) ≈

1√
n
.

Logo,

‖Fn‖2H =

(
κ1
ρ1

)2

‖qn‖2L2(0,l0)
=

(
κ1
ρ1

)2( l0
2
− sin(2αn l0)

4αn

)
≤
(
κ1
ρ1

)2( l0
2
+

1

4αn

)
−→ l0

2

(
κ1
ρ1

)2

,

ou seja é limitada.
Por outro lado,

‖Φn‖2H ≥ ρ1 ‖Un‖2L2(0,l0)
= ρ1 ‖λn un‖2L2(0,l0)

= κ1 ‖αn un‖2L2(0,l0)
, (3.24)

onde

αn un(x) = αn un(l0)
sin(αn x)

sin(αn l0)
+

sin(αn x)

sin(αn l0)

∫ l0

0
qn(s) sin(αn(l0 − s)) ds−

∫ x

0
qn(s) sin(αn(x− s)) ds

(3.25)
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Pelo Lema3.1 tem-se

un(l0) = − κ1
G(λn) + j(λn)

∫ l0

0
qn(s) sin(αn s)) ds . (3.26)

Observe que

G(λn) + j(λn)

λn
=

[−βn(κ2 + i κ0 λn) sin(αn l0) cot(βn(l1 − l0))

λn
+

−κ1 αn cos(αn l0) + j(λn)

λn

]

(3.27)

Como

lim
n−→+∞

βn(κ2 + i κ0 λn) sin(αn l0) cot(βn(l1 − l0))

λn
= c ∈ C\R

lim
n−→+∞

−κ1 αn cos(αn l0) + j(λn)

λn
= lim

n−→+∞
−√

ρ1 κ1 cos(
1√
n
) + j(λn) = −√

ρ1 κ1

Então de(3.27) obtém-se

−κ1
G(λn) + j(λn)

=
−κ1

−βn(κ2 + i κ0 λn) sin(αn l0) cot(βn(l1 − l0))− κ1 αn cos(αn l0) + j(λn)
≈ c1
λn

paraλn grande o suficiente, ondec1 ∈ C\R .
Logo, de(3.26) tem-se

un(l0) =
c1
λn

∫ l0

0
qn(s) sin(αn s)ds =

c1
λn

∫ l0

0
qn(s) sin(αn(l0 − s)) ds (3.28)

Substituindo-se(3.28) em (3.25) obtém-se

αn un(x) = (c2 + 1)
sin(αn x)

sin(αn l0)
Qn(l0)−Qn(x) , (3.29)

ondeQn(x) :=

∫ x

0
qn(s) sin(αn(x− s))ds e c2 ∈ C\R .

Observe que

Qn(x) =

∫ x

0
sin(αn x) sin(αn(x− s))ds =

sin3(αn x)

2αn
− x cos(αn x)

2
+

cos(αn x) sin(2αn x)

4αn
e

Qn(l0) =
π

n5/2
− l0 cos(αn)

2
+

cos(αn l0)

n3/2
≈ − l

2

Além disso,
∫ l0

0
|Q(x)|2 dx ≥

∫ l0

0

x2 cos2(αn x)

8
dx− C

α2
n

≥ l30
48

− C

|αn|
(3.30)

∫ l0

0

∣∣∣∣c2 cos(αn x)− (c2 cos(αn l0) + 1)
sin(αn x)

sin(αn l0)

∣∣∣∣
2

ds ≥ |c2 cos(αn l0) + 1)|
2 sin2(αn l0)

∫ l0

0
sin2(αn x)dx− C

≈ C n− C (3.31)

Usando-se as desigualdades(3.29) , (3.30) e (3.31) em (3.24) paran grande o suficiente, existe uma
constanteC > 0 tal que

‖Φn‖2H ≥ κ1 ‖αn un‖2L2(0,l0)
≥ C n− C ,

onde a conclusão segue.
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Capítulo 4

Estabilidade Exponencial nos Modelos
VEF, EFV, VFE, FEV

Neste capítulo se mostra a estabilidade exponencial do semigrupo associado ao problema de transmissão
desde que a parte viscosa não está no meio da viga.

Consideremos o modelo VEF.

Lembre-se que, o semigrupo associado ao problema de transmissãoVEF é dado por(SA1
(t))t≥0 ,

onde

A1Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx +

κ0
ρ1
Uxx,

κ2
ρ2
vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)
, ∀Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A1) ,

D(A1) = {Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H
1
l , (κ1 u+ κ0 U, v,w) ∈ H

2 , κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) = κ2 vx(l0) ,

κ2 vx(l1) = κ3 wx(l1)} .

O objetivo é mostrar oTeorema 4.1, que diz: o semigrupo associado ao problema de transmissãoVEF,
é exponencialmente estável.
A prova deste teorema está baseado em verificar as condições necessárias e suficientes do teorema1.38

(Prüss - Huang - Renardy).

Antes provar-se-á uns lemas úteis que irão desempenhar um papel importante.

Lema 4.1. Sejamλ ∈ R , Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A1) e F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H . Se
(i λ I −A1) Φ = F , então

κ0

∫ l0

0
|Ux|2 dx+ γ

∫ l

l1

|W |2 dx ≤ ‖Φ‖H ‖F‖H . (4.1)

Demonstração.Hipóteses,

i λΦ −A1Φ = F . (4.2)
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A equação espectral(4.2) pode ser reescrita como

i λ u− U = f1 em ]0, l0[ (4.3)

i λ ρ1 U − κ1 uxx − κ0 Uxx = ρ1 f4 em ]0, l0[ (4.4)

i λ v − V = f2 em ]l0, l1[ (4.5)

i λ ρ2 V − κ2 vxx = ρ2 f5 em ]l0, l1[ (4.6)

i λw −W = f3 em ]l1, l[ (4.7)

i λ ρ3W − κ3 wxx + γ W = ρ3 f6 em ]l1, l[ , (4.8)

com condições de transmissão

u(l0) = v(l0) , κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0) = κ2 vx(l0) ,

v(l1) = w(l1) , κ2 vx(l1) = κ3wx(l1) , (4.9)

e condições de contorno

u(0) = 0 , w(l) = 0 .

Por outro lado, lembre-se queA1 é um operador dissipativo e

Re 〈A1 Φ , Φ〉H = −κ0
∫ l0

0
|Ux|2 dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx ≤ 0 , ∀Φ ∈ D (A1) . (4.10)

Então, multiplicando-se a equação(4.2) por Φ , obtém-se:

〈F , Φ〉H = 〈i λΦ−A1 Φ , Φ〉H = i λ ‖Φ‖2H − 〈A1 Φ , Φ〉H .

Tomando-se a parte real e usando(4.10) , tem-se:

κ0

∫ l0

0
|Ux|2 dx+ γ

∫ l

l1

|W |2 dx = −Re 〈A1 Φ , Φ〉H = Re 〈F , Φ〉H ≤ |〈F , Φ〉H| ≤ ‖F‖H ‖Φ‖H .

Assim,

κ0

∫ l0

0
|Ux|2 dx+ γ

∫ l

l1

|W |2 dx ≤ ‖Φ‖H ‖F‖H .

Lema 4.2. Sejamλ ∈ R , κ > 0 , γ ≥ 0 e F = (f , g) ∈ H1(a, b) × L2(a, b) .

Para qualquer solução forteZ = (ψ , Ψ) ∈ H1(a, b)× L2(a, b) do sistema

i λψ −Ψ = f em ]a, b[ (4.11)

i λ ρΨ − κψxx + γΨ = g em ]a, b[ , (4.12)

existe uma constanteC > 0 , que não depende deZ , F e λ , tal que

|ψx(a)|2 + |Ψ(a)|2 + |ψx(b)|2 + |Ψ(b)|2 ≤ C

∫ b

a
(|Ψ|2 + |ψx|2) dx+ C ‖Z‖ ‖F‖ , (4.13)
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onde ‖Z‖ =
(
‖ψx‖2L2(a,b) + ‖Ψ‖2L2(a,b)

)1/2
e ‖F‖ =

(
‖fx‖2L2(a,b) + ‖g‖2L2(a,b)

)1/2
.

Além disso, paraγ = 0 , tem-se:
∫ b

a
(|Ψ|2 + |ψx|2) dx ≤ C (|ψx(a)|2 + |Ψ(a)|2) + C ‖Z‖ ‖F‖ , (4.14)

∫ b

a
(|Ψ|2 + |ψx|2) dx ≤ C (|ψx(b)|2 + |Ψ(b)|2) +C ‖Z‖ ‖F‖ . (4.15)

Demonstração.De (4.11) , tem-se:

i λψx = Ψx + fx . (4.16)

1. Mostrar-se-á a desigualdade(4.13) .

Multiplicando-se(4.12) por

(
x− a+ b

2

)
ψx e usando(4.16) , obtém-se:

−ρ
(
x− a+ b

2

)(
i λψx

)
Ψ− κ

(
x− a+ b

2

)
ψx ψxx + γ

(
x− a+ b

2

)
Ψψx =

(
x− a+ b

2

)
g ψx

⇐⇒ −ρ
(
x− a+ b

2

)
ΨΨx − κ

(
x− a+ b

2

)
ψx ψxx =

(
x− a+ b

2

)
g ψx + ρ

(
x− a+ b

2

)
Ψ fx

− γ

(
x− a+ b

2

)
Ψψx

Integrando-se e tomando a parte real:

−ρRe
∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ΨΨx dx− κRe

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ψx ψxx dx = Re

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
g ψx dx

+ρRe

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
Ψ fx dx− γ Re

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
Ψψx dx

(4.17)

Observe-se que:

(•)
∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ΨΨx dx =

(
x− a+ b

2

)
|Ψ|2

∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a
|Ψ|2 dx−

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ΨΨx dx

⇐⇒ Re

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ΨΨx dx =

(
b− a

4

)(
|Ψ(a)|2 + |Ψ(b)|2

)
− 1

2

∫ b

a
|Ψ|2 dx

(4.18)

(••)
∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ψx ψxx dx =

(
x− a+ b

2

)
|ψx|2

∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a
|ψx|2 dx−

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ψx ψxx dx

⇐⇒ Re

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)
ψx ψxx dx =

(
b− a

4

)(
|ψx(a)|2 + |ψx(b)|2

)
− 1

2

∫ b

a
|ψx|2 dx

(4.19)

Substituindo-se(4.18) e (4.19) em (4.17) , e tomando módulo, obtém-se:

ρ

(
b− a

4

)(
|Ψ(a)|2 + |Ψ(b)|2

)
+ κ

(
b− a

4

)(
|ψx(a)|2 + |ψx(b)|2

)
≤ ρ

2

∫ b

a
|Ψ|2 dx+

κ

2

∫ b

a
|ψx|2 dx

+

∫ b

a

∣∣∣∣x− a+ b

2

∣∣∣∣ |g| |ψx| dx+ ρ

∫ b

a

∣∣∣∣x− a+ b

2

∣∣∣∣ |Ψ| |fx| dx+ γ

∫ b

a

∣∣∣∣x− a+ b

2

∣∣∣∣ |Ψ| |ψx| dx .

(4.20)
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SejamC1 =

(
b− a

4

)
min{ρ , κ} e C2 = max{1 , ρ , κ , γ} .

Como

∣∣∣∣x− a+ b

2

∣∣∣∣ ≤
b− a

2
, ∀x ∈ [a, b] , então em(4.20) , tem-se:

C1

(
|Ψ(a)|2 + |Ψ(b)|2 + |ψx(a)|2 + |ψx(b)|2

)
≤ C2

∫ b

a

(
|Ψ|2 + |ψx|2

)
dx+

C2

(
b− a

2

)∫ b

a
(|g| |ψx|+ |Ψ| |fx|+ |Ψ| |ψx|)dx . (4.21)

Observe-se que:
∫ b

a
(|g| |ψx|+ |Ψ| |fx|+ |Ψ| |ψx|) dx ≤ ‖Ψ‖L2(a,b) ‖ψx‖L2(a,b) + ‖g‖L2(a,b) ‖ψx‖L2(a,b)+

‖Ψ‖L2(a,b) ‖fx‖L2(a,b)

≤ 1

2

(
‖Ψ‖2L2(a,b) + ‖ψx‖2L2(a,b)

)
+
(
‖g‖2L2(a,b) + ‖fx‖2L2(a,b)

)1/2 (
‖Ψ‖2L2(a,b) + ‖ψx‖2L2(a,b)

)1/2

≤ 1

2

∫ b

a

(
|Ψ|2 + |ψx|2

)
dx+ ‖Z‖ ‖F‖ . (4.22)

Logo, usando-se a desigualdade(4.22) em (4.21) , obtém-se:

(
|Ψ(a)|2 + |Ψ(b)|2 + |ψx(a)|2 + |ψx(b)|2

)
≤ C2

C1

(
1 +

b− a

4

)∫ b

a

(
|Ψ|2 + |ψx|2

)
dx+

C2 (b− a)

2C1
‖Z‖ ‖F‖

≤ Ĉ1

∫ b

a

(
|Ψ|2 + |ψx|2

)
dx+ Ĉ1 ‖Z‖ ‖F‖ ,

onde Ĉ1 = max

{
C2

C1

(
1 +

b− a

4

)
,
C2 (b− a)

2C1

}
é uma constante que não depende deZ ,F e λ .

2. Mostrar-se-á a desigualdade(4.14) .
Multplicando-se(4.12) por (x− b)ψx e usando(4.16) , obtém-se:

−ρ (x− b)
(
i λψx

)
Ψ− κ (x− b)ψx ψxx = (x− b) g ψx

⇐⇒ −ρ (x− b)ΨΨx − κ (x− b)ψx ψxx = (x− b) g ψx + ρ (x− b)Ψ fx .

Integrando-se e tomando a parte real:

−ρRe
∫ b

a
(x− b)ΨΨx dx− κRe

∫ b

a
(x− b)ψx ψxx dx = Re

∫ b

a
(x− b) g ψx dx+

ρRe

∫ b

a
(x− b)Ψ fx dx . (4.23)

Observe-se que:

(•)
∫ b

a
(x− b)ΨΨx dx = (x− b) |Ψ|2

∣∣b
a
−
∫ b

a
|Ψ|2 dx−

∫ b

a
(x− b)ΨΨx dx

⇐⇒ Re

∫ b

a
(x− b)ΨΨx dx =

(
b− a

2

)
|Ψ(a)|2 − 1

2

∫ b

a
|Ψ|2 dx (4.24)
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(••)
∫ b

a
(x− b)ψx ψxx dx = (x− b) |ψx|2

∣∣b
a
−
∫ b

a
|ψx|2 dx−

∫ b

a
(x− b)ψx ψxx dx

⇐⇒ Re

∫ b

a
(x− b)ψx ψxx dx =

(
b− a

2

)
|ψx(a)|2 −

1

2

∫ b

a
|ψx|2 dx (4.25)

Substituindo-se(4.25) e (4.24) em (4.23) , e tomando módulo, obtém-se:

ρ

2

∫ b

a
|Ψ|2 dx+

κ

2

∫ b

a
|ψx|2 dx ≤

(
b− a

2

)(
ρ |Ψ(a)|2 + κ |ψx(a)|2

)
+

∫ b

a
(|x− b| |g| |ψx|+ ρ |x− b| |Ψ| |fx|) dx . (4.26)

SejamC3 =
1

2
min{ρ , κ} e C4 = (b− a)C2 .

Como |x− b| ≤ b− a , ∀x ∈ [a, b] , então em(4.26) , tem-se:

∫ b

a

(
|Ψ|2 + |ψx|2

)
dx ≤ C4

C3

(
|Ψ(a)|2 + |ψx(a)|2

)
+
C2

C3

∫ b

a
(|g| |ψx|+ |Ψ| |fx|)dx

≤ Ĉ2

(
|Ψ(a)|2 + |ψx(a)|2

)
+ Ĉ2 ‖g‖L2(a,b) ‖ψx‖L2(a,b) + ‖Ψ‖L2(a,b) ‖fx‖L2(a,b)

≤ Ĉ2

(
|Ψ(a)|2 + |ψx(a)|2

)
+ Ĉ2

(
‖g‖2L2(a,b) + ‖fx‖2L2(a,b)

)1/2 (
‖Ψ‖2L2(a,b) + ‖ψx‖2L2(a,b)

)1/2

≤ Ĉ2

(
|Ψ(a)|2 + |ψx(a)|2

)
+ Ĉ2 ‖Z‖ ‖F‖ ,

onde Ĉ2 = max

{
C4

C3
,
C2

C3

}
é uma constante que não depende deZ ,F e λ .

3. Mostrar-se-á a desigualdade(4.15) .
Multplicando-se(4.12) por (x− a)ψx , usando(4.16) , integrando e tomando a parte real, obtém-se:

−ρRe
∫ b

a
(x− a)ΨΨx dx− κRe

∫ b

a
(x− a)ψx ψxx dx = Re

∫ b

a
(x− a) g ψx dx+

ρRe

∫ b

a
(x− a)Ψ fx dx . (4.27)

Observe-se que:

(•) Re

∫ b

a
(x− a)ΨΨx dx =

(
b− a

2

)
|Ψ(b)|2 − 1

2

∫ b

a
|Ψ|2 dx (4.28)

(••) Re

∫ b

a
(x− a)ψx ψxx dx =

(
b− a

2

)
|ψx(b)|2 −

1

2

∫ b

a
|ψx|2 dx . (4.29)

Substituindo-se(4.29) e (4.28) em (4.27) , e operando de modo semelhante ao caso anterior, tem-se:

∫ b

a

(
|Ψ|2 + |ψx|2

)
dx ≤ Ĉ3

(
|Ψ(b)|2 + |ψx(b)|2

)
+ Ĉ3 ‖Z‖ ‖F‖ ,

onde Ĉ3 é uma constante que não depende deZ ,F e λ .

Logo, baseando-se nos casos anteriores, basta tomarC = max
{
Ĉ1 , Ĉ2 , Ĉ3

}
.

Agora mostrar-se-á o teorema central do capítulo.
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Teorema 4.1. O semigrupo associado ao problema de transmissão decai exponencialmente, quando o
tempo vai para infinito, se e somente se, a componente viscosanão está no meio da viga.

Demonstração.Condição necessária.
Se a parte viscosa está no meio da viga, doTeorema 3.1 segue que o modelo não é exponencialmemte
estável.

Condição suficiente.
Suponhamos que a componente viscosa não está no meio da viga.
Consideremos o modelo VEF .
Baseados noTeorema1.38 , tem-se que provar que o eixo imaginário está contido em̺(A1) e que o
operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo imaginário.

Mostrar-se-á : iR ⊂ ̺(A1) .

Desde queA1 é um operador fechado eD(A1) tem mergulho compacto sobre o espaço faseH , então
o espectroσ(A1) , só contém valores próprios. Assim, é suficiente provar queσ(A1) não contém valor
próprio imaginário nenhum.
Ver-se-á isso raciocinando por contradição :Suponha que existe um valor próprio imaginário
i λ0 , λ0 ∈ R . Isto é

i λ0 Φ0 −A1Φ0 = 0 , (4.30)

onde 0 6= Φ0 = (u0, v0, w0, U0, V0,W0) ∈ D(A1) .

Reescrevendo(4.30) :

i λ0 u0 − U0 = 0 (4.31)

i λ0 ρ1 U0 − κ1 (u0)xx − κ0 (U0)xx = 0 (4.32)

i λ0 v0 − V0 = 0 (4.33)

i λ0 ρ2 V0 − κ2 (v0)xx = 0 (4.34)

i λ0 w0 −W0 = 0 (4.35)

i λ0 ρ3W0 − κ3 (w0)xx + γ W0 = 0 . (4.36)

Usando-se o Lema4.1 e as relações(4.31) e (4.35) , obtém-se:

W0 = U0 = 0 = u0 = w0 . (4.37)

Por outro lado, das relações(4.33) e (4.34) , tem-se:

−λ20 ρ2 v0 − κ2 (v0)xx = 0 . (4.38)

Além disso, usando-se(4.37) nas condições de transmissão(4.9) , obtém-se:

v0(l0) = v0(l1) = 0 e (v0)x(l0) = (v0)x(l1) = 0 . (4.39)

Logo, considerando-se as relações(4.38) e (4.39) como um problema de valor inicial emx = l0 ,

tem-sev0 = 0 . Mais ainda, de(4.33) obtém-seV0 = 0 .

49



PortantoΦ0 = 0 , mas isso é uma contradição.
Assim, iR ⊂ ̺(A1) .

Mostrar-se-á : O operador resolvente está uniformemente limitado sobre o eixo imaginário.
Desde que o operador resolvente é analítica, mostrar-se-á que é uniformemente limitado em valores de
λ sobre o eixo imaginário e fora de uma bola fechada cujo raio não depende deΦ , F e λ .

SejamF = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H e i λ ∈ iR , λ 6= 0 .

Denote-se por: (i λ I −A1)
−1 F := Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A1) .

Basta provar que : ‖Φ‖2H ≤ M ‖Φ‖H ‖F‖H para λ grande o suficiente , ondeM > 0 é uma cons-
tante que não depende deΦ , F e λ .

Primeiro : Mostrar-se-á que
∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx ≤M1 ‖Φ‖H ‖F‖H paraλ grande o suficiente,

ondeM1 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
De (4.7) :

i λw = f3 +W (4.40)

Multiplicando-se a equação(4.8) por w e usando(4.40) , obtém-se:

−ρ3W (i λw)− κ3 wxxw +
i γ

λ
W (i λw) = ρ3 f6w

⇐⇒ −ρ3 |W |2 − ρ3W f3 − κ3 wxxw +
i γ

λ
|W |2 + i γ

λ
W f3 = ρ3 f6w

Integrando-se,

−κ3
∫ l

l1

wxxw dx = ρ3

∫ l

l1

f6w dx+ ρ3

∫ l

l1

|W |2 dx+ ρ3

∫ l

l1

W f3 dx− i γ

λ

∫ l

l1

|W |2 dx−

i γ

λ

∫ l

l1

W f3 dx (4.41)

Note-se que:
∫ l

l1

wxxw dx = −wx(l1)w(l1)−
∫ l

l1

|wx|2 dx . (4.42)

Substituindo-se(4.42) em (4.41) e tomando a parte real, tem-se:

κ3

∫ l

l1

|wx|2 dx = −κ3Rewx(l1)w(l1) + ρ3

∫ l

l1

|W |2 dx+ ρ3Re

∫ l

l1

f6w dx+ ρ3Re

∫ l

l1

W f3 dx

−Re i γ
λ

∫ l

l1

W f3 dx

Tomando-se módulo e usando a desigualdade de Hölder, obtém-se:

κ3

∫ l

l1

|wx|2 dx ≤ κ3 |wx(l1)| |w(l1)|+ ρ3

∫ l

l1

|W |2 dx+ ρ3

∫ l

l1

|f6| |w| dx + ρ3

∫ l

l1

|W | |f3| dx+

γ

|λ|

∫ l

l1

|W | |f3| dx
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≤
(
ρ3

∫ l

l1

|W |2 dx+ ρ3 ‖f6‖L2(l1,l) ‖w‖L2(l1,l) + ρ3 ‖f3‖L2(l1,l) ‖W‖L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
(I)

+

κ3 |wx(l1)| |w(l1)|+
γ

|λ| ‖f3‖L2(l1,l) ‖W‖L2(l1,l)

︸ ︷︷ ︸
(II)

. (4.43)

Observe que

1. Desde que(u, v, w) , (f1, f2, f3) ∈ H
1
l , pelo Lema2.1 , existe uma constanteC > 0 que não

depende deΦ , F e λ , tal que:

‖u‖L2(0,l0) , ‖v‖L2(l0,l1) , ‖w‖L2(l1,l) ≤ C ‖Φ‖H
e ‖f1‖L2(0,l0) , ‖f2‖L2(l0,l1) , ‖f3‖L2(l1,l) ≤ C ‖F‖H . (4.44)

Além disso,

ρ1 ‖U‖2L2(0,l0)
, ρ2 ‖V ‖2L2(l0,l1)

, ρ3 ‖W‖2L2(l1,l)
≤ ‖Φ‖2H

e ρ1 ‖f4‖2L2(0,l0)
, ρ2 ‖f5‖2L2(l0,l1)

, ρ3 ‖f6‖2L2(l1,l)
≤ ‖F‖2H . (4.45)

Logo, do Lema4.1 e das desigualdades(4.44) e (4.45) , obtém-se:

(I) ≤ Ĉ1 ‖Φ‖H ‖F‖H

e (II) ≤ Ĉ1

|λ| ‖Φ‖H ‖F‖H . (4.46)

onde Ĉ1 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

2. Usando-se o Lema4.2 paraw e W , e a imersão de SobolevH1(l1, l) →֒ C([l1, l]) , pode-se
escolher uma constantêC2 > 0 , que não depende deΦ , F e λ , tal que:

|wx(l1)w(l1)| =
1

|λ| |wx(l1)| |i λw(l1)| =︸︷︷︸
(4.7)

1

|λ| |wx(l1)| |f3(l1) +W (l1)|

≤ 1

|λ| |wx(l1)| |W (l1)|+
1

|λ| |wx(l1)| |f3(l1)|

≤ 1

2 |λ|
(
|wx(l1)|2 + |W (l1)|2

)
+

1

|λ| ‖w‖C([l1 ,l]) ‖f3‖C([l1,l])

≤ Ĉ2

|λ|

∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx+

Ĉ2

|λ| ‖w‖H1(l1,l) ‖f3‖H1(l1,l)

≤︸︷︷︸
(4.44)

Ĉ2

|λ|

∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx+

Ĉ2

|λ| ‖Φ‖H ‖F‖H

≤︸︷︷︸
(4.1)

Ĉ2

|λ|

∫ l

l1

|wx|2 dx+
Ĉ2

|λ| ‖Φ‖H ‖F‖H . (4.47)
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Logo, usando-se as desigualdades(4.46) e (4.47) em (4.43) , tem-se:

∫ l

l1

|wx|2 dx ≤ Ĉ3

|λ|

∫ l

l1

|wx|2 dx+
Ĉ3

|λ| ‖Φ‖H ‖F‖H + Ĉ3 ‖Φ‖H ‖F‖H . (4.48)

onde Ĉ3 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
Seja i λ ∈ C \B(0, Ĉ3) . Então usando-se a desigualdade(4.48) e o Lema4.1 , obtém-se:

∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx ≤M1 ‖Φ‖H ‖F‖H , (4.49)

ondeM1 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Segundo :Mostrar-se-á que
∫ l1

l0

(
|vx|2 + |V |2

)
dx ≤ M2 ‖Φ‖H ‖F‖H para i λ ∈ C \ B(0, Ĉ3) ,

ondeM2 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Usando-se o Lema4.2 no casoγ = 0 parav e V , existe uma constantẽC > 0 , que não depende
de Φ , F e λ , tal que:
∫ l1

l0

(
|vx|2 + |V |2

)
dx ≤ C̃

(
|vx(l1)|2 + |V (l1)|2

)
+ C̃ ‖Φ‖H ‖F‖H

=︸︷︷︸
(4.9)

C̃

(
κ23
κ22

|wx(l1)|2 + |W (l1)|2
)
+ C̃ ‖Φ‖H ‖F‖H

≤ C̃1

(
|wx(l1)|2 + |W (l1)|2

)
+ C̃1 ‖Φ‖H ‖F‖H , C̃1 = C̃ max{1 , κ23/κ22}

≤︸︷︷︸
(4.13)

C̃2

∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx+ C̃2 ‖Φ‖H ‖F‖H

≤︸︷︷︸
(4.49)

M2 ‖Φ‖H ‖F‖H , (4.50)

ondeM2 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Terceiro : Mostrar-se-á que
∫ l0

0

(
|ux|2 + |U |2

)
dx ≤M3 ‖Φ‖H ‖F‖H paraλ grande o suficiente,

ondeM3 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Das relações(4.3) , (4.5) e (4.7) , tem-se:

i λ u = f1 + U , i λ v = f2 + V e i λw = f3 +W . (4.51)

Multiplicando-se as equações(4.4) , (4.6) , (4.8) por u , v , w respectivamente, e usando(4.51) ,
obtém-se:

1. − ρ1 U (i λ u)− κ1 uxx u− κ0 Uxx u = ρ1 f4 u⇐⇒ −ρ1 |U |2 − ρ1 U f1 − u (κ1 uxx + κ0 Uxx) = ρ1 f4 u

2. − ρ2 V (i λ v) − κ2 vxx v = ρ2 f5 v ⇐⇒ −ρ2 |V |2 − ρ2 V f2 − κ2 vxx v = ρ2 f5 v

3.

(
i γ

λ
− ρ3

)
W (i λw) − κ3 wxxw = ρ3 f6w ⇐⇒

(
i γ

λ
− ρ3

)
W
(
W + f3

)
− κ3 wxxw = ρ3 f6w
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Integrando-se por partes:

1. κ1

∫ l0

0
|ux|2 dx+ κ0

∫ l0

0
ux Ux dx = ρ1

∫ l0

0
f4 u dx+ ρ1

∫ l0

0
|U |2 dx+ ρ1

∫ l0

0
U f1 dx+

u(l0)(κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0)) . Como Ux = i λ ux − (f1)x , então:

(κ1 + i λ κ0)

∫ l0

0
|ux|2 dx = ρ1

∫ l0

0
|U |2 dx+ ρ1

∫ l0

0
f4 u dx+ ρ1

∫ l0

0
U f1 dx+ κ0

∫ l0

0
ux (f1)x dx+

u(l0)(κ1 ux(l0) + κ0 Ux(l0))

2. κ2

∫ l1

l0

|vx|2 dx = ρ2

∫ l1

l0

|V |2 dx+ ρ2

∫ l1

l0

f5 v dx+ ρ2

∫ l1

l0

V f2 dx+ κ2 vx(l1) v(l1)− κ2 vx(l0) v(l0)

3. κ3

∫ l

l1

|wx|2 dx =

(
ρ3 −

i γ

λ

)∫ l

l1

|W |2 dx+ ρ3

∫ l

l1

f6w dx+

(
ρ3 −

i γ

λ

)∫ l

l1

W f3 dx− κ3 wx(l1)w(l1)

Somando-se as igualdades e considerando as condições de transmissão(4.9) , depois tomando a parte
real, tem-se:

κ1

∫ l0

0
|ux|2 dx+ κ2

∫ l1

l0

|vx|2 dx+ κ3

∫ l

l1

|wx|2 dx = ρ1

∫ l0

0
|U |2 dx+ ρ2

∫ l1

l0

|V |2 dx+ ρ3

∫ l

l1

|W |2 dx+

Re (ρ1

∫ l

l1

f4 u dx+ ρ2

∫ l

l1

f5 v dx+ ρ3

∫ l

l1

f6w dx+ ρ1

∫ l1

l0

U f1 dx+ ρ2

∫ l1

l0

V f2 dx+ ρ3

∫ l1

l0

W f3 dx

+ κ0

∫ l0

0
ux (f1)x dx− i γ

λ

∫ l

l1

W f3 dx ) .

Tomando-se módulo e usando a desigualdade de Hölder, obtém-se:

κ1

∫ l0

0
|ux|2 dx ≤

(
κ2 ‖vx‖2L2(l0,l1)

+ κ3 ‖wx‖2L2(l1,l)
+ ρ2 ‖V ‖2L2(l0,l1)

+ ρ3 ‖W‖2L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
(⊙)

+

(
ρ1 ‖f4‖L2(0,l0) ‖u‖L2(0,l0) + ρ2 ‖f5‖L2(l0,l1) ‖v‖L2(l0,l1) + ρ3 ‖f6‖L2(l1,l) ‖w‖L2(l1,l)

)
︸ ︷︷ ︸

(⊖)

+

(
ρ1 ‖U‖L2(0,l0) ‖f1‖L2(0,l0) + ρ2 ‖V ‖L2(l0,l1) ‖f2‖L2(l0,l1) + ρ3 ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l)

)
︸ ︷︷ ︸

(⊗)

+

(
ρ1 ‖U‖2L2(0,l0)

+ κ0 ‖ux‖L2(0,l0) ‖(f1)x‖L2(0,l0) +
γ

|λ| ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
(⊕)

.

(4.52)

Observe que

1. Usando-se(4.49) e (4.50) :

(⊙) ≤ (κ2M2 + κ3M1 + ρ2M2 + ρ3M1)︸ ︷︷ ︸
N1

‖Φ‖H ‖F‖H , (4.53)

ondeN1 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
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2. Usando-se(4.44) e (4.45) , tem-se:

ρ1 ‖U‖L2(0,l0) ‖f1‖L2(0,l0) , ρ1 ‖f4‖L2(0,l0) ‖u‖L2(0,l0) ≤
√
ρ1C ‖Φ‖H ‖F‖H ,

ρ2 ‖V ‖L2(l0,l1) ‖f2‖L2(l0,l1) , ρ2 ‖f5‖L2(l0,l1) ‖v‖L2(l0,l1) ≤
√
ρ2C ‖Φ‖H ‖F‖H ,

ρ3 ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l) , ρ3 ‖f6‖L2(l1,l) ‖w‖L2(l1,l) ≤
√
ρ3C ‖Φ‖H ‖F‖H .

Então, pode-se escolher uma constanteN2 > 0 , que não depende deΦ , F e λ , tal que

(⊖) + (⊗) ≤ N2 ‖Φ‖H ‖F‖H (4.54)

3. Pela desigualdade de Poincaré e o Lema4.1 , existe uma constantẽC3 > 0 que não depende de

Φ , F e λ , tal que: ρ1 ‖U‖2L2(0,l0)
≤ C̃3 ‖Ux‖2L2(0,l0)

≤ C̃3

κ0
‖Φ‖H ‖F‖H .

Por outro lado,

κ0 ‖ux‖L2(0,l0) ‖(f1)x‖L2(0,l0) ≤
κ0
κ1

‖Φ‖H ‖F‖H
γ

|λ| ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l) ≤
γ C√
ρ3 |λ|

‖Φ‖H ‖F‖H .

Então, pode-se escolher uma constanteN3 > 0 que não depende deΦ , F e λ , tal que

(⊕) ≤ N3 ‖Φ‖H ‖F‖H +
N3

|λ| ‖Φ‖H ‖F‖H . (4.55)

Logo, a partir das desigualdades(4.52) − (4.55) , obtém-se:
∫ l0

0

(
|ux|2 + |U |2

)
dx ≤ N ‖Φ‖H ‖F‖H +

N

|λ| ‖Φ‖H ‖F‖H , (4.56)

ondeN > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
SejaR = max{Ĉ3 , N} .
Se i λ ∈ C \B(0, R) , então das desigualdades(4.49) , (4.50) e (4.56) , tem-se:

∫ l0

0

(
|ux|2 + |U |2

)
dx ≤M3 ‖Φ‖H ‖F‖H ,

∫ l1

l0

(
|vx|2 + |V |2

)
dx ≤M2 ‖Φ‖H ‖F‖H ,

∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx ≤M1 ‖Φ‖H ‖F‖H ,

ondeM1 , M2 , M3 > 0 são constantes que não dependem deΦ , F e λ .
Então,

‖ (i λ I −A1)
−1 F = Φ‖2H ≤ κ

(∫ l0

0

(
|ux|2 + |U |2

)
dx+

∫ l1

l0

(
|vx|2 + |V |2

)
dx+

∫ l

l1

(
|wx|2 + |W |2

)
dx

)

≤ κ (M1 +M2 +M3)︸ ︷︷ ︸
M

‖Φ‖H ‖F‖H ,

ondeκ = max{κ1, κ2, κ3, ρ1, ρ2, ρ3} e M > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
Assim,

‖ (i λ I −A1)
−1 F‖H ≤M ‖F‖H , ∀F ∈ H , ∀ |λ| > R .

Procedendo da mesma maneira que o caso anterior, pode-se mostrar-se que o semigrupo associado
ao problema de transmissãoEFV decai exponencialmente, quando o tempo vai para infinito.
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Capítulo 5

Decaimento Polinomial e Otimalidade nos
Modelos EVF e FVE

Neste capítulo, o objetivo é mostrar oTeorema 5.1, que diz: A solução do modeloEVF decai polino-
mialmente para zero comot−2 . Além disso, a taxa de decaimento é ótima para qualquer dado inicial no
domínio D(A2) .

A prova deste teorema está baseado em verificar as condições necessárias e suficientes do teorema1.40

(Borichev - Tomilov).

Lembre-se que, o semigrupo associado ao problema de transmissãoEVF é dado por(SA2
(t))t≥0 ,

onde

A2Φ =

(
U, V,W,

κ1
ρ1
uxx,

κ2
ρ2
vxx +

κ0
ρ2
Vxx,

κ3
ρ3
wxx −

γ

ρ3
W

)
, ∀Φ = (u, v, w,U, V,W ) ∈ D(A2) ,

D(A2) = {Φ ∈ H : (U, V,W ) ∈ H
1
l , (u, κ2 v + κ0 V,w) ∈ H

2, κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0) ,

κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1)} . (5.1)

Por outro lado, o sistema resolvente associado ao modeloEVF é dado por

i λΦ −A2Φ = F . (5.2)

Reescrevendo-se(5.2) , tem-se:

i λ u− U = f1 em ]0, l0[ (5.3)

i λ v − V = f2 em ]l0, l1[ (5.4)

i λw −W = f3 em ]l1, l[ (5.5)

i λ ρ1 U − κ1 uxx = ρ1 f4 em ]0, l0[ (5.6)

i λ ρ2 V − κ2 vxx − κ0 Vxx = ρ2 f5 em ]l0, l1[ (5.7)

i λ ρ3W − κ3 wxx + γ W = ρ3 f6 em ]l1, l[ , (5.8)

com condições de transmissão

u(l0) = v(l0) , κ1 ux(l0) = κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0) ,

v(l1) = w(l1) , κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1) = κ3 wx(l1) , (5.9)

e condições de contornou(0) = 0 , w(l) = 0 .
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Teorema 5.1. A solução do modeloEVF decai polinomialmente comot−2 . Além disso, a taxa de
decaimento é ótima sobreD(A2) e

‖Φ2(t)‖H ≤ Ck

t2k
‖Φ0‖D(Ak

2
) , ∀ k ∈ N . (5.10)

Demonstração.Mostrar-se-á : iR ⊂ ̺(A2) .

Desde queA2 é um operador fechado eD(A2) tem mergulho compacto sobre o espaço faseH , então
o espectroσ(A2) , só contém valores próprios. Assim, é suficiente provar queσ(A2) não contém valor
próprio nenhum. Ver-se-á isso raciocinando por contradição.
Suponha-se que existe um valor próprio imaginárioi λ0 com λ0 ∈ R , tal que

i λ0 Φ0 −A2Φ0 = 0 , (5.11)

onde 0 6= Φ0 = (u0, v0, w0, U0, V0,W0) ∈ D(A2) .

Reescrevendo-se a equação espectral(5.11) , tem-se:

i λ0 u0 − U0 = 0 em ]0, l0[ (5.12)

i λ0 ρ1 U0 − κ1 (u0)xx = 0 em ]0, l0[ (5.13)

i λ0 v0 − V0 = 0 em ]l0, l1[ (5.14)

i λ0 ρ2 V0 − κ2 (v0)xx − κ0 (V0)xx = 0 em ]l0, l1[ (5.15)

i λ0 w0 −W0 = 0 em ]l1, l[ (5.16)

i λ0 ρ3W0 − κ3 (w0)xx + γ W0 = 0 em ]l1, l[ , (5.17)

com condições de transmissão

u0(l0) = v0(l0) , κ1 (u0)x(l0) = κ2 (v0)x(l0) + κ0 (V0)x(l0) ,

v0(l1) = w0(l1) , κ2 (v0)x(l1) + κ0 (V0)x(l1) = κ3 (w0)x(l1) , (5.18)

e condições de contornou0(0) = 0 , w0(l) = 0 .

Por outro lado,A2 é um operador dissipativo e

Re 〈A2Φ,Φ〉H = −κ0
∫ l1

l0

|Vx|2 dx− γ

∫ l

l1

|W |2 dx ≤ 0 , ∀Φ ∈ D (A2) . (5.19)

Logo, multiplicando-se a equação(5.11) por Φ0 , tomando a parte real e usando(5.19) , obtém-se:

κ0

∫ l0

0
|(V0)x|2 dx+ γ

∫ l

l1

|W0|2 dx = 0 .

Então,

V0 =W0 = 0 . (5.20)

Além disso, das relações(5.14) e (5.16) , tem-se:

v0 = w0 = 0 . (5.21)
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Das relações(5.12) e (5.13) , obtém-se:

−λ20 ρ1 u0 − κ1 (u0)xx = 0 . (5.22)

Mais ainda, usando-se(5.20) e (5.21) na condição de transmissão(5.18) , tem-se:

u0(0) = u0(l0) = 0 e (u0)x(l0) = 0 . (5.23)

Logo, considerando-se as relações(5.22) e (5.23) como um problema de valor inicial emx = l0 ,

obtém-seu0 = 0 . Além disso, de(5.12) tem-seU0 = 0 .

PortantoΦ0 = 0 , mas isso é uma contradição.
Assim, iR ⊂ ̺(A2) .

Mostrar-se-á : O operador resolvente é uniformemente limitado por C |λ|1/2 sobre o eixo ima-
ginário.

Multiplicando-se a equação(5.2) por Φ , tomando a parte real e usando(5.19) , obtém-se:

‖Φ‖H ‖F‖H ≥ Re 〈F , Φ〉H = Re 〈i λΦ −A2Φ , Φ〉H = −Re 〈A2 Φ , Φ〉H

= κ0

∫ l1

l0

|Vx|2 dx+ γ

∫ l

l1

|W |2 dx . (5.24)

Observe que

1. Desde que(u, v, w) , (f1, f2, f3) ∈ H
1
l , pelo Lema2.1 , existe uma constantẽC > 0 que não

depende deΦ , F e λ , tal que:

‖u‖L2(0,l0) , ‖v‖L2(l0,l1) , ‖w‖L2(l1,l) ≤ C̃ ‖Φ‖H
e ‖f1‖L2(0,l0) , ‖f2‖L2(l0,l1) , ‖f3‖L2(l1,l) ≤ C̃ ‖F‖H . (5.25)

Além disso,

ρ1 ‖U‖2L2(0,l0)
, ρ2 ‖V ‖2L2(l0,l1)

, ρ3 ‖W‖2L2(l1,l)
≤ ‖Φ‖2H

e ρ1 ‖f4‖2L2(0,l0)
, ρ2 ‖f5‖2L2(l0,l1)

, ρ3 ‖f6‖2L2(l1,l)
≤ ‖F‖2H . (5.26)

A partir da imersão contínuaL2(l0, l1) ∼=
(
L2(l0, l1)

)′ →֒ H−1(l0, l1) , existe uma constanteC1 > 0 ,

que não depende deΦ , F e λ , tal que:

|λ| ‖V ‖H−1(l0,l1) ≤ C1 |λ| ‖V ‖L2(l0,l1) ≤︸︷︷︸
(5.7)

C1

ρ2
‖κ2 vxx + κ0 Vxx‖L2(l0,l1) + C1 ‖f5‖L2(l0,l1)

≤ C1

ρ2
‖κ2 vx + κ0 Vx‖H1(l0,l1) +C1 ‖f5‖L2(l0,l1)

=︸︷︷︸
Riesz

C1

ρ2
‖κ2 vx + κ0 Vx‖H−1(l0,l1) + C1 ‖f5‖L2(l0,l1)

≤ C2
1

ρ2
‖κ2 vx + κ0 Vx‖L2(l0,l1) + C1 ‖f5‖L2(l0,l1)

≤ C2
1 κ2
ρ2

‖vx‖L2(l0,l1) +
C2
1 κ0
ρ2

‖Vx‖L2(l0,l1) + C1 ‖f5‖L2(l0,l1)

≤ C2 ‖Φ‖1/2H ‖F‖1/2H + C2 ‖F‖H , (5.27)
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ondeC2 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
Usando-se interpolação e as desigualdades(5.24) e (5.27) , obtém-se:

‖V ‖2L2(l0,l1)
≤ C3 ‖V ‖H−1(l0,l1) ‖V ‖H1(l0,l1)

≤ C3 C2

|λ|
[
‖Φ‖1/2H ‖F‖1/2H + ‖F‖H

]
‖V ‖H1(l0,l1)

≤ M1

|λ|
[
‖Φ‖H ‖F‖H + ‖Φ‖1/2H ‖F‖3/2H

]
, (5.28)

ondeM1 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Por outro lado, multiplicando-se a equação(5.7) por (l1 − x) (κ2 vx + κ0 Vx) , tem-se:

i λ ρ2 (l1 − x)V (κ2 vx + κ0 Vx)− κ2 (l1 − x) vxx (κ2 vx + κ0 Vx)− κ0 (l1 − x)Vxx (κ2 vx + κ0 Vx) =

ρ2 (l1 − x) f5 (κ2 vx + κ0 Vx)

⇐⇒ i λ ρ2 (l1 − x)V (κ2 vx + κ0 Vx)− (l1 − x)(κ2 vx + κ0 Vx)(κ2 vxx + κ0 Vxx) =

ρ2 (l1 − x) f5 (κ2 vx + κ0 Vx)

Integrando-se e tomando a parte real, obtém-se:

Re

∫ l1

l0

λ ρ2 i (l1 − x)V (κ2 vx + κ0 Vx) dx

︸ ︷︷ ︸
(⊕)

−Re
∫ l1

l0

(l1 − x)(κ2 vx + κ0 Vx)(κ2 vxx + κ0 Vxx) dx

︸ ︷︷ ︸
(⊖)

=

ρ2Re

∫ l1

l0

(l1 − x) f5 (κ2 vx + κ0 Vx) dx .

(5.29)

Observe-se que:

(•) Re (⊕) = −ρ2 κ2Re
∫ l1

l0

(l1 − x)V (i λ vx) dx+ ρ2 κ0Re i λ

∫ l1

l0

(l1 − x)V V x dx

=︸︷︷︸
(5.4)

−ρ2 κ2Re
∫ l1

l0

(l1 − x)V V x dx

︸ ︷︷ ︸
(I)

−ρ2 κ2Re
∫ l1

l0

(l1 − x)V (f2)x dx+

ρ2 κ0Re i λ

∫ l1

l0

(l1 − x)V V x dx .

Além disso, (I) =
[
(l1 − x) |V |2

]∣∣l1
l0
+

∫ l1

l0

|V |2 dx−
∫ l1

l0

(l1 − x)V Vx dx . Então,

Re (I) = −(l1 − l0)

2
|V (l0)|2 +

1

2

∫ l1

l0

|V |2 dx .
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Logo,

Re (⊕) =
ρ2 κ2 (l1 − l0)

2
|V (l0)|2 −

ρ2 κ2
2

∫ l1

l0

|V |2 dx− ρ2 κ2Re

∫ l1

l0

(l1 − x)V (f2)x dx+

ρ2 κ0Re i λ

∫ l1

l0

(l1 − x)V V x dx . (5.30)

(••) (⊖) =
[
(l1 − x)|κ2 vx + κ0 Vx|2

]∣∣l1
l0
+

∫ l1

l0

|κ2 vx + κ0 Vx|2 dx−
∫ l1

l0

(l1 − x)(κ2 vx + κ0 Vx)(κ2 vxx + κ0 Vxx) dx .

Então, Re (⊖) = −(l1 − l0)

2
|κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0)|2 +

1

2

∫ l1

l0

|κ2 vx + κ0 Vx|2 dx . (5.31)

Define-se o funcionalIu :=
1

2

[
|V (l0)|2 + |κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0)|2

]
. Além disso, denote-se porν0 =

(l1 − l0)min{ρ2 κ2 , 1} .
Substituindo-se(5.30) e (5.31) em (5.29) , tem-se:

ν0 Iu ≤ −ρ2 κ0Re i λ
∫ l1

l0

(l1 − x)V V x dx+
ρ2 κ2
2

∫ l1

l0

|V |2 dx+
1

2

∫ l1

l0

|κ2 vx + κ0 Vx|2 dx+

ρ2Re

∫ l1

l0

(l1 − x) (κ2 vx + κ0 Vx) f5 dx+ ρ2 κ2Re

∫ l1

l0

(l1 − x)V (f2)x dx

(5.32)

Usando-se a desigualdade de Hölder e as relações(5.25) , (5.26) em (5.32) , tem-se:

ν0 Iu ≤ C4

∫ l1

l0

(|λ| |Vx| |V |+ |Vx|2 + |vx|2) dx+ C ‖Φ‖H ‖F‖H

≤ C4 |λ|1/2
∫ l1

l0

|Vx|
(
|λ|1/2 |V |

)
dx+ C ‖Φ‖H ‖F‖H , (5.33)

ondeC4 > 0 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
Além disso, usando-se(5.28) em (5.33) , obtém-se:

Iu ≤ C |λ|1/2
(
‖Φ‖H ‖F‖H + ‖Φ‖3/4H ‖F‖5/4H

)
, (5.34)

para i λ ∈ C\B(0;R1) , ondeR1 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Por outro lado, multiplicando-se a equação(5.6) por xux e usando(5.3) , tem-se:

−ρ1 xU
(
i λ ux

)
− κ1 xux uxx = ρ1 x f4 ux ⇐⇒ −ρ1 xU Ux − κ1 xux uxx = ρ1 x f4 ux + ρ1 xU (f1)x .

Integrando-se e tomando a parte real, obtém-se:

−ρ1Re
∫ l0

0
xU Ux dx− κ1Re

∫ l0

0
xux uxx dx = ρ1Re

∫ l0

0
x f4 ux dx+ ρ1Re

∫ l0

0
xU (f1)x dx .

(5.35)
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Observe-se que:

(•)
∫ l0

0
xU Ux dx =

[
x |U |2

]∣∣l0
0
−
∫ l0

0
|U |2 dx−

∫ l0

0
xU Ux dx

⇐⇒ Re

∫ l0

0
xU Ux dx =

l0
2
|U(l0)|2 −

1

2

∫ l0

0
|U |2 dx . (5.36)

(••)
∫ l0

0
xux uxx dx =

[
x |ux|2

]∣∣l0
0
−
∫ l0

0
|ux|2 dx−

∫ l0

0
xux uxx dx

⇐⇒ Re

∫ l0

0
xux uxx dx =

l0
2
|ux(l0)|2 −

1

2

∫ l0

0
|ux|2 dx . (5.37)

Substituindo-se(5.36) e (5.37) em (5.35) , tem-se:

1

2

∫ l0

0

(
ρ1 |U |2 + κ1 |ux|2

)
dx =

l0
2

(
ρ1 |U(l0)|2 + κ1 |ux(l0)|2

)
+ ρ1Re

∫ l0

0
x f4 ux dx+

ρ1Re

∫ l0

0
x (f1)x U dx

=︸︷︷︸
(5.9)

l0
2

(
ρ1 |V (l0)|2 +

1

κ1
|κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0)|2

)
+

ρ1Re

∫ l0

0
x f4 ux dx+ ρ1Re

∫ l0

0
x (f1)x U dx .

Tomando-se módulo, usando a desigualdade de Hölder e realizando estimativas, obtém-se:

1

2

∫ l0

0
(ρ1 |U |2 + κ1 |ux|2) dx ≤ l0 Ĉ1

2
Iu + ρ1 l0

∫ l0

0
|f4| |ux| dx+ ρ1 l0

∫ l0

0
|(f1)x| |U | dx

≤ l0 Ĉ1

2
Iu + ρ1 l0

(
‖f4‖L2(0,l0) ‖ux‖L2(0,l0) + ‖(f1)x‖L2(0,l0) ‖U‖L2(0,l0)

)

≤︸︷︷︸
(5.25),(5.26)

l0 Ĉ1

2
Iu + Ĉ2 ‖Φ‖H ‖F‖H , (5.38)

onde Ĉ1 = max{ρ1 , 1/κ1} e Ĉ2 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .

Considere-sei λ ∈ C\B(0;R) , ondeR = max{R1 , 1} .
Sejam0 =

1

2
min{ρ1 , κ1} . Então, usando-se a desigualdade(5.34) , tem-se:

m0

∫ l0

0

(
|U |2 + |ux|2

)
dx ≤ l0 Ĉ1C

2
|λ|1/2

(
‖Φ‖H ‖F‖H + ‖Φ‖3/4H ‖F‖5/4H

)
+ Ĉ2 |λ|1/2 ‖Φ‖H ‖F‖H .

Assim,
∫ l0

0

(
|U |2 + |ux|2

)
dx ≤M2 |λ|1/2

(
‖Φ‖H ‖F‖H + ‖Φ‖3/4H ‖F‖5/4H

)
, (5.39)

ondeM2 é uma constante que não depende deΦ , F e λ .
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Por outro lado; das relações(5.3) − (5.5) , obtém-se:

i λ u = f1 + U , i λ v = f2 + V e i λw = f3 +W . (5.40)

Multiplicando-se as equações(5.6) , (5.7) , (4.8) por u , v , w respectivamente, e usando(5.40) , tem-
se:

1. − ρ1 U (i λ u)− κ1 uxx u = ρ1 f4 u⇐⇒ −ρ1 |U |2 − ρ1 U f1 − κ1 uxx u = ρ1 f4 u

2. − ρ2 V (i λ v) − κ2 vxx v − κ0 Vxx v = ρ2 f5 v ⇐⇒ −ρ2 |V |2 − ρ2 V f2 − v (κ2 vxx + κ0 Vxx) = ρ2 f5 v

3.

(
i γ

λ
− ρ3

)
W (i λw) − κ3 wxxw = ρ3 f6w ⇐⇒

(
i γ

λ
− ρ3

)
W
(
W + f3

)
− κ3 wxxw = ρ3 f6w

Integrando-se por partes:

1. κ1

∫ l0

0
|ux|2 dx = ρ1

∫ l0

0
|U |2 dx+ ρ1

∫ l0

0
f4 u dx+ ρ1

∫ l0

0
U f1 dx+ κ1 ux(l0)u(l0)

2. κ2

∫ l1

l0

|vx|2 dx+ κ0

∫ l1

l0

vx Vx dx = ρ2

∫ l1

l0

f5 v dx+ ρ2

∫ l1

l0

|V |2 dx+ ρ2

∫ l1

l0

V f2 dx+

v(l1)(κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1))− v(l0)(κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0)) . Como Vx = i λ vx − (f2)x , então:

(κ2 + i λ κ0)

∫ l1

l0

|vx|2 dx = ρ2

∫ l1

l0

|V |2 dx+ ρ2

∫ l1

l0

f5 v dx+ ρ2

∫ l1

l0

V f2 dx+ κ0

∫ l1

l0

vx (f2)x dx+

v(l1)(κ2 vx(l1) + κ0 Vx(l1))− v(l0)(κ2 vx(l0) + κ0 Vx(l0))

3. κ3

∫ l

l1

|wx|2 dx =

(
ρ3 −

i γ

λ

)∫ l

l1

|W |2 dx+ ρ3

∫ l

l1

f6w dx+

(
ρ3 −

i γ

λ

)∫ l

l1

W f3 dx− κ3 wx(l1)w(l1)

Somando-se as igualdades e considerando as condições de transmissão(5.9) , depois tomando a parte
real, tem-se:

κ1

∫ l0

0
|ux|2 dx+ κ2

∫ l1

l0

|vx|2 dx+ κ3

∫ l

l1

|wx|2 dx = ρ1

∫ l0

0
|U |2 dx+ ρ2

∫ l1

l0

|V |2 dx+ ρ3

∫ l

l1

|W |2 dx+

Re (ρ1

∫ l

l1

f4 u dx+ ρ2

∫ l

l1

f5 v dx+ ρ3

∫ l

l1

f6w dx+ ρ1

∫ l1

l0

U f1 dx+ ρ2

∫ l1

l0

V f2 dx+ ρ3

∫ l1

l0

W f3 dx

+ κ0

∫ l1

l0

vx (f2)x dx− i γ

λ

∫ l

l1

W f3 dx ) .

Tomando-se módulo e usando a desigualdade de Hölder, obtém-se:

‖Φ‖2H ≤
(
2 ρ1 ‖U‖2L2(0,l0)

+ 2 ρ2 ‖V ‖2L2(l0,l1)

)

︸ ︷︷ ︸
(⊙)

+

(
ρ1 ‖f4‖L2(0,l0) ‖u‖L2(0,l0) + ρ2 ‖f5‖L2(l0,l1) ‖v‖L2(l0,l1) + ρ3 ‖f6‖L2(l1,l) ‖w‖L2(l1,l)

)
︸ ︷︷ ︸

(⊖)

+

(
ρ1 ‖U‖L2(0,l0) ‖f1‖L2(0,l0) + ρ2 ‖V ‖L2(l0,l1) ‖f2‖L2(l0,l1) + ρ3 ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l)

)
︸ ︷︷ ︸

(⊗)

+

(
2 ρ3 ‖W‖2L2(l1,l)

+ κ0 ‖vx‖L2(l0,l1) ‖(f2)x‖L2(l0,l1) +
γ

|λ| ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l)

)

︸ ︷︷ ︸
(⊕)

. (5.41)
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Observe que

1. Apartir do fato|λ| > 1 e das relações(5.28) e (5.39) , pode-se escolher uma constanteN1 > 0 ,

que não depende deΦ , F e λ , tal que :

(⊙) ≤ N1 ‖Φ‖3/2H ‖F‖1/2H +N1 |λ|1/2 ‖Φ‖H ‖F‖H +N1 |λ|1/2 ‖Φ‖3/4H ‖F‖5/4H . (5.42)

2. Usando-se o fato que|λ| > 1 e as relações(5.25) e (5.26) , tem-se:

ρ1 ‖U‖L2(0,l0) ‖f1‖L2(0,l0) , ρ1 ‖f4‖L2(0,l0) ‖u‖L2(0,l0) ≤
√
ρ1C ‖Φ‖H ‖F‖H ,

ρ2 ‖V ‖L2(l0,l1) ‖f2‖L2(l0,l1) , ρ2 ‖f5‖L2(l0,l1) ‖v‖L2(l0,l1) ≤
√
ρ2C ‖Φ‖H ‖F‖H ,

ρ3 ‖W‖L2(l1,l) ‖f3‖L2(l1,l) , ρ3 ‖f6‖L2(l1,l) ‖w‖L2(l1,l) ≤
√
ρ3C ‖Φ‖H ‖F‖H ,

κ2 ‖(f2)x‖L2(l0,l1) ‖vx‖L2(l0,l1) ≤ ‖Φ‖H ‖F‖H .

Então, pode-se escolher uma constanteN2 > 0 , que não depende deΦ , F e λ , tal que :

(⊖) + (⊗) + (⊕) ≤ N2 ‖Φ‖H ‖F‖H ≤ N2 |λ|1/2 ‖Φ‖H ‖F‖H . (5.43)

Usando-se as desigualdades(5.42) e (5.43) em (5.41) , pode-se escolher uma constanteN3 > 0 , que
não depende deΦ , F e λ , tal que:

‖Φ‖2H ≤ N3 ‖Φ‖3/2H ‖F‖1/2H +N3 |λ|1/2 ‖Φ‖H ‖F‖H +N3 |λ|1/2 ‖Φ‖3/4H ‖F‖5/4H , (5.44)

onde |λ| > R ≥ 1 .

Seja ǫ ∈ (0, 1) tal que ǫ < 1/3N3 .

Agora, aplicando-se a desigualdade de Young nos seguintes casos, tem-se:

1. Parap = 4/3 e q = 4 , obtém-se:

‖Φ‖3/2H ‖F‖1/2H =
(
ǫ ‖Φ‖3/2H

)(1

ǫ
‖F‖1/2H

)
≤
(
3 ǫ4/3

4

)
‖Φ‖2H +

(
1

4 ǫ4

)
‖F‖2H

≤ ǫ ‖Φ‖2H +

( |λ|
ǫ4

)
‖F‖2H (5.45)

2. Parap = 2 e q = 2 , obtém-se:

|λ|1/2 ‖Φ‖H ‖F‖H = (ǫ ‖Φ‖H)
(
|λ|1/2
ǫ

‖F‖H
)

≤
(
ǫ2

2

)
‖Φ‖2H +

( |λ|
2 ǫ2

)
‖F‖2H

≤ ǫ ‖Φ‖2H +

( |λ|
ǫ2

)
‖F‖2H (5.46)

3. Parap = 8/3 e q = 8/5 , obtém-se:

|λ|1/2 ‖Φ‖3/4H ‖F‖5/4H =
(
ǫ ‖Φ‖3/4H

)( |λ|1/2
ǫ

‖F‖5/4H

)
≤
(
3 ǫ8/3

8

)
‖Φ‖2H +

(
5 |λ|4/5
8 ǫ8/5

)
‖F‖2H

≤ ǫ ‖Φ‖2H +

( |λ|
ǫ2

)
‖F‖2H (5.47)
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Agora, substituindo-se as relações(5.45) , (5.46) e (5.47) em (5.44) , tem-se:

(1− 3N3 ǫ) ‖Φ‖2H ≤ 3N3

( |λ|
ǫ2

)
‖F‖2H .

Assim, ‖Φ‖H ≤ M |λ|1/2 ‖F‖H para λ grande o suficiente, ondeM > 0 é uma constante que não
depende deΦ , F e λ .

Portanto, pelo teorema1.40 (Borichev - Tomilov) tem-se
∥∥S(t)A−1

2

∥∥
D(A2)

≤ C

t2
.

Além disso,

‖Φ2(t)‖H = ‖SA2
(t)Φ0‖H = ‖SA2

(t)A−1
2 F0‖H ≤ C

t2
‖F0‖H =

C

t2
‖A2 Φ0‖H =

C

t2
‖Φ0‖D(A2) ,

ou seja, a solução do modeloEVF decai polinomialmente para zero comot−2 , com uma taxa de
α = 1/2 .

Por outro lado, usando-se indução segue que0 ∈ ̺(Ak
2) , ∀k ∈ N . Logo,

‖Φ2(t)‖H = ‖SA2
(t)Φ0‖H = ‖SA2

(t)A−k
2 F0‖H = ‖

(
SA2

(t/k)A−1
2

)k
F0‖H ≤

(
C k2

t2

)k

‖F0‖H

=
Ck

t2 k
‖Ak

2 Φ0‖H =
Ck

t2 k
‖Φ0‖D(Ak

2
) .

Finalmente; suponha que a taxa de decaimento pode ser melhorada sobre o domínioD(A2) . Por
exemplo, como

‖Φ2(t)‖H ≤ C

t1/(α−ǫ)
‖Φ0‖D(A2) =

C

t2/(1−2ǫ)
‖Φ0‖D(A2) ,

para ǫ > 0 pequeno o suficiente.

Então, usando-se o teorema1.40 (Borichev - Tomilov), tem-se que a expressão
1

|λ|(1−2 ǫ)/2
‖Φ‖H deve

ser limitado. Então
1

|λ|1−2 ǫ
‖Φ‖2H é limitado.

Por outro lado, do Teorema3.1 e do fato de que|λ| ≈ c1 n , obtém-se:

1

|λ|1−2 ǫ
‖Φ‖2H ≥

∫ l1

l0

|αu(x)|2 dx ≥ C0 n −→ +∞ ,

mas isso é uma contradição.
Assim, a taxa de decaimento não pode ser melhorada sobre o domínio D(A2) .
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Conclusões

Deste trabalho podemos concluir que na presença de diferentes mecanismos dissipativos atuando sobre
uma viga ou uma barra, a ordem destas componentes é muito importante para a estabilidade exponencial.
Este resultado se aplica para o problema de Optimal design. Que consiste em encontrar a posição em
que um mecanismo dissipativo deve ser eficaz para maximizar ataxa de decaimento.

Finalmente outra conclusão importante, é que a presença de diversos mecanismos dissipativos não
melhora o decaimento do modelo. É importante considerar a posição, dentro da viga, deste mecanismo.
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