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Resumo

Nesta dissertacdo consideramos o problema de transmisséo whaterial composto por trés componen-
tes: o primeiro é um material viscoelastico Kelvin-Voigsemundo é um material elastico ndo dissipativo
e o terceiro € um material elastico inserido com um mecanderamortecimento por fricao.

Estuda-se o comportamento assintdtico das oscilacdess mieserial e a concluséo é que a taxa de de-
caimento da oscilacdo do modelo depende da posicdo do seymmentes. Quando 0 componente
viscoelastico ndo esta no meio do material, entdo existdibdade exponencial da solucdo. Em vez
disso, quando o componente viscoelastico esta no meio deriedaentdo ndo existe estabilidade ex-
ponencial da solugdo. Neste caso se demostra que o deaaiénpotinomial como 1/t> quando

t — oo. Além disso, se mostra que esta taxa de decaimento € 6tima eatwminio do gerador
infinitesimal.

Palavras chave:Problema de transmisséo, material viscoelastico, commento assintético, esta-
bilidade exponencial, falta de estabilidade exponencggtabilidade polinomial.
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Abstract

In this work we consider the transmission problem of a mat@®mposed by three components, one
of them is a Kelvin-\Voigt viscoelastic material, the secamdn elastic material (no dissipation) and the
third is an elastic material inserted with a frictional dangpmechanism.

We study the asymptotic behavior of the oscilations of thégarial and our conclusion is that the rate of
decay of the oscillation will depend on the position of eaomponent. When the viscoelastic compo-
nent is not in the middle of the material, then there exisfgoerntial stability of the solution. Instead,
when the viscoelastic part is in the middle of the materf@ntthere is not exponential stability. In this
case we show that the corresponding solution decays polafigras 1/t> when ¢t — oco. Moreover
we show that the rate of decay is optimal over the domain oiitfiigitesimal generator.

Keywords: Transmission problem, viscoelastic material, asymptmtitavior, exponential stability, lack
of exponential stability and stability polynomial.

viii



Introducao

A equacédo de onda com amortecimento por friccdo localizeidestudada por diversos autores e agora
€ muito bem conhecido que o semigrupo definido por esta eguéagfponencialmente estavel sem im-

portar o tamanho nem a localiza¢do do subintervalo onde amsno de amortecimento é eficaz. Ver

por exemplo [8, 15, 16, 20, 22, 23, 27, 28, 32| para citar alguns.

K. Liue Z. Liuem [19] demostraram um resultado semelhante com a equagéo da Vifjdete
Bernoulli com amortecimento Kelvin-Voigt localizada. dsjuer dizer que ndo importa o tamanho nem
a posicao em que o mecanismo de amortecimento é eficaz, aspmitefinido pela solu¢do do modelo
€ sempre exponencialmente estavel. Sob a luz deste resu@gode concluir que a equacéo de ondas
com dissipacao localizada de tipo Kelvin-Voigt também éomemcialmente estavel. Ou seja que 0 semi-
grupo definido pela solugcdo da equacdo de onda com amorteoitdelvin-Voigt localizada é também
exponencialmente estavel. Mas isso ndo é verdade, comowsoa [19]. Ou seja, amortecimento
Kelvin-Voigt localizada ndo produz estabilidade exporn@ngara la equacéo da onda.

Nesta dissertaco, estudamos o problema de transmissavismalasticidade localizada do tipo
Kelvin-Voigt. Isto é, consideramos uma viga composta p&s tomponentes diferentes: uma delas é de
tipo viscoelastico, a outra é uma parte elastica, ou sejansecanismo dissipativo, e finalmente a ter-
ceiro componente é de tipo elastico com um mecanismo de @cimognto por fricdo. Nosso resultado
consiste em mostrar que a posi¢do dos seus componentegpgabenum papel importante no estudo da
estabilizacdo, cujo resultado principal estabelece qokiga@ do modelo é exponencialmente estavel se
e somente se a parte viscosa ndo esta no meio da viga. Casoiogpntmodelo ndo é exponencialmente
estavel. Nesse Ultimo caso, mostrar-se-a que a solucibpdicamialmente a zero como 2. Além
disso, se mostra que a taxa de decaimento é 6tima.

Finalmente, mostramos que as oscila¢es da viga decaemompidimente, com taxa 2. Para isto
usamos o resultado de estabilidade polinomial de Borichi@mnelov [3], que caracteriza o decaimento
polinomial de semigrupos de contragfes definidos sobrecespie Hilbert. Mais ainda, mostramos que
esta taxa de decaimento é 6tima.

Nossa principal ferramenta para tratar este problema é raTa® Semigrupos. Para mostrar a boa
colocacao do problema, usamos os Teoremas de Hille - Yodidaner Phillips. Além disso, no estudo
da estabilidade exponencial e decaimento polinomial, asams Teoremas de Priss e de Borichev -
Tomilov .



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Analise Funcional e Espacos de Sobolev : Definicbes e Temas

Andlise Funcional
Nesta secdo, todos 0s espagos vetorias podem ser definiesusocorpoK =R ou C.

Definicdo 1.1. Sejam X , Y espacos de Banacha : D(A) C X — Y um operador linear com
dominio D(A).

1. A é ditolimitado quando existe uma constanté’ > 0 tal que ||Aully < Cllullx, Vu €
D(A). Caso contrario, A é diton&o limitado.

2. A éditodensamente definida@uando D(A) = X.

3. A é ditofechadoquando o gréafico ded, G(A) = {(u,Au) € X xY :ue D(A)}, éum
subespaco fechado d& x Y, onde X xY € um espacgo de Banach com anormfja||xxy =

/2

(- 13+ 11+ 1)

Sejam X e Y espacos normados. Representa-se foX,Y) ={A: X — Y /A élinear
e limitado}. £(X,Y) € um espaco normado com a norma definida por

[Allexyy = sup [[Aully.
lullx <1

Além disso, seY é um espaco de Banach entdX,Y) € um espaco de Banach. Denotar-se-4a por
L(X):=L(X,X).

Teorema 1.1( Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam X | Y espacos Banached : X — Y uma
operador linear, limitado e sobrejetivo. Ent&o existe> 0/ By (0;7) C A(Bx(0;1)).

Demonstracdo.Ver [5]. O

Corolério 1.1. Sejam X ,Y espacos BanacheA : X — Y uma operador linear, limitado e
bijetivo. Entdo A~ ¢ limitado.

Demonstracdo.Ver [5]. O



Teorema 1.2( Teorema do Gréfico Fechadg. Sejam X , Y espacos Banachel: X — Y uma
operador linear. SeA é fechado entdo é limitado.

Demonstracdo.Ver [5]. O

Teorema 1.3( Operador Fechado). Sejam X , Y espagos normados el : D(A) C X — Y uma
operador linear limitado.

1. Se D(A) é um subconjunto fechado d& , entdo A é fechado.
2. Se A éfechado eY é um espaco de Banach, entd9(A) é um subconjunto fechado d&.
Demonstragéo.Ver [18]. O

Teorema 1.4( Teorema da Limitacdo Uniforme). Sejam X um espaco de Banachy” um espaco
normado e (4;),.; uma familia (ndo necessariamente contavel) X, Y). Suponha que:

sup ||4; ully < oo, Vu e X.
iel
Entéo
Sllel? [ Aill £ vy < o0
Demonstracdo.Ver [13]. O
Teorema 1.5.Sejam X um espaco normado & um subespaco deX. Entdo:
1. Se X éreflexivo, entdo é completo.
2. Se X um espaco de Banach, entdoY| é completo<— Y é fechado emX. ]
3. Se o espaco dualX’ é separavel, entdoX ¢é separavel.
4. Se Y tem dimenséo finita, entdo € completo, reflexivo e fechadaXem
Demonstracdo.Ver [18]. O
Teorema 1.6.Sejam H um espaco de Hilbert & um subespaco de&i. Entéo:
1. H é reflexivo.
2. Se H é separavel, entdoy” é separavel.
3. SeY éfechadoemH, entdo Y = (YL)l e H=Y @Y™
4.Y édensoemH <+ Y ={0}.
Demonstracgéo.Ver [18]. O

Proposicdo 1.1.Sejam X um espaco de BanachY um subespaco deX e 0 < r < 1. Se
Y # X, entdoexiste umyy € X /|lyoll=1 e |ly—wol >7,VyeY.

Demonstragéo.Ver [25]. O



Teorema 1.7.Sejam X um espaco de Banach el € £(X). Se ||A| <1, entdo (I —A)' ¢
oo

LX) e (I-A)"=) A.
=1

Demonstracdo.Ver [18]. O

Definicdo 1.2. Sejam X um espago de Banach complexo4&: D(A) ¢ X — X um operador
linear.

1. O conjunto resolvente del, o(A), € o conjunto:

o(A) = {A e C/ (A — A) éinvertivel, (AT — A)~! é limitado com dominio denso e)m} .

1

Além disso; para cada) € o(A), o operador linear R(A; A) := (A] — A)"" é chamado

resolvente deA.
2. O espectro deA, o(A), € oconjunto: o(A) :=C\ p(A).

Proposicéo 1.2 Dominio de R(\, A) ). Sejam X um espaco de Banach complexd,: X — X
um operador linear e\ € p(A). Se A é limitado ou fechado, entad (R(\, A)) = X.

Demonstragéo.Ver [18]. O

Teorema 1.8( Representacdo do Resolventg Sejam X um espaco de Banach complexo 4 :
D(A) C X — X um operador linear. Seu € o(A) e |\ —pu| = ||R(u, A)||7L, entdo X\ € o(A)
[ee]

e R\ A) =) (n—A) Rip, A)™
1=0

Demonstragéo.Ver [25]. O

Corolario 1.2 ( Resolvente e Espectrd. Sejam X um espago de Banach complexo4&: D(A) C
X — X um operador linear. Entéo:

1. o(A) éabertoemX e R(\ A) éuma funcdo continua em(A).
2. Se A élimitado, entdoo(A) € um conjunto compacto ndo vaziogA) C {\ € C: |z] < ||Al|}.
Demonstragéo.Ver [25]. O

Teorema 1.9( Equacéo resolvente e Commutatividade. Sejam X um espaco de Banach complexo,
A SeL(X) e \pep(A). Entdo:

1. Equagéo resolvente:R(\, A) — R(u, A) = (A — p) R(\A) R(p, A).
2.5 SA=AS — R(\,A)S=SR(\A).
3. RO\, A)R(p, A) = R(p, A) R(, A).
Demonstracdo.Ver [18]. O

Teorema 1.10.Sejam X um espaco de Banach complexd,e £(X) e p € o(A). Entdo:



1. R(A\,A) éanalitica em p(A).
1
2. |R(pn, A)]| > —, onde d(u) =dist(u,0(A)) := inf — Al
[ R, Al a0 (1) (1, 0(A)) Ay [l = All
Além disso, | R(u, A)|| — oo quando d(u) — 0.
Definicdo 1.3.Sejam X um espaco de Banach complexo4 € £(X). O raio espectral de A,
R,(A), éondmeroreal: R,(A) = sup |\
A€o (A)

Proposicado 1.3.Sejam X um espaco de Banach complexo 4 € £(X). Entdo R,(A) =
lim || A%||Y/*.
k—00

Demonstracdo.Ver [18]. O

Teorema 1.11( Teorema de Representacdo de Rie3z Sejam (H, (-, -)y) um espaco de Hilbert e
f € H'. Entdo existe um Gnicawy € H / f(u) = (u,v5)m,Yuc H e || f|lg = |lvf]-

Por outro lado; para cada v € H, a aplicagdo g,(u) = (u,v)y,Vu € H pertence H e
9ol = [lv]l-

Demonstracao.Ver [34]. O
Definicdo 1.4.Sejam X um espaco normadoB(-,-) : X x X — K e f: X — C aplicacdes.
1. B(-,-) € umaforma sesquilinearquando Vu,v,w € X e Va,p € K, se verifica:

(@ Blau+ fw,v) =aB(u,v) + 8 B(w,v)
(b) B(u,av+ Bw) =aB(u,v) + B B(u,w).

2. Se K=R, B(:,-) échamaddorma bilinear.
3. f éditaantilinear quando f(au+v) =a f(u) + f(v), Yu,v € X ,Va e C.

Observacdo: Se f éantilineareg € X/, entdo f € X’ e g é antilinear, ondeX éum
espaco normado complexo.

Definicdo 1.5. Sejam X um espaco normado €3(-,-) : X x X — K uma forma sesquilinear.
1. B(-,-) éditacontinuaou limitadaquando existeM > 0/ |B(u,v)| < M ||ul| [|[v| , Vu,v € X.
2. B(-,-) éditacoercivaquando existec > 0/ B(u,u) > c|lul|*, Vu € X.

Teorema 1.12( Teorema de Lax-Milgram ). Sejam H um espagco de Hilbert eB(-,-) uma forma
sesquilinear, continua e coerciva. Entdo existe um Uniomafismo de espacos de Hilbet : H —
H, talque B(u,v) = (u,Tv)g,Vu,v e H.

Demonstracao.Ver [34]. O

Corolario 1.3 ( Caso real). Sejam H um espaco de Hilbert real eB(-,-) uma forma bilinear,
continua e coerciva. S¢ € H’', entéo existe uma Unica: € H / B(u,v) = f(v), Vv € H.

Demonstracdo.Ver [5]. O



Corolario 1.4 ( Caso complexo). Sejam H um espago de Hilbert complexo &(-,-) uma forma
sesquilinear, continua e coerciva. S&: H — C € uma aplicacdo antilinear, entdo existe uma Unica
u€ H/B(u,v) = f(v), Vv € H.

Demonstracdo.Ver [34]. O

Espacds de Sobolev : Imersoes.
Notacoes:
N={neZ:n>1}.
< : imersédo continua.
< : imersao continua e compacta.

Teorema 1.13( Du - Bois - Raymond). Sejam{ ¢ R™ um aberto eu € L} ().

loc

Se/ u(z) p(x)dx =0,V e C5°(RN), entdou = 0 quase sempre e .
Q

Demonstracao.Ver [7]. O

Teorema 1.14( Desigualdade de Poincarg. Sejam c R™ um aberto limitado el < p < 0.
Entéo existe uma constanté, que depende d& e p, tal que:

lull oy < C IV ull oy, Yu € Wy P(9).
Demonstragéo.Ver [5]. 0

Teorema 1.15 Regularidade Eliptica). SejamQ c R™ um aberto regular,. um operador diferencial
eliptico de ordem2m, m € N e f € L?(Q). Sewv € solugdo deL v = f no sentido distribucional,
entdov € H2™(Q).

Demonstragéo.Ver [1]. O

Corolario 1.5. Sejam c R™ um aberto regular ef € L2(Q2). Sewv é solugéo de

—Au=f em ~ 9
{ w0 om 59 entdov € H*(Q) e |[vl|g2) < C|/fllr2(), ondeC <0.
Demonstragéo.Ver [1]. O

Teorema 1.16( Imersao Continua). Tem-se 0s seguintes casos:
1. Caso:neNcomn>2, meNel<p<+oo. Se verificam:

(@ Semp<nep<qg<

P entdo WmP(R") — LUR™).
p

mn—m
(b) Semp=nep<qg<+oo, entdo W™P(R") — LI(R").
(c) Semp>nek<m-— r < k+ 1, k é um enteiro ndo negativo, entdo
p
WmP(R") — CHMNR™), onde

i. 0<)\§m—/~c—E sem—k—ﬁ<1,
b b
ii. 0<)\<1sem—kz—ﬁzl.

p



2.Caso:n=1,meNel<p<+oo. Se verificam:
(@) Sep=1, entio W™ (R) — C;" '(R).
1
(b) Sel<p<+ocoed<A<1—~, entdBoW™P(R) — C™ MA(R).
p
3. Caso:n € N, m € N e p = +oo. Verifica-se: W™ +°(R") é isomorfo aC™ L1(R").
Demonstracdo.Ver [24]. O

Teorema 1.17( Imersdo Continua). Tem-se 0s seguintes casos:

1. Caso:neNcomn>2, meNel<p<-+oo. Sejafl C R" um aberto limitado de classe
C™ . Se verificam:

(@ Semp<nel<qg< np . entdo W™P(Q) — L1(Q).

n—m
(b) Semp=nel<qg<+oo, entdoW™P(Q) — LI(Q).
(c) Semp>nek<m-— n < k+1, k éum enteiro ndo negativo, entdo
WmP(Q) — CFAQ), 02?1de
i. O</\§m—l<:—E sem—k:—ﬁ<1,
p n p

i.h 0<A<lsem—-k——=1.
p

2.Caso:n=1,meNel<p<+oo. Sejal C R um intervalo aberto limitado. Se verificam:
(@) Sep =1, entdoW™(I) — C™Y(I).
1 _
(b) Sel <p<+oce0<A<1——, entdBoWm™P(I) — O™ LMT).
p

3. Caso:neN,meNep=+oco. Sejal) C R" um aberto limitado de class€” . Verifica-se:
Wmtoo(Q) éisomorfo aC™ 11(Q).

Demonstracdo.Ver [24]. O

Corolério 1.6. Sejam2 C R™ um aberto limitado en € N. Entdo:
Wy (Q) é isomorfo aC™ 11(Q).

Demonstracdo.Ver [24]. O

Definicdo 1.6. Sejam 2 C R™ um aberto eM C R". Diz-se queM estafortemente incluido,
denotadoM ccC 2, quandoM C 2 e M é compacto.

Teorema 1.18( Fréchet - Kolmogorov ). Sejam{) C R™ um aberto e C LP(Q2) limitado, onde
1 < p < 4. Suponha-se que:

1L.Ve>0,3ACCQ: |[fllzron) <€, VfeEF.

2.Ve>0eVACcCQ, existed >0 comd < dist(A,R"\Q) : ||7nf — fllra) <€, VfeF
evVheR" com|h| <9.



Entdo F é relativamente compacto efi¥(Q2), i.e F é compacto eni.’(1).
Demonstragéo.Ver [5]. O

Teorema 1.19( Rellich - Kondrachov ). Sejamn € N, 1 < p < 400 e 2 C R™ um aberto limitado
de classeC! . Se verificam:

TP entaow'r(Q) <% L9(Q).

1. Sep<nel<g< —
n—p

2. Sep=nel<q<+oo, entdo WP(Q) < LI(Q).

3. Sen < p < +oo, entdio WHP(Q) < C(Q).
Demonstragao.Ver [5] O

Corolario 1.7. Sejamn, m € N, 1 < p < 400 € 2 C R"™ um aberto limitado de class€™ . Se
verificam:

np
n—p

1. Sep<nel<g< , entdo W™P(Q) <5 Wm—La(Q) .

2. Sep=nel<q<+oo, entdo WmP(Q) < Wm1L4(Q).

3. Sen < p < +oo, entdoW™P(Q) < C™1(Q).
Demonstracao.Ver [24] O
Corolario 1.8. Sejamn, m € N, 1 <p < +oco e  C R"™ um aberto limitado. Se verificam:

1. Se) é de classeC™t! | entdo WmHLr(Q) < Wwmp(Q).

2. WP () S W)
Demonstracao.Ver [24] O

Teorema 1.20( Imersdo Compacta). Sejamn, m € N, 1 < p < +oo e 2 C R™ um aberto limitado
de classeC™ . Se verificam:

np = entdo W™P(Q) < LI(1) .

1. Semp<nel<g<

2. Semp=nel<q<+oo, entdoW™r(Q) < LI(Q).

3. Semp>nek<m-— L < k+1, k é um enteiro ndo negativo, entdd™? () < C*(Q).
p

Demonstracdo.Ver [24] O



1.2 Semigrupos : Definicbes e Teoremas.

Nesta secdo, todos 0s espagos vetorias sao definidos sobmponK = R ou C.

Definicdo 1.7. Seja X um espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares itatios
{S®)}i>p C L£(X) € dito umsemigrupoem X , quando:

1. S(0) =1 , onde I é o operador identidade deC(X).
2. S(t+s)=5(t)S(s), Vt,s > 0.

Definicdo 1.8. Sejam X um espaco de Banach €S(t)},-, um semigrupo emX. O operador
linear A:D(A) C X — X definido por

St)u—u

1. D(A) = {u € X : lim existe}
t—0

S(t)u

2. Au= lim %,vuep(m,

t—0
é chamadaerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}, -
Observacoes:
1. D(A)={ueX:Auec X}.
2. S(t) =€, ¥Vt >0 éumsemigrupo emX com gerador infinitesimalA, onde A € £(X).

Semigrupos Uniformemente Continuos.

Definicdo 1.9. Sejam X um espaco de Banach §S5(t)},-, um semigrupo emX. {S(t)},5, €
dito uniformemente continuoquando Jim 15(t) = Illz(x) = 0.
N

Proposicdo 1.4.Sejam X um espaco de Banach ¢5(¢)},., um semigrupo emx.
{S(t)},>, € uniformemente continuo se e somentelae 15() —S(r)llzx) = 0.
- —T

Demonstracdo.Ver [30]. O

Teorema 1.21.Sejam X um espaco de Banach €S(¢)},5, . {T(¢)},>, Semigrupos emx.
T(t)—1 S(t) —
t

1
Se lim =A= lim , entdo T'(t) = S(t), Vit > 0.
t—> t—0

Teorema 1.22.Sejam X um espaco de Banach €S(t)},., um semigrupo emx.
S(t) é uniformemente continuo se e somenteS§e) = !4, V¢t >0, paraalgum A€ £(X).

Demonstracdo.Ver [25]. O

Corolario 1.9. Sejam X um espagco de Banach €5(¢)},-, um semigrupo uniformemente continuo.
Entéo:

1. Existe umaw > 0/[[S(t)]lz(x) < e¥', Vi > 0.

2. A aplicacédo t — S(t) é diferenciavel em|0, +oo| e %S(t) =AS(t) =S(t) A



Demonstracdo.Ver [30]. O
Semigrupos de class€;, ou Cy— Semigrupos.
Defini¢do 1.10.Sejam X um espaco de Banach €S(¢)},., um semigrupo emx.

1. {S(t)};>, € ditode classe’y ou Cjp— semigrupoquando tli_r}nOS(t) u=u,VueX.

2. {S(t)};>, € ditofortemente continuoquando tlinr St)u=S(r)u, Vue X.
Proposicao 1.5.Sejam X um espaco de Banach ¢5(¢)},., um semigrupo emx.

1. {S(t)};>o €um Cp— semigrupo se e somente se € fortemente continuo.

2. Se {S(t)};>o € uniformemente continuo, entdo é ufy— semigrupo.
Demonstragéo.Ver [30]. O
Teorema 1.23.Sejam X um espaco de Banach €S(t)},., um Cy— semigrupo. Entéo:

Lo SIS
t—+400 t t>0 t

= Wo-
2. Paracadaw > wp, existe uma constantél/ > 1 talque ||S(t)|| < M e*t, Vt > 0.
Demonstragéo.Ver [25]. O

Corolario 1.10. Sejam X um espaco de Banach ¢S(t)},., um Cp— semigrupo. Entdo existem
constantesw >0 e M >1 talque ||S(t)|| < Me¥“t, vVt >0.

Demonstracdo.Ver [30]. O

Corolario 1.11. Sejam X um espaco de Banach €5(¢)},., um Co— semigrupo. Entdo para cada
u € X, aaplicacdo t — S(t)u é continua em[0, +o0].

Demonstracdo.Ver [30]. O

Definicdo 1.11.Sejam X um espaco de Banach €S(t)},», um Cp— semigrupo.
{S()};>o € ditouniformemente limitado quando existe uma\ > 1 talque |S(t)[| < M, ¥t > 0.
Se M =1, éditoum Cy— semigrupo de contracdes

Teorema 1.24.Sejam X um espaco de Banach €S5(t)},5, um Cp— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entéo:

t+h
1. Vue X, tem-se: lim 7 / S(r)udr = S(t)u.
t

h—0

2. Vu e X, tem-se: /0 S(r)udr € D(A) e A(/O S(T)udr) =S(t)u—u.
3. VueD(A), tem-se: S(t)ue D(A),Vt>0 e %S(t)u:AS(t)u:S(t)Au.
4. YVu e D(A), tem-se: S(t)u—S(s)u:/tS(r)Audr:/tAS(r)udr.

9



Demonstracdo.Ver [30]. O

Corolario 1.12. Sejam X um espaco de Banach €S(t)},5, um Cop— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entdo D(A) édensoemX e A é um operador linear fechado.

Demonstracdo.Ver [30]. O

Teorema 1.25.Sejam X um espaco de Banach €5(t)},~q , {T'(t)};>o Co— semigrupos com
geradores infinitesimaisA, B respectivamente. Sel = B, entdo S(t) =T'(t), Vt > 0.

Demonstracdo.Ver [30]. O

Definicdo 1.12.Sejam X um espaco de Banach €S(t)};,», um Cp— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Denota-se por: A =1, A' = A. Supondo queA™ ! esteja definido, se define
A™ como:

(OD(A") ={ue X :ueDA"Y) e A" lueD(A)},
(o) A"u = A (A" ' u), Yu € D(A™).

Proposicdo 1.6.Sejam X um espaco de Banach €S5(?)},., um Cop— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entéo:

1. D(A™) éum subespaco d& e A™ é um operador linear.
dn
2. Yu € D(A™), tem-se: S(t)u € D(A™),Vt>0 e prm St)yu=A"S(t)u = S(t) A" u.

3. Formula de Taylor: seu € D(A™), entdo

n—1 . k t
SHu=3 " ka) ¥ S (to) u + , / (t =)L A" S(r) udr.

— ! (n—=1" Jy

4. Ny2; D(A™) é denso emX.

Demonstracdo.Ver [25]. O

Proposicdo 1.7.Sejam X um espaco de Banach €S(t)},., um Cp— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Se [|S(t)|| < M ,Vt >0 entdo ||Aul? <4 M?||A%u ||u|, Vu € D(A?).

Demonstracdo.Ver [30]. O

Proposigao 1.8.Sejam X um espaco de Banach el : D(A) € X — X um operador linear
fechado. O funcional || - ||, : D(A") — R/ ||ul, = Z |A* || € uma norma sobreD(A™)

k=0
munido da qual D(A™) € um espaco de Banach.

Demonstragéo.Ver [25]. O

Definicdo 1.13.Sejam X um espaco de Banach el : D(A) ¢ X — X um operador linear

fechado. Anorma|| - ||, : D(A") — R/ ||lu|l, = Z |A¥ u| é chamadanorma do gréfico.
k=0

10



Proposicdo 1.9.Sejam X um espaco de Banach €S5(t)},., um Cp— semigrupo com gerador
infinitesimal A. Entdo, para cadau € D(A") tem-se: S(t)u € C"*([0, +oo[; D(A¥)), Vk =
0,1,...,n, com anorma do gréfico.

Demonstracdo.Ver [25]. O
O Teorema de Hille - Yosida

Definicdo 1.14.Sejam X um espago de BanachX;* seuduale A : D(A) C X — X um operador
linear.

Denota-se o valor deu* € X* em v € X por (u,u*)xxx+. Paracada u € X, define-se o
conjunto dualidade F(u) C X* como: F(u) = {u* € X* : (u,u")xxx+ = |[ul|* = |[u*|*}.

A é chamaddlissipativoquando Re (Au,u*)xxx» <0, Vu € D(A) com u* € F(u).

Observagdo: Se X = H é um espaco de Hilbert , entdo usando-se o teorema de Rdpggsede
Riesz , tem-se:
A édissipativoquando Re (Au,u)y <0, Vu € D(A).

Teorema 1.26.Sejam X um espaco de Banach4: D(A) C X — X um operador linear.
A é dissipativo se e somente B\ I — A) u|| > A jul|, Vu € D(A), VA > 0.

Demonstracdo.Ver [30]. O

Teorema 1.27.SejamH um espagco de Hilbert S5(t)},, um Cp— semigrupo com gerador infinite-
simal A.
{S(t)};> € umCo— semigrupo de contragoes, se e somentelsé dissipativo.

Demonstracdo.Ver [26]. O

Lema 1.1. Sejam X um espago de Banach & : D(A) C X — X um operador linear. Se existe
uma sequéncig A, },,~; C £(X) tais que:

1. Apu— AuemX VueD(A).
2. {e“‘m}m21 — S(t) emL(X),Vt>0.
Entdo {S(t)},5, € umCo— semigrupo com gerador infinitesima .
Demonstracéo.Ver [26]. O

Lema 1.2. Sejam X um espaco de Banach4: D(A) C X — X um operador linear n&o limitado.
Se A satisfaz:

1. A éfechado eD(A) = X .
1
2.RT Co(A) e ||R(\; A< X’V)\ >0,ondeR(\; A) = (AT —A)~L.
Entdo lim AR(\; Au=u,VueX.
A—>+o00

Demonstracdo.Ver [30]. O
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Definicdo 1.15. Sejam X um espacgo de Banach 4 : D(4A) ¢ X — X um operador linear.
Para cada A > 0, define-sea Aproximacao de Yosida deA, como a aplicagéo lineadd, : X —
X /Ay =XARM\;A) =) 2R(\;A) — M.

Observagédo: A, é limitado.

Lema 1.3. Sejam X um espaco de Banach4: D(A) C X — X um operador linear n&o limitado.

Se A satisfaz as condi¢Bes do lema anterior, en&éﬁm Ayu=Au,VueD(A).
—+00

Demonstracdo.Ver [30]. O
Lema 1.4. Sejam X um espaco de Banach & : D(A) ¢ X — X um operador linear ndo limi-

tado. SeA satisfaz as condi¢des do lema anterior, entdd> , ¢t > 0 é um semigrupo de contracoes,
uniformemente continuo tal que:

et My — et || <t Ayu— A, ull, VA, p>0.
Demonstragéo.Ver [30]. O

Teorema 1.28( Hille - Yosida ). Sejam X um espaco de Banachd : D(A) ¢ X — X um
operador linear ndo limitado.
A é o gerador infinitesimal de ur@y— semigrupo de contracdes, se e somente se

1. A éfechadoeD(A) = X .

1
2.RT Co(A) e [[R\;A)|< X,VA > 0.
Demonstracdo.Ver [30]. O

Corolario 1.13. Sejam X um espaco de Banach§5(t)},-, um Cp— semigrupo de contracdes com
gerador infinitesimalA . Entéo:

Stu= lim eMu,VueX.
A—>+o00

Demonstracdo.Ver [30]. O

Corolario 1.14. Sejam X um espaco de Banach§5(t)},-, um Co— semigrupo de contracdes com
gerador infinitesimalA . Entao:

1
{AeC:ReX>0} Cp(A) eparatal A tem-se ||R(\; A)| < o
Demonstracdo.Ver [30]. O

Corolario 1.15. Sejam X um espaco de Banach4: D(A) C X — X um operador linear.
A € o gerador infinitesimal de urhS(t)},~, Co— semigrupo satisfazendpS(t)| < et Vt>0; se
e somente se

1. A éfechado eD(A) = X .

1
A—w’

2.{0e€C:ImA=0,A>w} Cp(A) eparatal A tem-se |[R(\; A)| <

12



Demonstracdo.Ver [30]. O

Proposigao 1.10.Sejam X um espaco de Banach4 : D(A) ¢ X — X um operador linear ,
B e L(X) e {S(t)};~, um Cp— semigrupo.

Se A é o gerador infinitesimal dgS(t)},~o e AB =B A, entdo (A + B) € o gerador infinitesimal
do {S(t)eP'},., Co— semigrupo.

Demonstragéo.Ver [26]. O
O Teorema de Lumer - Phillips

Teorema 1.29( Lumer - Phillips). Sejam X um espaco de Banach & : D(A) ¢ X — X um
operador linear densamente definido.

1. Se A é dissipativo e existe um& > 0 tal queIm (Al — A) = X, entdo A é gerador
infinitesimal de umCy— semigrupo de contracdes.

2. Se A é gerador infinitesimal de un€y— semigrupo de contraces, entdd € dissipativo e
ImA[-—A)=X,VA>0.

Demonstracdo.Ver [26]. O

Corolario 1.16. SejamX um espaco de Banach4: D(A) C X — X um operador linear fechado
e densamente definido.
Se A e A* sdo dissipativos, entaa é gerador infinitesimal de urd’y— semigrupo de contracdes.

Demonstracdo.Ver [26]. O
Lema 1.5. Sejam X um espaco de BanactB, € £(X) e A € £(X) com inversa limitada.
1 . L . .
Se||B| < AT entdo (A + B) é linear, limitado e inversivel.
Demonstracdo.Ver [26]. O

Teorema 1.30.Sejam X um espaco de Banach4 : D(A) ¢ X — X um operador linear, densa-
mente definido e dissipativo.
Se0 € o(A), entdo A é gerador infinitesimal de umiy,— semigrupo de contragées.

Demonstracdo.Ver [26]. O

Teorema 1.31.Sejam X um espaco de Banach4 : D(A) ¢ X — X um operador linear, dissipa-
tivocomIm(l — A)=X.

Se X é reflexivo, entddd(A) = X .

Demonstragéo.Ver [30]. O

13



O Teorema de Stone

Definicdo 1.16. Sejam X um espaco de Banach £5(t)},.r C £(X) uma familia de operadores
lineares e limitados.

1. {S(t)};cr € dito umgrupo em X, quando:

(@) S(0) =1, ondeI é o operador identidade d&(X) .
(b) S(t+s)=5(t)S(s), Vt, seR.
2. {S(t)},cr € dito um Cyp— grupo ou umgrupo de classeCy, quando € um grupo enX e
lim St)u=u,VueX.
t—0
Definicdo 1.17.Sejam X um espago de Banach £5(t)},.r um grupo emX . O operador linear
A:D(A) C X — X definido por

1. D(A):{uEX: lim U=

t—0

existe} ,

M,VUED(A),

2. Au= lim
t—
é chamadaerador infinitesimal do grupo {S() },cp -
ObservacoesSeja{S(t)},.g um Co— grupo com gerador infinitesimad . Define-se:
S_(t)=5(-t) e Sy(t)=S5(),vVt>0.

Proposicao 1.11.Sejam X um espaco de Banach4 : D(A) C X — X um operador linear.

1. Se{S(t)}icr € umCo— grupo com gerador infinitesimall , entéo {S_ ()}, € {S+(t)}>0
sdo Cy— semigrupos com geradores infinitesimaisi e A respectivamente.

2. Reciprocamente; sS1 ()}~ € {52(t)};>o s80 Cp— semigrupos com geradores infinitesimais

. -t t p
—A e A respectivamente, entas (t) = Sa(t)"1, vVt >0 e S(t) = S1(=t), <0 é um
Sa(t), t>0
Cy— grupo com gerador infinitesimah .
Demonstragéo.Ver [25]. O

Proposicdo 1.12.Sejam X um espaco de Banach§5(t)},., um Cp— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A. Ent&o:

1. Se existe unty > 0/S(tg)~! € L(X), entdoS(t)™' € L(X),Vt>0.
2. {T(t) := S(t)"'},., € umCo— semigrupo com gerador infinitesimal A .

[S(=t7t, t<o0
S.Z(t)_{s(t) s

Demonstragéo.Ver [25]. O

€ um Cy— grupo com gerador infinitesimal .
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Definicdo 1.18.Sejam H um espaco de Hilbert B € L(H), {S(t)},cg UM grupo emH e A :
D(A) C H — H um operador linear.

1. Ac A" quando(Au,v)g = (u, Av)g , Vu,v € D(A).

2. A é ditosimétrico quandoD(A) = H e A C A*.

3. A é ditoautoadjunto quando A = A*.

4. B é ditounitario quandoB* = B~ !,

5. {S(t)},cg € dito umgrupo unitario em H quando S(t)* = S(t)~!, vVt € R.

Teorema 1.32( Stone). SejamH um espaco de Hilbert el : D(A) C H — H um operador linear.
A € o gerador infinitesimal de ur@,— grupo unitério, se e somente $el é autoadjunto.

Demonstragéo.Ver [26]. O

1.3 Problema de Cauchy Abstrato.

Sejam X um espaco de Banach : D(A) € X — X um operador linearf : [0,7) — X uma
aplicacdo erp € X .
Definigdo 1.19.0 problema de Cauchy abstrato é uma equacéo de evolucaasdsio tipo
/ —
u(t)=Au(t)+ f(t), t>0 (1.1)
u(0) =z .

Defini¢do 1.20.Uma aplicag@ow : [0,7) — X € uma solugéo classica dg.1) sobre [0,T), se
u € continua sobrg0, T’y , continuamente diferenciavel sobte,T’) , u(t) € D(A) para (0,7) e u
satisfaz(1.1) em [0,7T’) .

Definigdo 1.21.Sejam{S(t)}~, um Co— semigrupo com gerador infinitesimal , f € LY(0,T; X)
e zp. Aaplicacdou € C([0,7]; X) dada por
t
u(t) :S(t):c0+/ S(t—s) f(s)ds, 0<t<T
0

é chamada de solucéo integral do problertial) sobre [0,77].

Teorema 1.33.Sejam{S(t)},», um Co— semigrupo com gerador infinitesimal , f € LY(0,T; X)
continua em(0,7] e

t
v(t) :/ S(t—s)f(s)ds, 0<t<T.
0
Entdo o problema(1.1) possui uma solugéa: sobre [0,7) para cadazy € D(A), se uma das
seguintes condicdes é satisfeita
1. v é continuamente diferenciavel sobi@& 7) .
2. v(t) e D(A) para0 <t <T e Av(t) é continua sobrg0,T) .

Reciprocamente, sg.1) possui uma solucée sobre[0,T") paraalgumz, € D(A), entdov satisfaz
1l.e2.

Demonstracdo.Ver [30]. O
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1.4 Estabilidade Exponencial.

Nesta secdo vamos apresentar alguns resultados que liclarastabilidade exponencial e que geram
decaimento do tipo polinomial d€,— semigrupos definidos sobre espacos de Hilbert.

Definicdo 1.22.Sejam X um espaco de Banach{5(t)},., um Cy— semigrupo com gerador infini-
tesimal A . -

Diz-se que{S(t)},~, €exponencialmente estavejuando existem constantgs> 0 e M > 1 tal que
ISl ex) < Me ¥t >0.

Definicdo 1.23.Sejam X um espaco de Banach’B: D(T') C X — X um operador linear.
A cota superior do espectrade 7', w,(T"), é o valor

wo(T) :=sup{ReA: A€ o(T)}.

Definicdo 1.24.Sejam X um espaco de Banach{5()},., um Cp— semigrupo com gerador infini-
tesimal A. Otipo do semigrupo gerado por A, wy(A), é o valor

wo(d4) = lm M = in w

Proposicdo 1.13.Sejam X um espaco de Banach§5(t)},., um Cp— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A. Entéo:

1. wo(tA) = two(A), Vit>0.
2.Ve>0, existe M, > 1 tal que ||S(t)]| o(x) < Mc o9t vt > 0.
Demonstracdo.Ver [26]. O

Proposicdo 1.14.Sejam X um espagco de Banach{&(t)},~, um Co— semigrupo de contragdes com
gerador infinitesimal A .
Sewp(A) =0, entdo [|S(t)|zx) =1, Vt>0.

Demonstracdo.Ver [26]. O

Lema 1.6. Sejam X um espaco de Banach{e5(t)},~, um Co— semigrupo com gerador infinitesimal
A. Entéo:

1. ws(A) <wo(A).
2. Ry(S(t)) = ewot vt >0,
Demonstragéo.Ver [26]. O

Teorema 1.34.Sejam X um espaco de Banacly, € C([0,1]; X) e {S(t)};5, um Co— semigrupo
com gerador infinitesimald . A equacéo

w(t) =Au(t)+ f(t) em [0,1]
u(0) = u(1)

possui uma Unica solucéo periodica de periodpose e somente sé, € o(S(1)) .
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Demonstracdo.Ver [26]. O

Teorema 1.35.Sejam X um espaco de Banach{5(t)},., um Cp— semigrupo com gerador infinite-

simal A. Entdo:

2kmi€ o(A), VkelZ
1€ 0(S(1)), se e somente sg, sup |2k mil — A)7Y| < oo.
keZ

Demonstragéo.Ver [26]. O

Corolario 1.17. Sejam.X’" um espagco de Banach, € C e {S(¢)},-, um Cp— semigrupo com gerador

infinitesimal A . Ent&o:
2kmi

A+ )EQ(A)
At
ert € p(S(t)), se e somente s&, H(()\Jr 2k”>1_,4>_1

<oo, VkeZ.

Demonstracdo.Ver [26]. O

Lema 1.7. Sejam X um espaco de Banachy € C e {S(t)},-, um Co— semigrupo com gerador
infinitesimal A .
Se|S(t)|lex) < e, Vt> N, entdoe* € p(S(1)).

Demonstragéo.Ver [26]. O

Teorema 1.36.Sejam X um espagco de Banach{&5(t)},, um Co— semigrupo com gerador infinite-
simal A. Entéo:
wo(A) =inf {p eR:[J(A —A)Hzx) <00, VReA > p} .

Demonstragéo.Ver [26]. O

Coroléario 1.18. Sejam X um espaco de Banach{g5(t)},., um Co— semigrupo com gerador infini-
tesimal A . -

Se{AeC:ReX>0}Co(A) e||[(A —A) | zx) <oo, VReA >0, entdo:

existee > 0 talque {A € C: Re A > —¢} C g(A) e (A — A) Y|z x) < oo, VReA > —e.

Demonstragéo.Ver [26]. O

Corolario 1.19. Sejam X um espaco de Banach{g(t)},., um Co— semigrupo com gerador infini-
tesimal A . -

Se{AeC:ReA>0} C o(A) e [[((A\ — A)gx) < oo, VReX > 0, entdo o semigrupo
{S(t)};>, € exponencialmente estavel.

Demonstracdo.Ver [26]. O

Definicdo 1.25.Sejam X um espaco de Banach £5()},., um Co— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A. Diz-se que{S(t)},-, tem apropriedade do crescimento determinada pelo espectro,
quandowy(A) = w,(A).
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Proposicdo 1.15.Sejam H um espagco de Hilbert ¢.5(¢)},., um Co— semigrupo com gerador infi-
nitesimal A. Entdo:
wo(A) =ws(A), seesomentese,Ve >0, existe M, > 0 tal que

AT = A) M gx) < Me, VReA > wo(A) +e.
Demonstracdo.Ver [26]. O

Teorema 1.37( Gearhart). Seja (S(t));~, um Cp— semigrupo de contracdes sobre um espaco de
Hilbert #, gerado por A. O semigrupo(S(t)), -, € exponencialmente estavel, se e somente se,

iR C o(A) e limsup H(iaI—A

|at] — 400

)_IHL(’H) < .

Demonstracdo.Ver [12]. O

Teorema 1.38( Pruss - Huang - Renardy. Seja (S(t));», um Co— semigrupo sobre um espaco de
Hilbert # , gerado por.A. O semigrupo(S(t)),~, € exponencialmente estavel, se e somente se,

iRCpo(A) e |[(iAxI-A <C, VXeER.

-1
)z
Demonstracdo.Ver [31]. O

Observacéo :Observa-se que existem duas maneiras equivalentes deesestabilidade exponen-
cial para Cy— semigrupos de contracBes em espacos de Hilbert, e uma pessa dquivaléncia pode
ser encontrada em Liu - Zherig2) .

Nem sempre um semigrupo é exponencialmente estavel. Nesiedevemos procurar outra forma de
estabilizar o sistema, como por exemplo determinar decdommlinomial de solucdes.
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1.5 Estabilidade Polinomial

Os primeiros autores em obter resultados sobre estaldligatihonial paraCy— semigrupos de con-
tracOes foram Liu - Rao e J. Pruess. Eles deram condi¢cGetestdis sobre o operador resolvente para
obter decaimento polinomial de solugdes.

Teorema 1.39( Liu - Rao). Seja .A o gerador infinitesimal de unCy— semigrupo uniformemente
limitado (S(t)),>, sobre um espaco de Hilbe# tal que iR C o(A).

)*1HL(H) < C,VX € R, onde o é um nimero real positivo. Entio

para cadak € N, existe uma constant€’, > 0 tal que

1
Suponha queW [(GAT—A

n k/a
[5(t) wlly < Cr (@) In(t) ||wllpar -

Observagéo :
No teorema dé.iu - Rao, a presenca do logaritmb: no numerador atrasa o decaimento polinomial.
Essa deficiéncia foi superada no seguinte teorema :

Teorema 1.40( Borichev - Tomilov). Seja.A o gerador infinitesimal de und’y— semigrupo limitado
(S8(t));>o sobre um espaco de Hilbe# tal que iR C o(A). Entdo

1 . _1 _1 C
WH(MI—A) \\E(H)gc,vxem = |lstA HD<A>§m7
onde o € um numero real positivo.
Demonstracédo.Ver [3]. O
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Capitulo 2

O Modelo Matematico

Introducao

Considera-se os seguintes modelos:

MODELO VEF
Parte Viscoelastica Parte Elastica

Parte de Friccéo

/] N\

\

/ u(x) v(x) w(z) AN
0 lo I !

MODELO EVF

y Parte Elastica Parte Viscoelastica Parte de Friccao N

J \

/ u(x) v(x) w(z) AN
0 lo I !
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MODELO EFV
Parte Elastica Parte de Friccao Parte Viscoelastica

AN NN

O deslocamento longitudinal é dividido em trés partes:

u(z) se x€]0,lf
viz) =¢ v(x) se z €|l

w(x) se xell,l],

onde cada componente, v e w representa o deslocamento do primeiro, segundo e teregie c
ponente da viga respectivamente. Existem seis combingp®s$veis do material: Duas possibilidades
ocorrer quando a parte elastica estd no meio da(Mg# , FEV), outras duas possibilidades quando a
parte viscosa esta no meio da viavF , FVE), e finalmente quando a parte elastica com mecénica de
fricdo esta no meio da vig&FE , EFV).

Observe que, realizando a mudanca de variavet = | — x, estas seis possibilidades podem ser
reduzido a trés. Com efeito, sem perda de generalidade, assumdgse; — Iy =1 —I; . Logo, basta
ver que o intervalo(0, [y) € transformado no interval@;, ), o intervalo (Iy,l;) fica fixo e o intervalo
(11,1) é transformado no interval@, ly) .

Assim, é suficiente estudar os seguintes model®EF , EVF e EFV.

O modelo VEF é dado por:

P1 U — K1 Ugy — Ko Uzt = 0 em ]0,lp[ x |0, +00] (2.1)
P2y — Koz = 0 em i, l1[ % |0, 400 (2.2)
P3 Wy — K3 Wey +ywy = 0 em ]I, 1] x ]0,400] , (2.3)

onde kg, k1, ko € K3 SA0 as constantes positivas elasticasy 0 e p1, p2, p3 representam as fun-
¢Oes de densidade de massa.

As condicfes de transmisséo sdo dadas por:

U(l(),t) = ’U(l(),t) , ki uat(l0>t) + Ko u$t(l0>t) = K2 U$(l0>t) ) t> 07 (24)
U(ll,t) :U)(ll,t), ﬂzvx(ll,t) :Iﬁgwx(h,t), t>0.
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As condicbes de contorno:
u(0,t) =0, w(l,t)=0, t>0. (2.5)

As condicfes iniciais:

u(z,0) =up(z) , w(z,0)=ui(z) em ]0,l[,
v(z,0) =vo(x) , v(z,0)=wvi(z) em Jlo,l], (2.6)
’LU(.Z‘,O) = wO(:C) ’ wt(x,O) = wl(x) em ]llal[ :
O modelo EVF é dado por:
p1u — K1 Uge = 0 em ]0,1y[ x ]0,+o0], 2.7)
P2V — Ko Uy — Ko Uggt = 0 em  lp, 1] x |0, +o0[, (2.8)
P3 Wit — K3 Wez +ywy = 0 em ]Iy, x ]0,+o0], (2.9)

onde kg, k1, ko € K3 SA0 as constantes positivas elasticasy 0 e p1, p2, p3 representam as fun-
¢Oes de densidade de massa.
As condicfes de transmisséo sdo dadas por:

u(lo,t) = U(lo,t) , K1 ux(lo,t) = K9 Ux(lo,t) + Ko Uxt(lo,t) R t>0, (210)
v(ly,t) = w(l,t),  Kave(ly,t) + kover(l1,t) = k3 we(l1,t), t>0.

As condig¢bes de contorno:

w(0,8) =0, w(l,t)=0, t>0. (2.11)
As condig¢es iniciais:
u(z,0) =up(z) , w(z,0)=ui(z) em 0,0,
’U(.T,O) = UO(‘T) ) ’Ut(.T,O) = ’Ul(l‘) em ]loall[ ’ (212)
’LU(.Z‘,O) = wo(x) 5 wt(x,O) = wl(x) em ]lhl[ .
O modelo EFV é dado por:
PLUy — K1 Ugz = 0 em  ]0,1lg] x ]0, +o0], (2.13)
P2Vt — Ko Uze + 7V = 0 em  Jlo,I1[ x ]0, +o00[, (2.14)
P3 Wit — K3 Way — Ko Wezt = 0 em  Jly,1[ x ]0,+o0], (2.15)

onde kg, k1, ko € K3 SA0 as constantes positivas elasticasy 0 e p1, p2, p3 representam as fun-
¢Oes de densidade de massa.

As condicfes de transmisséo sdo dadas por:

u(lo,t) = U(lo,t), K1 ux(lo,t) = K9 Ux(lo,t) N t> O, (216)
’U(ll,t) :w(ll,t), Hng(ll,t) :H3w$(l1,t)+/£0w$t(l1,t), t>0.
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As condicbes de contorno:

w(0,8) =0, w(l,t)=0, t>0. (2.17)
As condig¢es iniciais:
u(z,0) =up(z) , w(z,0)=ui(z) em 0,0,
v(z,0) =vo(x) , v(z,0)=wvi(z) em Jlo,l], (2.18)
w(z,0) =wo(z) , wi(z,0)=wi(z) em |li,l].

O objetivo deste capitulo é provar a existéncia e unicidadeotlicbes para os modeld6 EF, EVF,
EFYV usando a Teoria de Semigrupos.

2.1 O Espaco de Fase.

Nesta secéo escolher-se-a o espaco de fase apropriadotoadeasemigrupo.
Para estudar os problemas de valor inicial e frontéxa) — (2.6), (2.7) — (2.12) e (2.13) — (2.18)
usando a teoria de semigrupos, se introduz as seguintéseaiarnovas:

U=u,V =v,W:=w.

Agora, vamos transformar cada sisteM&F , EVF e EFV , numa equacdo de evolucdo de primeira
ordem na variavel temporal.
Se ® = (u,v,w,U,V, W)t , entdo os sistemas acoplados podem ser reescritos como:

O Sistema VEF:

dd
% = (UaVaWUtt,Utt,wtt)t
t
= <U7 ‘/7 VV, ﬂu:c:c + @uxxta @Uccxa @wxx - lwt>
P1 P1 P2 P3 P3
0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 I 0 u
0 0 0 0 0 I v
K1 Ko w
= | —=( 0 0 — (. 0 0
p ()zz ) P ()zz U
0 ZWe 0 0o 0 0 1%
P2
0 0 20w 0o 0o —ZLr] \W
P3 P3
Ay

Logo, define-se o operador linea : D(A;) C H — H tais que, paracad@ = (u,v,w,U,V,W) €
D(A;), tem-se:

A @ = <U7 Vymﬂux:c"F@Uxm@Uxm@wxx_ lW) s (219)
P1 P1 P2 P3 P3
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onde o dominioD(.A;) e o espaco de fasH serdo definidos de forma apropriada depois.

O Sistema EVF:

dd
d_ = (Uv Vv VV, Utt , Vtts wtt)t
t
t
_ <U, VoW, Lty 2+ gy, gy — lwt)
p1 P2 P2 P3 ps
0 0 0 I 0 0
0 0 o 0 [ 0 .
0 0 0 0 0 ! .
= =0 0 o0 0 0 v
P1 Ko Ko o
9 2
0 0 oo o L] W
03 P3
Ao

Logo, define-se o operador lineak, : D(A;) C H — H tais que, paracad@ = (u,v,w,U,V,W) €
D(Az), tem-se:

Ay @ = (MWWEUM,@UM-F@Vm,@wm—lw> ) (220)
P1 P2 P2 P3 P3

onde o dominioD(.A,) e o espaco de fasH serdo definidos de forma apropriada depois.

O Sistema EFV:

dd
T (U, V, W, ugt, i, wer )
t
t
= <U7 ‘/7 VV, ﬂu:c:ca @Ucc:c - lvty @wx:c + @wxxt>
P1 P2 P2 3 3
0 0 0 I 0 0
0 0 0 0o I 0 u
0 0 0 0 0 I v
S R ) 0O 0 0 0 v
P1 Ko o U
2 2
R3 K W
03( ) 03( )
As

Logo, define-se o operador lineas : D(As) C H — H tais que, paracad@ = (u,v,w,U,V,W) €
D(Aj3), tem-se:

A3 ® = (vaymﬂux:caﬂvxx_lvva@w:c:c*‘@Wx:c) ) (2.21)
P1 P2 P2

P3 P3

24



onde o dominioD(.A3) e o espaco de fasH , seréo definidos de forma apropriada a seguir.

Observe-se quea fim de escolher o espaco de fase certo, calcular-se-a asetwej dos sistemas
VEF , EVF , EFV e escolher-se-a 0 maior espaco onde a energia total dossté&sas estdo bem
definidas.

Fazendo-se integracdo por partes, tem-se que a energi@adsspara cada sistema estd dada por:
Para VEF :

d (p1 P3 3
it (? HUtH%?(o,zo) ||U$HL2 (0,l0) + H’UtHL2 (lo,l1) + H’UxHL2(lO,11) 9 Hth%ml,z) + D) HwﬂcH%Q(zl,l))
Eq(t)
= [(k1uz(lo) + Ko uze(lo)) ue(lo) — K2 vz (lo) ve(lo)] + [— (K1 uz(0) 4+ Ko uge(0)) we(0) + k3 wy (1) wi(l)] +
lo !
(o v (1) we(ln) — g wa(ly) we(1a)] — Ho/ |2 d —7/ |2 d
0 l1
Para EVF:
d (p1 P3 3
dt (? el Z20,40) + ||u$HL2 (0,lo) +£ H’UtHL2 (losl1) +3 HWHH(loJl) 2 leoelz2, 0y + 2 HwiH%Q(l“l))

Ex(t)

= [— (k2 vz(lo) + Ko vat(lo)) ve(lo) + K1 uz(lo) ue(lo)] + [(k2 ve (1) + Ko Vet (1)) ve(l) — K3 we(l) we(ly)] +
I I

[—k1 Uz (0) ur(0) + k3 wa (1) we(l)] — Ko |v$t|2 dr — |wt|2 dx
l() ll
Para EFV :
d 1 2 P3 2 3 )
it (? HutHL?(o,zo) ||U$HL2 (0,l0) + H’UtHL2 (lo,l1) + H’UxHL2(lO,11) 9 HthL2(zl,z) + D) HwﬂcHLQ(zl,l))
E3(t)

= [— (k3 wz(l1) + ko wat (1)) we(l1) + K2 ve(I1) ve(l1)] + [(k3 wa (1) 4 Ko wat (1)) w (1) — K1 ue(0) ug (0)] +
l 31

(k1 uz(lo) ue(lo) — Ko v (lo) ve(lo)] — Ko |w$t|2d3: — |vt|2d3:
l1 lO

Da observagéo anterior, vé-se que as energias estdo beidateie:u € H'(0,1), v € H(lp,l1), w €
HY(1,0), U =wu € L2(0,1y), V =v; € L*(lg, 11), W = w; € L?(I1,1) .
Antes de definir o Espaco de Fasdroduz-se as seguintes notacgoes:
H™ = H™(0,1y) x H™(lp, 1) x H™(I1,1) , m=1,2
L? = L*(0,lo) x L*(lo, 1) x L*(I1,1)
H = {(u,v,w) € H' : w(0) =0 =w(l), u(ly) = v(lp), v(l1) = w(ly)}.

Logo, se define o Espaco de Fase com@{ := Hj x L2.
No decorrer dos capitulos, ver-se-a que o espaco de faserémiago.

Por outro lado, tendo-se definido o espaco de fase, podefigég dem precisdo os dominios dos
operadores lineares.
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De (2.19)

D(A;) ={® = (u,v,w, U, VW) e H: A ® € H, ryug(lo) + ko Usz(lo) = k2 v:(lp),
Ko vz (l1) = K3 we(l1)}
={® = (u,v,w, U, VW) € H : (U V,W, K1 ugy + ko Upsz, Vg, Wsz) € H,
w1 Uz (lo) + ko Uz (lo) = k2 vz(lo), w2 va(l) = w3 wa(lh)}
—{@eN: (U V,W)eH], (k1u+roU,v,w) € B, k1 uy(lo) + ko Un(lo) =
ko vy (lo), Ko ve(l1) = Kz wg(ly)}. (2.22)

De (2.20)

D(Az) ={® = (w,v,w, U, VW) e H: Ay ® € H, k1 ug(lo) = ravz(lo) + ko Va(lo),
ko V(1) + ko V(1) = k3w (l1)} -
={® = (u,v,w, U, VW) € H: (U, V,W, Upg, k2 Vaz + Ko Viz, Wsz) € H ,
k1 ug(lo) = kavg(lo) + Ko Vi(lo), ke ve(ly) + ko Vi(lh) = k3w (l1)}
={®eN:(UV,W)eH], (u,rv+ kKo V,w) € H?, k1 uz(lo) = kavy(lp) +
ko Vz(lo), ko vz(l1) + ko V(1) = k3 wa(l1)} . (2.23)

De (2.21)

D(A3) ={® = (u,v,w, U, VW) e H: A3 P € H, k1 uz(lo) = rk2v(lp),
ko vz (l1) = 3wy (l1) + ko Wa(l1)}
={® = (u,v,w, U, V,W) € H : (U, V,W, Uz, Vo, K3 Wag + ko Waz) € H,
K1 Uz (lo) = K2 v (lo), Ko vz(l1) = K3 we(l1) + Ko Wa(l1)}
={QPeH: (UV,W)eH], (u,v,k3w+ ko W) € H?, k1 uz(lo) = k2 vz (lo),
ko vy (l1) = Ky wy (L) + ko We(l1)} - (2.24)

Em resumo, os sistemag2.1) — (2.6), (2.7) — (2.12) e (2.13) — (2.18) podem ser reduzidos aos
seguintes problemas de valor inicial:

VEF : %(I)(t):/llfb(t), VE>0, ®(0)=d,
EVF: %(I)(t):/lgfb(t), VE>0, ®(0)=d,
EFV: %(I)(t):/l;gq)(t), VE>0, ®(0) =B,

onde ®(t) = (u,v,w,U,V, W) e ®(0) = (ug, vy, wp, u1,v1,w1) € H.

Agora, equipar-se-a o espaco de fasede uma estrutura despaco de Hilbert Antes dar-se-a4 um
lema importante.

Lema 2.1. Se (u,v,w) € H}, entdo existe uma constant& > 0, que ndo depende de, v e w, tal
que:

lullr2(0,0) < Clluallzzop) s 10llz@ ) < Cllwellrzayy € Mollrzaen) < C (luellzzou) + 1vellzzaon)) -
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Demonstrag&do.Se (u,v,w) € H}, entdou € H*(0,1p), v € H'(lo,l1), w € H(I1,1) e u(0) =
0=w(l), uly) =v(lp), v(ly) =w(ly).
Pela Desigualdade de Poincare, existe uma constante 0 tal que: [[ulz2(0,1,) < C1 ||uzl|z2(0,,) €

lwllz2@y ) < Crllwellz2q, -
Além disso,usando-se as imersdes contindagly, l1) < C([lo, l1]) e L*(lp,11) < L'(lo,11),

tem-se:
2 ) I 2 ) I 2
<2t + ([ erlde) ) <2 (Tl + ([ o)
0 0

1
<y <||UH%{1(10711) +/Z ‘Ux|2dx> < (4 (Hu?ﬁH%?(O,lo) + Hvﬁ”%ﬂ(lg,h)) .
0

o) =

v(lo) + / Vo (s) da

lo

Assim, pode-se escolher uma constafite- 0 tal que:

lullr2040) < C luallr200) > lwllrzany < Cllwellzzay € Nollizaen) < C (luellrnz) + 12l L2a0.0))

0

lo _
Teorema 2.1.Aaplicagéo (-, )y : HxH — C tal que(Zy, Zo)y = / (k1(u1)e(W2)e + p1 U1 Us) da
0

I B ! o
+/ (k2(v1)2(V2)z + p2 Vi V) dl’+/ (kg(w1)e(W2)e + ps Wi W) dz, ¥ Z1 = (ur, v, wy, U, Vi, Wh),
lo !

Zy = (u2,v9,wq,Us, Vo, W) € H € umlproduto interno sobré{ .
Além disso, (H, ||-|l%) € um espago de Banach, ond& |3, := (Z, Z)4 .

Demonstracdo.Mostrar-se-a que € um produto interno:

Sejam Z; = (uy,v1,wi,Ur, Vi,Wh), Zs = (ug,v2, wa, Ua, Vo, Wa) , Z3 = (us, v3,ws, Us, V3, Ws) €
HeacC.

1. Observe-se que:

lo . Iy .
(Z1,Z1)n :/o (k1 (w1), (@), +p1 U1 UY) da:—i—/ (k2 (v1), (T1), +p2Vi V1) do+

lo

!
/z (kg (w1), (W1), +ps Wi W) da

2 2
= K1 ||U1H%2(o,lo) + HU1||%2(0,10) + Ko ||Ul\|%2(zo,zl) + P2 [VillZ2000) + 53 lwnllz2 0,

+ 3 (W1 220, -
Logo,

0:<Z1,Z1>H — Z1=0 em H e <Z1,Z1>H20.

2. Claramente: (o« Zy + Za, Z3)y = o (Z1, Z3)p + (Lo, Z3)n.
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3. Operando-se tem-se:

lo . Iy .
(Z1, Z2)n :/o (k1 (w1), (@), +p1ULU3) da:—i—/ (ke (v1), (T2), +p2 Vi V2) dx+

lo

l
/z (kg (w1), (W2), +ps W1 W) da

lo I
= /0 (Fdl (ﬂl)g: (U2)$ + p1 Ul UQ) dr + / (ng (51)$ (7)2)$ + p2 71 VQ) dxr +

lo

l
[ o @), G, a1 72)

lo Iy
:/0 (Hl (ﬂl)x (UQ)I + p1 Ul Ug) dil?—i—/ (Hz (ﬁl)x (Ug)x —|—ng1 Vg) dr +

lo

]
/l (kg (@1), (w2), + ps W1 Wa) da

Mostrar-se-a que (#H, ||-|[%) € um Espaco de Banach:

Seja {Zm = (Um, Vm, Wi, Uy Vin, Win) },,,5;  Uma sequéncia de Cauchy e, || - [|3) -
Entdo u,, € Hl(o,lo), Um € Hl(l(),ll), W € Hl(ll,l), U, € LQ(O,Z()), Vin € LQ(lo,ll), Wy, €
L?(11,1), Ym > 1 tais que

Um(0) =0 = wp (1), um(lo) = vm(lo) , vim(l1) = wp(ly), Ym > 1. (2.25)
Observe que:
P U 220,00) < N1 Zmll3es 02 Vil T2 1y S WZmllFes 03 IWanllZoy iy < 1Zmllf - (2.26)
Além disso, pelo lema anterior, pode-se escolher uma auesta > 0 tal que:
et 371 0,0) = Wtmll7 20,10y + 1(m)all7 20,10y < C 1 Zum I

ol .y = 0Bz a0y + 1 0m)elBaio sy < € 1Z0m
oIty = w2y 0y + 1@ 22, 0y < C 1 Zunll - (2.27)

Por (2.26) e (2.27), as sequénciagum },,>1 » {Vm}tm>1 s {Wmtms1 s {Untmst s Vindms1  {Wnbs
s8o sequéncias de Cauchy & (0,1o), H'(ly,l1), H*(l1,1), L*(0,1), L*(lo,11), L*(l1,1) respec-
tivamente.

Entlo, existenti € H(0,1y), o € H'(lp, 1), @ € H'(I1,1), U € L2(0,1y), V € L2(lo, 1), W €
L?(1y,1) tais queu,, — u em H*(0,1), vy, — 0 em H(lp,11) , wy — w em HY(I3,1), Uy, —
U em L(0,1y), Vin — V em L2(lo, 11), Wy, — W em L2(1,1) .

Além disso, por(2.25) e pela imersdo de Sobolef.17), tem-se: u(0) = 0 = w(l), u(ly) =
v(l), v(lh) = w(l).
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Entdo Z := (4,9, ®,U,V,W) € H. Logo,

1Zm — 213, = rr || (um — B),, I72(040) + 82 I (wm = 0), 7210 01y + 83 | (Wi = @), 720,y +
p1 U — ﬁ”%?(o,zo) + 02 [|[Vin — ‘7H%2(10,11) + p3 [Win — W”%?(ll,l)
< C ([t = @3 0.40) + I1om = B3y + lwm = D11, 1+
1V = Tl 0a0) + 1Vin = Vlizagoa) + 1Wan = Wllaq, )

onde C = max {K1, K2, K3, p1,p2,P3} -
Fazendo-sen — +oco tem-seZ,, — Z em (H, || - ||x) . 0

Observe que,a prova do teorema anterior também mostra que a aplicacdo

lo A
ey ¢ HE x H — C tal que(Yi, Ya)s = m/o (1), (T2), dz+ @/ (v1), (T2), da+

lo

l
/<63/ (w1), (W2), dr, YY) = (u1,v1,w1), Yo = (u2, v, w2) € Hj (2.28)
l1

é um produto interno sobrél} . Além disso, (H} s (- '>Hll) € um espaco de Hilbert.
Denotar-se-a por{|Y[|Z, = (Y, Y>H} a norma induzida pelo produto interno.
1

2.2 A Boa Colocacao do Problema: Existéncia e Unicidade

O objetivo desta se¢éo é mostrar o Teorema de Existénciacedddé de Solugbes para os modal&d-
, EVF e EFV, usando a teoria de semigrupos.

De (2.19) — (2.24), paracada = 1,2,3, o operador linearA; : D(A;) C H — H é definido,
para cada® = (u,v,w,U,V,W) € D(A;), por

K K K K
A @ = <U7V7VV7_1U:C:C+_0Uxxu_22)xx7_3wxx_ lW)
P1 P1 p2 P3 P3

K K K K
Ay @ = <U7V7W_lu$$7_2v$$+_OV$$7_3w$$_ lW)
P1 P2 P2 P3

p3
Az ® = (U,V,W,ﬂum,@vm— 1v,@wm+@vvm> ,
P1 P2 P2 P3 P3
onde
D(A) ={® cH: (UV,W)€H}, (kiu+ roU,v,w) € H% k1 uz(lo) + ko Usr(lo) = k2 vz(lo),
Ko Ve (l1) = K3 we(l1)}
D(Ay) ={® € H: (U V,W) € H}, (u, kv + ko V,w) € H, k1 uz(ly) = k2 vz(lo) + ro Valo)
Ko vz (l1) + ko Va(lh) = k3 we(l1)}
D(A3) ={® € H: (U, V,W) € H}, (u,v, 53w + ko W) € H?, k1 uz(lo) = k2 vs(lo),
K2 vz (1) = kg we(l1) + Ko Wa(l)} -
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Lema 2.2. Para cadai = 1,2,3; D(A;) € denso en¥ .

DemonstracdoPara i =1
Para mostrar a densidade, mostrar-se-4 que seu compleorgonal contem apenas zero. Isto é,
D(A;)*+ = {0}. Lembre-se que:f € D(A))* < (f, h)y =0, Vh € D(A;).

E claro que {0} € D(A;)*.
Seja & = (@,9,@,U,V,W) € D(A;)+ . Ento,

. lo P I ~_
o:<<1>,<1>>H:/ (mlaxﬂx—kplUU)dx—i—/ (mgﬁxﬁx—l-pg‘/‘/)dx—i-
0

lo

l
/ (53 @ Ty + p3 WW) dz, V& € D(A;). (2.29)
I
1. Observe-se que:
®; = (0,0,0,U,0,0) € D(A1), YU € C®(0,1p) => 0= (D, &1)y = / UUdz, YU € C3°(0,1p).
0

Pelo Lema de Du Bois Raymond tem-séf = 0 em L2(0, o).

2. De modo semelhante, observa-se que

() = (0,0,0,0,V,0) € D(Ay), YV € C(lo, 1)
() @5 = (0,0,0,0,0,W) € D(A;), VW € C(1y, 1),

b I
entéooz/ VVde,VV € C3°(lp,l1) e 0= | WWdx, VW € C;°(l1,1).
lo ll

Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond tem-s& = 0 em L%(ly,l1) e W =0 em L2(I1,1).

3. Por outro lado,
By = (1,0,0,0,0,0) € D(A), Vi € C(0,1p) — 0 = (B, By)y, = / Ty dz, Y € C22(0,10)
0

Seja u; € C§°(0,lp) qualquer, e tomeu € C§°(0,lp) talque u, = u;. Entdo 0 =
lo
/ Uyurdr,Vu, € C3°(0,lp). Pelo Lema de Du Bois Raymond tem-sez = 0 em
0
H(0,1p).
4. De modo semelhante,
(0) b5 = (0,2},0,0,0,0) S D(Al) ,Voe Cgo(l(),ll)
(o) s = (0,0,w,0,0,0) € D(A1), Yw € C(Iy,1),
I l
entdo 0 = / vordr, Vv € Cgo(lo,ll) e 0= / wwidr, Vw, € Cgo(ll,l) .

lo ll
Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond tem-sé:= 0 em H!(lp,l;) € @ =0 em H(iy,1).

30



Portanto, de(2.29) tem-se: ®=0.
Procedendo de modo semelhante, obtém-se Byels) e D(A3) s&o densos ent . O

Lema 2.3. Para cadai = 1,2,3, o operador linear.A; é dissipativo.

Demonstracdo.Para A; .
Seja® = (u,v,w,U,V,W) € D(A;) , entdo

lo _ ll _
(A1 @, ®)y = / (k1 Uy Uy + (K1 Uga + Ko Ugg) U) da + / (ko Vo Uy + Ko vge V) dz+
0

lo

!
/z (k3 Wo Wy + (K3 Wae —y W) W) dz
1

lo Iy l l
:/ /ﬁlUgcﬂxd:c—l—/ ngvggmdmr/ k3 Wy Wpdr —~ | |W|?dx+
0

lo 15 l1

lo - I . 1 o
/ (K1 Uge + Ko Um)Uda:—i—/ ﬁgvdea:—i—/ K3 Wee Wdx .
0 lo 51

(®) ) (®)

Integrando-se por partes effi) , (©), (®) e usando a condicda(0) =0 = w(l), V(lp) = U(l),
obtém-se:

lo Iy l l
<A1<I>,<I>>H:/ nggﬂxda:—l—/ ﬁngcmda:—l—/ k3 Wy W, dx — vy W2 dx +
0

l() l1 ll

- lo - - lo

[m ua(l0) T(lo) - / k1 s U da + ko Us(lo) T (ly) — ko / Ua? d:c} +

0 0
[@ 0n (1) V(1) — 2 v (l0) V(lo) — / o 02 Vs d:c} — kg wa(l) (L) — / R
lo ll
_ o lo
= [/11 ug;(lo) —|— Ko Ux(lo) — K2 ’L&(l())] U(l()) —|— [FLQ ’U$(l1) — K3 w$(l1)] V(ll) — Ko / |Ug3|2 d.l‘
0
) (I1)

l l
—i—m/O(Uxﬁx—vxux)dx—i-ﬁg/1(Vxﬁx—vxvx)daz+ﬁ3
0

lo

.

(Wx Wy — Wy wx) dx

1

l
—v | [W|de.
1

Usando-se as condigdes de transmisghd) , tem-se: (I) = (/1) = 0. Logo,

lo 5 l
(A1<I>,<I>>H:2f£1i/ Im(Uxﬁx)da:—i—Qﬁgi/ Im(Vxﬁx)dJ:—i—Qﬁgi/ Im (W, w,)dx
0 lo l1

lo l
—ﬁo/ \Ux|2daz—’y/ W da .
0 L

Tomando-se a parte real, obtém-se:

lo 1
Re(A1<I>,<I>>H:—f<;O/ \Ux|2daz—'y/ WPde <0, V®cD(A). (2.30)
0 I
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Procedendo de modo semelhante pdrae As, tem-se:

I !
Re@b@ﬁwﬂz—«@/)H@F&v—y/\WﬁdiSO, Vo € D(A,), (2.31)
! !
lf l1
RMAyn@ﬁ,:—y/ Wﬁdm—mq/|WH%M<0, Vo e D(As). (2.32)
lo A
Portanto, os operadores séo dissipativos. O

Lema 2.4. Para cadai = 1,2,3, tem-se0 € o(A;).

Demonstracdo.Para i = 1 : Mostrar-se-a queéll‘1 existe e pertence& (H) .

Afirmacao 1 : Paracadal’ = (f1, fo, f3, f4. f5, f6) € H, existe um Gnico® = (&, ,w,U,V, W) €
D(A;) talque A, ® = F. Em efeito,

Sejar = (f1, fo, f3, f4, 5. f6) € H.

Entéo

(fi,f2, f3) €My € (fa, f5,fo) €L2. (2.33)

A equagdoA; ® = F em termos do seus componentes estd dada por
U= f1eH0,) (2.34)
V=fye H'(lp,lr) (2.35)
W = fse HY(,1) (2.36)
K1 Ugz + Ko Ugz = p1 f4 € L2(07 ZO) (237)
K2 Vae = p2 f5 € L*(lo, 11) (2.38)
KBMII_’YW:p:Sfﬁ €L2(l17l)7 (239)

onde @ = (u,v,w,U,V,W) € D(A;) = {® € H : (UV,W) € H}, (kiu + roU,v,w) €
H2 , K1 u$(l()) + Ko Ug3(l0) = K9 ’U$(l0) , K9 U$(l1) = K3 w$(l1)} .
Substituindo-sg2.34) , (2.36) em (2.37), (2.39) respectivamente, obtém-se:

K1 Ugy + Ko (fl)m =p1fai=g1 € L2(0> lO) (2.40)
Ko Uz = pa2 f5 := g2 € L*(lo, l1) (2.41)
K3 Wer = p3 fo + v f3 := g3 € L*(I1,1) . (2.42)

Agora, o objetivo € mostrar que o sistema acima possui umea (stlugéo(u, v,w) € H} tal que
(k1 u + Ko f1,v,w) € H?. Paraisso, usar-se-a o Teorema de Lax-Milgram.
Define-se a aplicacéo

lo 5
B(.,.):H x H} — CtalqueB(Y1,Ys) := <Y1,Y2>Hll = ﬁl/ (u1), (d2), dr+ fig/ (v1), (02), dx
0 lo

l
+l€3/ (w1)$ (@2)$ dr , VY, = (ul,vl,wl),Yg = (u27’027w2) S Hll .
I

(e) Eclaroque B(.,.) éumaforma sesquilinear.
(o) Continuidadede B(.,.): [B(Y1,Y2)| = [(Y1, Yo)y1| < [[Villgr [[Yallpr , VY1, Y2 € H .
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(e) Coercividade de B(.,.): B(Y,Y)= (YY) = ||Y\|]%Il1 ,VY e H} .
Por outro lado, define-se a aplicacdo

lo Iy l
¢ : H} — Ctal quep(Y) = —/ g udr — / gavdx — / g3wdr, VY = (u,v,w) € Hj .
0 lo l1
E claro que ¢ é antilinear. Logo, pelo teorema de Lax-Milgram, existe umiaa ¥ = (a,, ) € Hj
talque B(Y,Y) =¢(Y),VY = (u,v,w) € H}.
Em patrticular,

( lo lO
m/ ﬂwﬂgcdx:—/ giudr, para ue HY(0,lp),v=w=0
0 0
l1 ll
/12/ ’L%@xcla::—/ govdr, para ve H'(lp,l1), u=w=0 (2.43)
l() lO
l
ﬁg/@x@xdazz— gswdzr, para we H'(l1,l),u=v=0.
\ Iy I

Considerando-seu € C3°(0,1ly), v € C°(lo,l1), w € C§°(l1,1) em (2.43), e pela definicdo de
derivada fraca, tem-se:

K1 ua:a: =401 € L? (0 lO)
K2 Uy = g2 € L? (l0>l1) (2-44)
K3 Wy = g3 € L? (llal)'

Logo, (u,v,w) := a——fl,v,w>eH com (k1 @ + Ko f1,0,W) = (U,0,0) € H?.

Portanto, (u, v,w) é a unica solug odo S|stem(é2 40) — (2.42).
Assim, existe uma Gnicad := (i, v, w,U,V,W) € D(A;) talque A, & = F.

Observacéo :
Aplicando-se o teoremél.15) (Principio da Regularidade Elitica) e(2.44) , tem-se:
k1@ + ko filla20,00) = 151 Ul E20,00) < N 11911122000

152 0l 72 19,00) = 182 0l E2(10,10) < N [l921l 210,10

%53 Wl 20,0y = 153 Wl 20,0 < Nlgsllzzan » (2.45)

onde N > 0 € uma constante que ndo dependebde F

Afirmag8o 2 : A;' é limitado.
Observe-se que:
H-Al_l FH%! = HCDH%L =rm ||U$H%2(0,l0) + K2 H%H%?(lo,ll) + K3 ||wa%2(zl,z) +
()
P1 HUH%Q(O,ZO) + P2 HVH%Z(zO,zl) + 3 ||W||%2(1171) (2.46)

(1)
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1 ~ ~
(o) (I) = . 1K1 uz + Ko (f1); = 80 (F1)g 72(0,00) + 52 102122 0,10) + 5 1@l 2, )

2 2 2 1 ~ 12 1 ~ 12
< P (||/<c1 Uz + Ko (f1), ||L2(o,zo) + [[ro (f1), HL?(o,lO)) + P ||K2 ”IHLQ(lo,ll) + = I3 wx”L?(h,l)

2 k2

< Ny (w2 @3 0 + 520030100y + 13 D3, )+ 2 G Do
< N, N2 2 2 2 2"0(2) 2
= N ||91HL2(0,10) + H92||L2(10,l1) + H93HL2(1171) + N 1 (f1)s ||L2(0,lo)
2.45

—~

2 K2
=N N2 (le f4H%2(O,lo) + ||f72 f5‘|%2(10711) + ||p3 f6 + 7f3‘|%2(117l)) + 5—10 H (fl)a: ||%2(0,lo)

<N, (||f4||%2(0,10) 1151220000y + 16l T2, 00+ 1 (P 1 Z2000) + H<f3>x\|%2(h,l)) , Ny >0
< M |F|l3, (2.47)

onde M; > 0 € uma constante que ndo dependeide F'.
Por outro lado, aplicando-se o Le®2d em (1), tem-se:

(o0) (11) = p1 | F1ll72(0.40) + P2 1F2l17210 10) + 23 1 3117200, 1)
< p1 C?[|(f1)all72(0,0) + 22 C (H(fl)IH%Q(O,lO) + ||(f2)x\|%2(zo,ll)) + o3 1)zl 22 1y
< My ||FII3, (2.48)

onde M5 > 0 € uma constante que ndo dependeide F'.

De (2.46) — (2.48) se conclui qued; " € limitado.

Logo, das afirmagdes e 2, tem-se que A, € £ (H) . Assim, 0 € o(A,).

Procedendo de modo semelhante pata e A3, obtém-se: 0 € p(Az) e 0 € o(A3). O

Teorema 2.2. Para cadai = 1,2,3, o operador A; geraum Cy— semigrupo(Su, (1)), de
contracdes sobre o espac#( .

Demonstracéo.Basta aplicar o teorem@a3o .
O

Teorema 2.3. Para qualquer ®y = (ug, v, wo, u1, v, w1) € H = H} x L2 existe uma Unica solucéo
& = (u,v,w,us,ve, wy) dos modelosVEF, EVF e EFV, satisfazendo

o e C ([0, 400 H) .
Além disso, se®y € D (A;) , entdo & € C ([0, +oc[: H) N C ([0, +oo: D (A;)) .

Demonstracdo.Pelo teorema anterior, para cada= 1,2,3, A; geraumCy— semigrupo (S, (t)),>q
de contragBes sobré{. Entédo pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, a aplicacédo

P, : [0,+o0[— H talque P;(t) = S4,(t) Po

€ a Unica solugéo do problema de valor inici%l gt(():) A’g com a condi¢cdo®; € C ([0, 4+o0[: H) .
= %o
Além disso, se®, € D (A;) entdo ®; € C ([0, +ool: H) N C ([0, +00: D (A;)) . O
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Observe que, desde que usamos 0 Semigrupo associado aenpaophra pesquisar a solubili-
dade dos problemag.1) — (2.18), temos que relacionar entre a solu¢cdo do semigrupo dado por
D,(t) = Sa,(t) Py e solugdo do problema em estudo.

Faremos o andlise para o modelo VEF .

Se®y € D(A;) , ou seja(ug, vy, wp) € Hll, (uy,vy,wy) € Hll e (k1 ug + Ko u1,vo,wo) € H2,
entdo®; € C! ([0, +o0f: H) N C ([0, +oc[: D (A;)) satisfaz emH o problema de valor inicial

(2.49)

Uy = A, U(t)
U(0) = &,

Assim, (u,v,w) € C* ([0,4o00[: H} ) NC? ([0, +o0[: L?) tais que verifica as condi¢des de transmiss&o
(2.4) e (k1 u + Ko uyg,v,w) € H?, € solugdo do problemdEF em 1.2 .

Além disso, as condicdes iniciais sao satisfeitas no sefdite e as condi¢des de contorno sao satisfei-
tas no sentido do traco.

Se @y € D (A?) , entdo(u,v,w) é uma solugdo classica do problewiaF.

Se &y € H entdo ®,(t) = Sa,(t) P9 € uma solugdo integral do problen{@.49). Assim,
(u,v,w) sao solucgdes fracas do probleMaF.
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Capitulo 3

Falta de Estabilidade Exponencial nos
Modelos EVF e FVE

Neste capitulo se mostra que os semigrupos associados detosteVF e FVE ndo sdo exponencial-
mente estaveis.

Mostrar que um sistema ndo possui decaimento exponen&abiger, que existem dados iniciais para
0s quais a solucdo pode ser arbitrariamente lenta. Mas tampbédem existir outros dados iniciais para
0s quais exista decaimento exponencial.

A prova da falta de estabilidade exponencial sera baseatlmonemal.38 (Priss - Huang - Re-
nardy).

Assim, para mostrar a falta de estabilidade exponenciatabgr que o operador resolvente nao é
uniformemente limitado. Ou seja, € suficiente verificar aisdg:

(o) Existem sequénciagh, },~; C R, {®s},5; C D(A2) e {F,},>; C H limitada, tais que:
lim A\, =400, i\ —A2)P,=F, e lim ||®,|y=+.
n—-ao0 n—-ao0
No resto do capitulo se desenvolve as técnicas para atingietvo.
O sistema resolvente associado ao modéMF é dado por:

iND— Ay ® =F, (3.1)

Ondeq) - (U,U,?,U,U,‘/,W) S D(AQ) e F = (f17f27f37f47f57f6) S H
Lembre-se qued; : D(A2) C H — H étal que, para cad@ = (u,v,w,U,V,W) € D(Ay) tem-se:

K K K K,
Ay @ = (Uavam_luxxuivxx'i__vaxa_gw:c:c_ lW) .
P1 P2 P2 P3 P3
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Ent&o o sistemd3.1) pode ser reescrita como

idu—U=f; em 10, o] (3.2)

iAv—=V =fy em o, U] (3.3)

Aw—W = fs em 103, 1] (3.4)

IAp1LU — Ky Ugy = p1 fa4 em 10, lo] (3.5)
iAP2V — Ko Upw — ko Vaw = p2 f5  em 1o, I1[ (3.6)
IAp3s W — kg wee + YW = p3 fg em 10,1, (3.7)

com condi¢Bes de transmissao

u(lo) = ’U(lo) s K1 u$(l0) = K9 Ug;(l()) + Ko Vg3(l0) s
U(ll) :w(ll), K9 Ux(ll) + Ko Vx(ll) = Iﬁgwx(h), (38)

e condicdes de contorne(0) = 0, w(l) =0.

Considera-se uma solucdo particular, definida o= fo = f3 = fs = fe =0 € p1 f4 = K14,
onde ¢ escolher-se-a depois.
Ent&o o sistemd3.2) — (3.7) pode ser escrita como:

U=ilu
V=ilv
W =i \w ﬁluxx+)‘2p1u:_’ilq

— (Ko 4+ i Ako)Vzz + A2 pov =0

U _
iIAp1U — k1 tiae = K1 g 3 Wa + (A2 p3 — i Ay)w = 0.

TAPV — Ko Ugy — Ko Ve =0
L A3 W — 3wy +7W =0

Portanto,
Upe + P u = —q (3.9)
Vgw + 820 =0 (3.10)
Wy + 02w =0, (3.11)
ondea? = 2L 52:7[)2)‘2 o= PN Ay
K1 Ko +iAKg K3

Observacéo : Solugbes das equacd€’.9), (3.10) e (3.11).

1. Sejama;, as € C, I C R um intervalo eb : I — C uma funcéo continua. Denota-se por
Ly)=y"+a1y +asy,ondey : [ — C.

(a) Teorema (ver [11]). Ser;, ro sao raizes distintas do polindmio caracteristige) =
r?2 + a7+ ao, entdo as funcdes

p1(x) =€ e ¢o(x) =€m"
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sdo solucdes dé(y) = 0, linearmente independentes em
Por outro lado, se , ro Sa0 raizes iguais, entdo as funcdes

o1(x) =" e ¢Po(x) =xen”

sao solugdes dé(y) = 0, linearmente independentes em

(b) Teorema(ver [11]). Sejam¢; , ¢o solucdes linearmente independentesidg) = 0.
Se ¢ € uma solucdo dé.(y) = 0, entédo existem Unicas constantas c; € C/
¢ = c1 p1+co P2 . Reciprocamentefc; ¢ + c2 ¢2) € solugdo dd.(y) =0, Vey, co € C.

(c) Teorema(ver [11]). Cada solucd@ de L(y) = b sobrel, tem a forma

Y =1y +c101+ 22,

onde ¢, € uma solugdo particulary; e ¢» séo solugdes linearmente independentes de
L(y) =0, e c1, o € C. Uma solugéo particulary, esta dado por

Up(x) = A(z) ¢1(z) + B(x) g2(x)

onde
40~ [ sranamen PO | sman aman
Reciprocamente, cada da forma(3.14) é uma solucéo dé.(y) =b.
2. Para aequagdo(3.9), tem-se:
Upe + 02 u = —q (3.12)
u(0) =0, u(lp) = v(lp) . (3.13)
(e) O polindmio caracteristicg(r) = r? + o? tem raizes distintasr; = ia, 715 = —ic.

Assim; ¢1 (1) = €% e ¢o(x) = e~ *** sdo solugdes de,, + a?u = 0, linearmente indepen-
dentes em0, ly] .

(o) Asolucdo geral dg3.12) é da forma:u(x) = uy(x) + c1 €% + cp e 2% Va € [0,1o] .

(e) Uma solucdo particular é,(z) = A(z) €' “* + B(x) e~ **® onde:

q(s () _L ! Se—ias s

/¢1 ) = AR " 3a fy e s,
_ [ bt
Bm‘/o NPT

xT

(_bl(t) dx = —t q(s) e’ ds.

¢y (1) p2(t) 2a Jy

(
)
)




. , 1
(o) Logo, u(x) =c1 €' ** +coe "% — —
«

/ q(s) sin(a(x —s))ds.

0

(e) Usando-se as condigBes de contofBal3), obtém-se:
c1+eco=0

, . 1 [l
cret®lo ey et — (i) + - / q(s) sin(a (lo — s)) ds .
0

I

1

i
Operando-se tem-se; = —— e =
P ! 2 2 sinh (i aclp)

(o) Assi 2 sinh (i aclp)
e) Assim,

P j I i I :
- = texr__ 00V rar . d
U = S mGiaty) ¢ 2smh(ial) a /0 als) sinfa (@ = )) ds

- m (emx - efmx) 1 /Ozr q(s) sin(a(x — s))ds

e
sin(a x) 1

= w—— /0 q(s) sin(a(x — s))ds

sin(alp) «

lo ) 1 T )
] /0 q(s) sin(a(lp — s))ds — — /0 q(s) sin(a(x — s))ds.

«

sin(a x) sin(a x)

= u(lp)

sin(alp)  a sin(aly
. Para a equacéo(3.10), tem-se:

Ve + B2 =0 (3.14)
v(lo) = u(lo), v(lh) = w(l). (3.15)
(o) Asfungdese;(z) = e'P® e ¢o(zx) = e *#* sdo solugBes dé€3.14) , linearmente indepen-
dentes emly, 1] .
(e) Asolucdo geral deg3.14) é da forma:v(z) = ¢y €P + coe 8% V€ [ly, 11].
(e) Usando-se as condi¢es de conto(Bal5), obtém-se:
crePlo 4y eiPl — g (1)

c1ePl 4 yeiBh = v(ly).

v(ly) e Pl —u(ly) e Ph u(lp) ePh — (1)) et Blo

Operando-se tem-se; = 2 sinh(i B (lh — o)) €= 2 sinh(i B (11 — lp))

(o) Assim,
o) = A ) ) O,
2 sinh(i B (11 — ly)) 2 sinh(i 8 (11 — lp))
v(ly) (eiﬂ(x—lo) - e—iﬂ(w—lo)) u(lo) (eiﬁ(w—ll) - e—iﬁ(w—h))
- 2 sinh(i B (Iy — o)) a 2 sinh(i 8 (Iy — lo))

sinh(i 8 (z — lp))
sinh(i 8 (I1 — lp))
sin(B (z — lp))

(B (h —1o)) T ")

u(lo) sinh(i 5 (1 — x))
sinh(i g8 (I1 — lp))

sin(B ( — z))

sin(B8 (I — lo))

= v(l1)

= v(l1)
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4. Para a equagao(3.11), tem-se:

Wep + 0w =0 (3.16)
w(ly) =v(ly), w(l) =0. (3.17)

(o) Asfungbeseg;(z) = €77 e ¢o(x) = e *7% sdo solucdes d€3.16), linearmente indepen-
dentes emly, ] .

(e) Asolugéo geral de3.16) é da forma:w(z) = ¢ €'9% +coe 9% VYV € [I,]].

(e) Usando-se as condigBes de contofBal7), obtém-se:

c1e 7 fegemih = y(ly)

1%t gl =0,

U(ll) efial U(ll) eial
Operando-se tem-se; = — ecy = .
P LT Ty smh(io (I—1) C 27 2smh(io (I =0))
(o) Assim,
_ v(ll)e_ial iox v(ll)eial —iox
W) =~ Ao U =) ¢ 2 sinh(io (I — 11))
U(ll) e—io‘(l—;t) U(ll) eio‘(l—a:)

" 2sinh(ic(I—1y)) ' 2sinh(io (I —1))
() sinh(io (I — x))
Ysinh(io (1 —10))
_ sin(o (I — z))
=v(h) sn(c(=0))

Em resumo, as solucdes das equag@e8) — (3.11) sé&o:

sin(a z) sin(a z) o . [ .
u(x) = u(lp) sn(aly) T asm(al) /0 q(s) sin(a(lp — s)) ds — o /0 q(s) sin(a(x — s))ds
. sin(5 (z — lp)) " sin(8 (I — x))
vle) = ol GrEi =) T ) Saig =)
. sin(o (I — z))
w(z) =v(l) sno (=) (3.18)

Logo, para determinar o sistema de solu¢deds), tem-se que calcular os valores d€ly) e v(l;).
Desenvolve-se isso no proximo lema.

Lema 3.1. Sob as condi¢Bes acima, tem-se

ag!

lo
m/{) q(s) sin(a s)) ds,

onde G(\) = —fB(ka + i ko N) sin(aly) cot(B (l1 —lp)) — k1« cos(alp) e j € tal quej(A) — 0
quandoA — co. Alémdisso, u(lp) = h(N)v(ly), onde

u(lo) = —

h(X) = [B (k2 +iA ko) cot(B (I1 — o)) + K30 cot(o (I — 1))] [M] )

B (k2 +1iXKo)
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Demonstracdo.Observe-se que:

(e)De (3.3) quando fo=0 : V,=i\u, (3.19)
(o) vy = % cos(B (z — Io)) — % cos(B (I1 — ) (3.20)
(.)uh7::5§i§%§¥}%35<xm<g<z__x)> (3.21)
(o) uy = Sio‘nl(‘g?z) cos(az) + Sfﬁfﬁii /0 ’ q(s) sin(a (lp — 5)) ds — /0 " 4(s) cos(a (z — ) ds.

(3.22)

Usando-se(3.19) — (3.21) na condigdo de transmissag v, (l1) + o Vi (l1) = k3w, (l1), obtém-se:

(k2 +iXko) ve(l1) = K3 we(l1)
Bu(lo)
sin(8 (I1 —lo))

< B (k2 +iAkKg) cot(B (I — o)) + k3o cot(o (I — 1)) v(ly) = [

< (ko + 1 AkKo) |Bo(ly) cot(B (I —lp)) — ] = —krgov(ly) cot(o (I — 1))

B (ka +1AKg)

e |08
Logo

u(lo) = h(A) v(l1), (3.23)

onde h()\) = [ﬂ (FLQ —i—’i)\/ﬂ()) COt(ﬂ (ll — ZO)) + K30 COt(U (l . ll))] |:Si11(/6 (ll - lO))] '

B (k2 +1iXKo)
Note-se que|h(\)| — +oo quando || — +oo.

Por outro lado, usando-48.19)—(3.22) na condic¢éo de transmiss&o u,(ly) = 2 vz (lo)+ro Vz(lo) ,
tem-se:

K1 uz(lo) = (k2 + 1A ko) vz(lo)

cos(alp) cos(alp)

lo lo
<~ k1 au(ly) Sn(alo) 1 Sn(alo) /0 q(s) sin(a(lp — s)) ds — k1 /0 q(s) cos(a(ly — s))ds

: Bu(l) Bu(lo)
MTHAW)LMBM—%D_QMBQ—MD
lo
< k1 au(ly) cot(aly) + K1 /0 q(s) [cot(alp) sin(a(ly — s)) — cos(a(ly — s))] ds =

[ﬂ(m +2')\/<ao)] [ 1
sin(B (ly —lo)) | [h(N)
< k1 au(ly) cot(aly) — sin?ﬁo) /Olo q(s) sin(as)ds = [
— (i

lo
— K1 /0 q(s) sin(as) ds

cos(fB (1 — lo))}

— COS(IB (ll — lo)):| u(lo)

B(ﬁg—l—i/\ﬁo)] [hl — cos(B(ly —

sin(B (I1 — lp)) (A)
—cos(f (1 — lo))} — K1 cos(al0)> u(ly) =
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B (k2 + i A ko) sin(alp)
h(X) sin(B (L1 — o))

— [ + [—B (ka2 + i X ko) sin(aly) cot(5 (I1 — lo)) — k1 a cos(alp)] | u(lp)

G(\
3 »
lo
= —K1 / q(s) sin(as)ds.
0
Note-se quej(A) — 0 quando\ — oo, onde a conclusdo segue. O

Agora se esta en condi¢des de mostrar o resultado prin@ptd decéo.

Teorema 3.1. O modeloEVF ndo é exponencialmente estavel. Além disso, existe uméacsaqu
An > Con e uma sequéncia de solugdés do sistema resolvente tal que:

@3 > Con.

Demonstracdo.Para cadan € N, define-se

1 K1 1 K1 .
Am=—/—(2nn+—), F,=(0,0,0,—¢q,,0,0) € H, gn(s)=sin(ay,s), s (0,
=2 (2t ) B = 0002 0,0.0 € Ko a(s) = sinfans) 5 € (0.0)

D, = (Up, Vny Wy, Up, Vi, W) € D(A2) onde

Up , U, W, €stdo definidas erf8.18) e U, =il up, Vo =i vn, Wy =i A, wy, .

. L1 2 P2 2
Lembre-se quen,, = ,/— A\, € = — = ).
queomn K1 " an Ko + 1A\, K0 n

Entdéo X\, — 4+, a, — +oo e porconstrucaa ), ¢, — A, ¢, = F, .
Por outro lado,

), tan(ay, lp) = tan(

).

1 1
anly =2nm, + —, sin(ay, lp) = sin(—=), cos(a, ly) = cos(

Vi Vi

Além disso, paran grande o suficiente tem-se

i

1
NG

anlo = 2nm, sin(ay, lp) =~ , cos(ap lp) = 1, tan(ay, lp) =~

1
7

Si-

Logo,

2 2 . 2
K1 9 K1 lo  sin(2ay 1) K1 lo 1
F %2 == n == - " <<= -4+ —
|| HH <p1> ||q HLQ(O,lo) <p1> (2 4an ~\;m 9 + 4an

ou seja é limitada.
Por outro lado,

lo (k1>
_%£<;>,
2 \m

H@an-L > p1 ||Un||%2(0,lo) = p1[|An un”%2(0710) = K1 [lan unH?‘ﬁ(o,lO)a (3.24)
onde

sin(an ) | sin(o, )
QU () = i (lo) sin(an lo) " sin(an lo)

lo T
/ qn(s) sin(ay,(lop — s)) ds — / qn(s) sin(an(z — s)) ds
0 0
(3.25)
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Pelo Lema3.1 tem-se

lo
K1 .
nllp) = ————+——— n ds. 3.26
un(lp) GO +j(/\n)/0 qn(8) sin(ay, $)) ds ( )
Observe que
G(An) +7(An) _ —Bn(ke + i ko An) sin(ay, lo) cot(By (I — lp)) N —K1 ap cos(an lo) + j(An)
(3.27)
Como
lim Bn (K2 + 1 ko Ap) sin(ay, lg) cot (B (11 — o)) _ ¢ eC\R
n—-+oo )\n
] —k1op cos(anlo) +7(An) 1 . _
m N, = lm —pik COS(%) +7(An) = —V/p1F1
Entéo de(3.27) obtém-se
_K‘l —K,l Cl

~

GOw) +7n)  —Ba(ka + i ko M) sin(am lo) cot(Bn(ls — o)) — #1 o c08(amlo) + J(An)  An
para A\, grande o suficiente, ondg € C\R.
Logo, de(3.26) tem-se

o [l . o [P .
un(lp) = )\—/0 qn(8) sin(ay, s)ds = e qn(s) sin(ay(lp — s)) ds (3.28)
Substituindo-s€(3.28) em (3.25) obtém-se
oy un(z) = (c2 +1) % Qn(lo) — Qn(x), (3.29)

onde Q,(z) := / qn(s) sin(ap(z — s))ds e ¢y € C\R.
Observe que °

sin®(a, ) @ cos(ap ) cos(ay x) sin(2 ay, )

Qn(x) = /Ox sin(ay, ) sin(a,(x — s))ds = _

2 a, 2 dap
o lo cos(ay,) | cos(anlo) 1
Qn(l()) T 52 - 2 n3/2 ~ _5
Alem disso,
lo lo .2 2 C 13 C
24 >/ Md 2 s ¥ 3.30
lo sin(a,, ) | co cos(ay, lp) + 1 lo
/0 co cos(ay o) — (co cos(ayn lg) + 1) ﬁ ds > ez 5 si;Q(QO)lo) ) /0 sin?(ay, z)dx — C
n n
~Cn-C (3.31)

Usando-se as desigualdades29), (3.30) e (3.31) em (3.24) paran grande o suficiente, existe uma
constanteC' > 0 tal que

@03 > Kt llam wnll2(0yy) = Cn— C

onde a concluséo segue. O
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Capitulo 4

Estabilidade Exponencial nos Modelos
VEF, EFV, VFE, FEV

Neste capitulo se mostra a estabilidade exponencial dgagoiassociado ao problema de transmissao
desde que a parte viscosa ndo esta no meio da viga.

Consideremos o modelo VEF
Lembre-se que, o semigrupo associado ao problema de tiss@WEF € dado por(Sa, (1))~ »

onde

A1 @ = <quvuvvpﬂuxx+@Uxazuﬁvxwp@wxx_ lW) , VO = (u,v,w,U,V,W) ED(A1)7
P1 P1 P2 P3 P3

D(A) ={PeH: (UV,W)e Hll , (R1u+ ko Uyv,w) € H?, Ky ug(lo) + ko Ur(lo) = ko vz (o),

ro vz (l1) = k3 we(l1)} -

O objetivo € mostrar deorema 4.1 que diz: 0 semigrupo associado ao problema de transmiésBo
€ exponencialmente estavel.

A prova deste teorema esta baseado em verificar as condigbessarias e suficientes do teorena
(Priss - Huang - Renardy).

Antes provar-se-a uns lemas Uteis que irdo desempenharpehipgortante.

Lema 4.1. Sejam\ € R, ® = (u,v,w,U,V,W) € D(A1) e F = (f1, fo, f3, fa, 5, f6) € H . Se
(iANI—A)®=F, entdo

lo l
o [0 oy [ WRde < [0 Pl (4.1)
0 1
Demonstracao Hipéteses,

iND— A D =F. 4.2)
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A equacdo espectrdlt.2) pode ser reescrita como

IAu—U=f em ]
iAp1U — K1z — ko Upe = p1 fs em |
iANv—=V =f em ]
iApeV = KoVpe =p2fs em ]
tAw—W = f3 em ]

iApsW — k3wye + YW =p3fs  em ]

com condi¢cdes de transmissao

u(lo) = v(lo), k1uz(lo) + Ko Usr(lo) = k2 vz(lo),

’U(ll) = w(ll), K9 ’U$(l1) = K3 w$(l1) s

e condicdes de contorno

Por outro lado, lembre-se qué; é um operador dissipativo e

lo l
Re(Al@,@H:—mo/ |U$|2dm—fy/ (W2dz <0, Y®eD(A).
l1

0

Entdo, multiplicando-se a equac&b.2) por ¢, obtém-se:

(F, @)% =(iA® - A1 D, B)y =i\|D|3, — (41D, B)y.

Tomando-se a parte real e usan@ol0) , tem-se:

(4.3)
(4.4)
(4.5)
(4.6)
(4.7)
(4.8)

(4.9)

(4.10)

lo l
no/ \UIIdeJrV/l W[?dz = —Re (A1 @, B)y = Re (F, Dy < |(F, D)e| < |[Flpe | @]l
0 1

Assim,

lo 1
»so/ \Ux\2dw+7/ WP de < |19 |1 Fllx
0 15

Lema4.2.SejamA € R,k >0,v>0e F = (f, g) € H'(a,b) x L*(a,b).
Para qualquer solucéo forteZ = (¢, ¥) € H!'(a,b) x L*(a,b) do sistema

iINY =V =f em Jab|
IAPY — KYge +7V =g em Ja,b[,

existe uma constanté€’ > 0, que ndo depende d&, F' e )\, tal que

b
[Yz(@)® + [ (a)]* + [ (b)]* + ¥ (b)) SC/ (1O + [9o]?) da + CZI] | F1]
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1/2 1/2
onde | 2] = (I1all22(ap + 1%12200p) € IFN = (1fall2(0gy + 191220 )
Além disso, paray = 0, tem-se:

b
/ (21 + o) dz < C ([u (@) + [¥(a)]?) + C 2| Fl (4.14)
b
/ (127 + [¢a]?) dz < C (| (b)]* + [2®)]*) + C 1 Z] | F] - (4.15)
DemonstracdoDe (4.11), tem-se:
(4.16)

1. Mostrar-se-a a desigualdade(4.13) .
Multiplicando-se (4.12) por <a: - %) 1, e usando(4.16), obtém-se:

2 2 2 2
a+b —
_’7('1‘_ 92 >‘111/)$
Integrando-se e tomando a parte real:
b b b

—pRe/ (x—a;b>W@xd$—ﬁRe/ (J:—a;_b)Ex@bmdx:Re/ <x— +b>gaxdaz

b b _ b b .
—I—pRe/ <x—a—2i_ >\I/f$d:c—’yRe/ <3:— i >\Ifw$d3:
(4.17)

Observe-se que:

(o) /ab<x—a;b>\1@xdx: ( a+b>
— Re/j(:z:—a;—b) VT, dr = <b_

/|‘I’|2d1‘—/ <x—a—2i_b>@\llxda;

b
) (v + 1ww) -3 [ opa

(4.18)
b b b b
(--)/ (:e—“* )wgcwwwd:c—( o )m /|wx|2da:—/ (:c—“* )wwmd:c
b b b—a
:»Re/ (:c—” >wmmdaz ( 7 )(lwa;( ) + [1a(b) ——/ o l” d
(4.19)
Substituindo-sg4.18) e (4.19) em (4.17) , e tomando médulo, obtém-se:
b— b—
p(U5) (@ +10R) +a (P70) (ol + ) < & [ 0P s [
b b b b b
# [ o= Sttt o [ o= 25 ‘I‘I’Ilfxlda:Jrv/ o= S5 v de.
(4.20)
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Sejam(C} = <bjTa> min{p, k} € Cy =max{1, p, K, v}.

a+b b—a
_2 0 <
Ty

Como
- 2

, YV € [a,b], entdo em(4.20) , tem-se:

b
O (1%(@)]” + [2O) + [¢a(a)]? + [a (0)?) < Ce / (12[* + [ ]?) dz +

b— b
2 < 2a>/ (‘g| |¢5’3|—|_|\IJ||J£:1:|""|\IJ||¢:1:DCZm (4.21)

Observe-se que:

b
/ (gl [e] + 9] | fo] + €] [th2]) dz < W] 22(00) Vel L2 (@) + 9] L2(ap) 1Yzl £2(00)+

19N 22 (a0 11 fll 22 (a,8)

IN

1 1/2 1/2
5 (1912 + WelBaany) + (91320 + 15 Ba0s) (I3 ary + el

1 b
<3 [ 0P+ o) do s 121171, @22)

Logo, usando-se a desigualda@e22) em (4.21), obtém-se:

Cy b—a Cs (b
(W@ + [WOP + o)+ 0a0) < 2 (10 252) [ o o) o + 2L 2 )
<& / (N2 + [ 2) d + 1 | 211 |
onde C; = max {% (1 42 ; a> , 022bc_ a4 } é uma constante que ndo dependeZder e \.
1 1

2. Mostrar-se-a a desigualdade(4.14) .
Multplicando-se(4.12) por (z — b) 1, e usando(4.16), obtém-se:

—p(z —b) (i/\%)‘l’—ﬂ(ﬂﬁ—b)%%x = (l‘—b)g%
<:>—p(x—b)‘llﬁ$—/€(m—b)a$¢$$:(aj—b)gigg—l—p(l‘—b)‘llfx.

Integrando-se e tomando a parte real:
b - b
—pRe/ (J:—b)‘ll‘llxda:—ﬂRe/ (7 — b)Yy Vyp dr = Re/ (x—b)gv, dv+

/ r—b) VU f, dr. (4.23)

Observe-se que:
b b
(o) / (z—b) U, dx = (z—b) |V | / \Wda:—/ (x—b) UV, dx
b
— Re/ (x—b)\y@xdx:<b;“> /\de (4.24)
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b

b b
(o0) /<a:—b>mmdx:<a:—b>|w$|2\2—/ |w$|2d:c—/ (& = b) s By da

b
= Re/ (2 — b)Yy Vg d = (b ) [e(a / |z de  (4.25)

Substituindo-sg4.25) e (4.24) em (4.23) , e tomando médulo, obtém-se:
[ - LR A b—a 2 2
S [ wirde s [P o< (P50) (IU@P + kppa(@P) +
b
[ Ge=bllglival +plo =[] f) o @26)

. 1
Sejam(C3 = 5 min{p, K} e Cy = (b—a)Cs.
Como|z —b| <b—a,Vz € [a,b], entho em(4.26), tem-se:

b

C
(9P + 1) do < G (W@ + (o) / (gl el + 9] |fo])da
> (19(a)]* + ¥ (a)?) + Cy lgllz2 @) 1Vl 22(ap) + 1Y 22(00) 12l 22(a0)

~ ~ 1/2 1/2
Co (%@ + (@) +Cs (191320 + 1felaary) (1013200 + 16020 )
Co (1W(a)? + [ (a)?) + Co | Z] | P,

S|

)

INIA

IN

Cys Oy
ondng max{03 53

} € uma constante que ndo dependeZder’ e ).

3. Mostrar-se-a a desigualdade(4.15) .
Multplicando-se(4.12) por (z — a) %, , usando(4.16) , integrando e tomando a parte real, obtém-se:

b

b b
—pRe/ (x—a)\llﬁxda:—ﬁRe/ (a:—a)%%bmdx:RG/ (r—a) g, dr+

b
pRe/ (r—a)W f,dz. (4.27)

Observe-se que:

(o) Re/ab(g;—a)\wxdx: (b;“> |\y(b)\2—% /b|\ll|2dx (4.28)

(e0) Re /ab (z = a) ¥y Yoo dv = (b ) |%2(0)" — 5 / [ de . (4.29)

Substituindo-sg(4.29) e (4.28) em (4.27), e operando de modo semelhante ao caso anterior, tem-se:
b
| Q0P +10af?) do < G (WO + 02 0)F) + Ca 2] 171

onde C; é uma constante que ndo dependedéd e \.
Logo, baseando-se nos casos anteriores, basta tOrsamax {@1 , 52 , @3} . O

Agora mostrar-se-a o teorema central do capitulo.
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Teorema 4.1. O semigrupo associado ao problema de transmissédo decanerp@lmente, quando o
tempo vai para infinito, se e somente se, a componente viséosasta no meio da viga.

Demonstracao.Condicdo necessaria.
Se a parte viscosa estd no meio da vigaJelarema 3.1 segue que o modelo ndo é exponencialmemte
estavel.

Condicao suficiente.
Suponhamos que a componente viscosa ndo esta no meio da viga.
Consideremos o0 modelo VEF .
Baseados ndeorema1.38, tem-se que provar que o eixo imaginario esta contidogm,) e que o
operador resolvente é uniformemente limitado sobre o @maginario.

Mostrar-se-a : iR C o(A;) .
Desde queA; é um operador fechado®(.4,) tem mergulho compacto sobre o espago faseentao
0 espectroo(.A;), s6 contém valores préprios. Assim, é suficiente provarué;) ndo contém valor
préprio imaginario nenhum.
Ver-se-a isso raciocinando por contradicdo Suponha que existe um valor proprio imaginario
iAo, Mo €ER. Istoé

1Ay Py — A1 Py =0, (4.30)
onde 0 # @y = (ug,vo,wo, Vo, Vo, Wo) € D(A1).
Reescrevend@4.30) :
i)\o ug — U() =0 (4.31)
i Ao p1Up — K1 (UO)SCCC — ko (UO):c:c =0 (432)
i)\o Vo — ‘/0 =0 (433)
iXop2 Vo — K2 (V0)ze =0 (4.34)
i)\o wo — WO =0 (435)
iAo p3 Wo — k3 (Wo)zz +7Wo = 0. (4.36)

Usando-se o Lemd.1 e as relacteg4.31) e (4.35), obtém-se:
Wo =Up=0=ug=uwp. (4.37)
Por outro lado, das relac6€4.33) e (4.34), tem-se:
A8 p2vo — K2 (v0)zw = 0. (4.38)
Além disso, usando-sé1.37) nas condi¢Oes de transmissgh9) , obtém-se:
vo(lo) =vo(l1) =0 e (vo)a(lo) = (vo)a(lr) =0. (4.39)

Logo, considerando-se as relagd@s3s8) e (4.39) como um problema de valor inicial em = [,
tem-sevy = 0. Mais ainda, de(4.33) obtém-sely =0.
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Portanto®, = 0, mas isso é uma contradigao.
Assim, iR C o(A;).

Mostrar-se-a : O operador resolvente esta uniformementeiiitado sobre o eixo imaginario.
Desde que o operador resolvente é analitica, mostrar-ge-& gniformemente limitado em valores de
A sobre o eixo imaginario e fora de uma bola fechada cujo radalefiende deb, F' e A.

SejamF:(fl,fg,fg,f4,f5,f6)E’H e iANEIR, A#0.
Denote-se por (i A\ — A;) ' F =& = (u,v,w,U,V,W) € D(A;).
Basta provar que : ||®||3, < M |||y ||F||» paraX grande o suficiente , ond&/ > 0 é uma cons-
tante que ndo depende de, F' e ).

l
Primeiro : Mostrar-se-a que/ (Jwe|* + |W?) da < My || @5 || F||» paraX grande o suficiente,
!

onde M; > 0 € uma constante qhe nao dependebdeF e \.
De (4.7) :

iAw=f3+W (4.40)

Multiplicando-se a equacapt.8) por w e usando(4.40), obtém-se:

—p3 W (i Aw) — K3 Wee W + % W(iAw) = p3 few
2 7 Ly 2, Y _
— —p3 |[W| —p3Wf3—/<53wmw+7\W\ —|—7Wf3—p3f6w
Integrando-se,
! l ! I iy [
—ﬁg/ Wy Wdz = p3 | fewWdr+p3 | (WPPde+ps [ Wfsde— = [ |[W*dx -
l1 I1 I1 l1 A Iy
- 1
Y Wde (4.42)
Ay

Note-se que:
l !
/ Wee W dx = —wy (1) W(ly) — / |we|? da . (4.42)
15 A
Substituindo-sg(4.42) em (4.41) e tomando a parte real, tem-se:

l

! ! !
Klg/ \w|* do = —r3 Rewy (1) W(l1) + p3 | |W|*dz + p3 Re / fewdz +psRe | W fsdx
A I l I

: l
~Re L | WTFydz
X,

Tomando-se mdadulo e usando a desigualdade de Holder, clatém-

l [ [ l
/ \wxﬁdxsn3|wx<z1>||w<z1>|+p3/ |W|2dx+p3/ |f6\\w\dx+p3/ W |fs) de +
I I l1 31

[
i / W Ifs) d
N,
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l
< (p3 /l W12 e+ 3 | foll oo Nl e + 23 sl HWHLz(h,u) ;
1

(I)
v
k3 [wz(I1)] Jw(ly)] + o I fsll Lz Wl z2ay 0y - (4.43)

(1)
Observe que

1. Desde que(u,v,w), (f1, f2, f3) € H} , pelo Lema2.1, existe uma constant€’ > 0 que n&o
depende deb, F' e )\, tal que:

||UHL2(0,10)7 ”UHL?(lo,ll)v H’LUHL2(11,1) <C|®x
e [[fillzz0.0) > 1f2llz2a0,00) > 13l 2200y < CHIF % - (4.44)

Além disso,

PUUZ2000) > 22 V120000 5 23 IW 1220, 0y < 112113,
e 1l falliz0) > P2 155020y » P31 f6lIE2qy 0y < IE I3, - (4.45)

Logo, do Lemat.1 e das desigualdaddd.44) e (4.45), obtém-se:

(1) <

e (II)<

< C1 ||| | Fllx
&y
LDl || F |13 - (4.46)

Al
onde C; é uma constante gue ndo dependeldeF’ e \.

2. Usando-se o Lema2 paraw e W, e a imersdo de Sobolet!(l;,1) — C([l1,1]), pode-se
escolher uma constanté; > 0, que ndo depende dé, F' e ), tal que:

. wa (1)] i A w ()] = wa(h)l [f3(1) + W ()]

|wg (1) w(ly)| = B

s (0] W]+ 57 e (1) 1£3(0)]

Al
1
(lwz(1)]? + W (I)]?) + B lwlleqn ) 13 leq,n

IAI
1
=3 |>\|

<5 / (jusf? + WP )dﬁw el Wl

< & [ i+ W) do+ 2 1) 1Pl
Y h( )2

(4.44)

< @ [uafar+ 2 ol Pl @.47)
Wk 3
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Logo, usando-se as desigualdac{esm) e (4.47) em (4.43), tem-se:

[
e e < / w2 der + W 1@ 3¢ | F Ll + G 1913 | F e (4.48)
1

onde C5 > 0 é uma constante gue ndo dependebdeF e ).
Sejai\ € C\ B(0,C3) . Entdo usando-se a desigualdadel8) e o Lemad.1, obtém-se:

l
/ (Jwal? + W) de < My @1 | Fl (4.49)

I

onde M; > 0 € uma constante que ndo dependebdeF’ e \.

I .
Segundo :Mostrar-se-a que/ (Jva]® + [VI?) dz < My || @3 ||F||% paraix € C\ B(0,C3),
!

onde M> > 0 é uma constante q&e ndo dependebdef’ e \.

Usando-se o Lem&2 no casoy = 0 parav e V , existe uma constanté’ > 0, que néo depende
de &, F e A, tal que:

l1 B B
/l (loal? +VI?) dz < C (Jua (1) + [V (1)) + Cl|@lla¢ 172
0

~ /g2 ~

O (P + W) + €10l 1P

(4.9)

< G (lwe ()P + W ()P) + Cr || @l | Flls,  C1 = C max{1, &3/r3}

!
< Oy / (Jwe|? + [W?) dz + Co ||| || F ||

(4.13) h

M@l [P (4.50)
(4.49)

onde M > 0 € uma constante que ndo dependebdeF’ e \.

lo
Terceiro : Mostrar-se-a que/  (|ug|* + |U|?) dz < M3 |||l ||F|l% paraX grande o suficiente,
0
onde M3 > 0 € uma constante que ndo dependeideF’ e \.

Das relacbeg4.3), (4.5) e (4.7), tem-se:

idu=f1+U0 , idv=f+V e idw=fs+W. (4.51)

Multiplicando-se as equacde@t.4), (4.6), (4.8) por w, v, w respectivamente, e usandd.51),
obtém-se:

L. —prU(@@A )_’iluxx — ko Upe W = p1 [14U Pl‘U| _plUfl_u(ﬁlu:c:c"i_ﬁOU:c:c)—p1f4u

2. —pa V(iAV) — Ko vye T = po f50 <= —p2 [V> — p2V fy — Koy T = p2 f50

7 . _ _ 1 — = _ _
3. <%—P3 W(Z)‘w)_ﬁ3w$$w:p3f6w<:><¥_p3>W(W+f3)_H3wa:a:w:p3f6w
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Integrando-se por partes:

lo

lo lo l() lO _
1. /@1/ |u$|2d:c+/10/ Uy Uy dx = py f4ﬂda:—i—p1/ |U|2d:c—|—p1/ Ufidx+
0 0 0 0 0

U(lo) (k1 uz(lo) + ko Uz(lg)). Como U, =iAu, —(f1),, entéo:

lo lo lo lo o lo
(f<;1+i)\/<c0)/ \ux|2dx:p1/ |U\2d:1:+p1/ f4ﬂd:1:+p1/ Uf1d1:+/<co/ Uy (f1)z dz +
0 0 0 0 0
ﬂ(lo)(ﬁ;l ux(lo) + Ko Ux(lo))

5 1 1 5 .
. @/ |’U$|2d:c:pg/ VR dz + o f5ad:c+p2/ V Ty dz + s 0a(1) T ) — 13 0 (l0) 5l0)

lo lo lo lo
l

: l ! : !

(3 /3 —

s [ Nofds = (=20 ) [P pa [ gawaet (=) [ W e - wawattymon
Iy A Iy I A I

Somando-se as igualdades e considerando as condicdesstaigsfo(4.9) , depois tomando a parte

real, tem-se:

lo 151 ! lo I8 [
/@1/ |u$|2da:+/12/ |v$|2da:—|—/£3/ |w$|2d:1::p1/ |U|2d3:—|—p2/ |V|2d3:—|—p3/ W dx +
0 51 0 Iy

lo lo
l l l N

noo no B
Re(pr | faudz+p2 [ fsvdr+p3 f6md$+pl/ Uf1d$+02/ Vfodz+ps [ W fsdx

l1 l1 l1 l() l() lO

lo iv [l
—l—/<c0/ ﬂx(fl)xda:—j W fadx).
0 l1

Tomando-se modulo e usando a desigualdade de Holder, clatém-

lo
'11/0 |ug|* dz < </€2 [vellT2o 1) + 53 1wl Faqy gy + P2 IV 720 40y + 23 ||W||%2(l1,l)> +

(®)
(p1 1 fall L2(0,00) 1l £2(0,00) + P2 1151 200 00) 100 200,000 + 23 I 6l 20y 10l 2y 1)) +
(©)
(P10 22 (0,00) 11l £200.00) + 22 IV L2010,00) 12l 200.00) + 23 IW 2y 0y 130 2200 )
(®)
N
+Qmwmw+mmmwmmwm%ﬁﬁmwmmMm%@.
(@)
(4.52)
Observe que
1. Usando-sg4.49) e (4.50) :
(©) < (k2 My + k3 My + p2 Mz + p3 My) [|Pla [ F]]3, (4.53)

N1

onde N; > 0 é uma constante que ndo dependebdeF' e .
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2. Usando-sg4.44) e (4.45), tem-se:
P U z20,00) 11l 2200,00) 5 P11 fall £200,40) 12l 220,10) < V1 C 1@ l2g ([ F'l|24
P2 IV L2000y 12l 22 (10,00) » 22 151l 22 10,00) 10 £200,00) < VP2 C I @N3 1 F Nl
3 Wil 2y 13l 20y s p3 I fell 2 oy Wl gy < V3 C 1@l [1F |l -
Entéo, pode-se escolher uma constate> 0, que ndo depende d&é, F' e A, tal que

(©) +(®) < No |3 || £ (4.54)
3. Pela desigualdade de Poincaré e o Ldrma existe uma~constanté~73 > 0 que ndo depende de

03
©, F e\, talque:p[|U][72,) < Cs||Us |2, 0d0) < H—O (1P [# (1 E']]24 -
Por outro lado,

w0 [tz L20.00) [(F1) ]l 22(000) S \I@IIH £ 2

~
g IWllze @ 15l 22 < 1| 1 £l -

R \/p_3|>\|

Entéo, pode-se escolher uma constaite> 0 que ndo depende dé, F' e )\, tal que

(@) < N3 |[ @l [ Fl[2 + A B 21l | F 3 - (4.55)
Logo, a partir das desigualdadé$.52) — (4.55), obtém-se:
lo
| sl 10P) e < N 1@l [P+ 75 19l [Pl (4.56)

onde N > 0 € uma constante que ndo dependebdef’ e ).
SejaR = max{Cs, N}.
Seil € C\ B(0,R), entdo das desigualdadés$.49), (4.50) e (4.56), tem-se:

l() ll
/0 (lual? +|U1?) dae < My ||@]l3¢ | Fll3 /l (loal? + [V[?) de < My |||l [|F 3 ,
0

l
[ (ol + W) do < 0y [ | Pl
1
onde My, M5, M3 > 0 sdo constantes que ndo dependen®deF’ e \.
Entéo,

lo I l
AT =)™ F =0l < ([ (QuaP + 0P) o+ [ (o 1VE) ot [ (sl 4 1WF) o)
0

l() ll
< & (My+ My + M3) [P [ Fln ,
M
onde xk = max{k1, K2, K3, p1, P2, p3+ € M > 0 € uma constante que ndo dependebdel’ e \.
Assim,

| (AT —A) ' Flly <M||F|»,VFeH,V|\>R.
[l

Procedendo da mesma maneira que 0 caso anterior, pode-sarrsesjue 0 semigrupo associado
ao problema de transmiss&®&V decai exponencialmente, quando o tempo vai para infinito.
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Capitulo 5

Decaimento Polinomial e Otimalidade nos
Modelos EVF e FVE

Neste capitulo, 0 objetivo é mostraffeorema 5.1 que diz: A solucdo do modelBVF decai polino-
mialmente para zero como 2. Além disso, a taxa de decaimento é 6tima para qualquer damial imo
dominio D(Asz) .

A prova deste teorema esta baseado em verificar as condigbessarias e suficientes do teordmia
(Borichev - Tomilov).

Lembre-se que, o semigrupo associado ao problema de tiss@BVF € dado por(S.a, (t));>¢
onde

As® = <U,V,W,ﬂum,@vm + 0 Vo, 2 gy — 1W> VP = (u,0,w,U,V,W) € D(A),
P1 P2 P2 P3 p3
D(As) ={® e H: (U V,W) € H, (u, hav + kg V,w) € H?, k1 uz(lo) = k2 v (lo) + ko Va(lo)
ko V(1) + ko Va(ly) = kg we(l1)} . (5.1)
Por outro lado, o sistema resolvente associado ao médgfoé dado por
IXND— Ay ®=F. (5.2)

Reescrevendo-s€.2) , tem-se:

idu—U=f; em 10, o] (5.3)

iAv—=V = fy em o, U] (5.4)

Aw—W = fs em 103, 1] (5.5)

IApLU — Ky Uge = p1 fa em 10, lo] (5.6)
IAP2V — Ko Upe — ko Vaw = p2 fs  em 1o, I1[ (5.7)
iAp3W — K3 Wee + YW =p3fs  em Ji, 1], (5.8)

com condi¢Bes de transmissao

u(l()) = ’U(l()) s K1 u$(l0) = K29 Ux(l()) + s} Vx(l()) s
U(ll) :w(ll), K9 Ux(ll) + Ko Vx(ll) = ﬁgwx(ll), (59)

e condi¢des de contorne(0) =0, w(l) =0.
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Teorema 5.1. A solucdo do model®&VF decai polinomialmente como2. Além disso, a taxa de

decaimento é 6tima sobrB(A,) e

Ck

122(8)ll% < 7 [ Pollpagy» Y €N

Demonstrag@o.Mostrar-se-a : iR C o(Az) .

(5.10)

Desde queAs, é um operador fechado®(.A,) tem mergulho compacto sobre o espago faseentao
0 espectroo(.Ay) , s6 contém valores préprios. Assim, é suficiente provargué,) ndo contém valor

proprio nenhum. Ver-se-4 isso raciocinando por contradi¢a
Suponha-se que existe um valor préprio imagindrkg com )\ € R, tal que

iAoq)o—qu)o:O,

onde 0 # &y = (ug,vo,wo, Up, Vo, Wp) € D(As).
Reescrevendo-se a equacéo espe¢trall) , tem-se:

i)\ouo—U(]:O em O,ZO[
iXop1Up — K1 (u0)zz =0 em 0,1lo]

iAo p2 Vo — K2 (V0)zz — Ko (V0)zz = 0 em

i)\owo—WOIO em

o~
[y
~

]

]
iXvo—Vo=0 em 1o, 1]

]

]

]

iAo p3Wo — k3 (Wo)ee +7Wo=0  em
com condi¢Bes de transmissao

uo(lo) = vo(lo), k1 (u0)x(lo) = K2 (v0)z(lo) + Ko (Vo)z(lo)
vo(l1) = wo(ly), k2 (v0)e(lr) + Ko (Vo)z(l1) = K3 (wo)z(l1)

e condi¢des de contorno ugp(0) =0, wo(l) =0.
Por outro lado,4, é um operador dissipativo e

5 l
Re<A2<I>,¢>>H:—/10/ |V$|2dx—’y/ (W2dz <0, Y®eD(A).

l() ll

(5.11)

(5.12)
(5.13)
(5.14)
(5.15)
(5.16)
(5.17)

(5.18)

(5.19)

Logo, multiplicando-se a equac¢déb.11) por ®,, tomando a parte real e usand@19) , obtém-se:

lo l
mo/ |(Vo)x|2daz+’y |Wo|2da::0.
0 Iy

Ent&o,
VWw=Wy=0.
Além disso, das relag6e$.14) e (5.16), tem-se:

’U():’LU():O.
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Das relagteg5.12) e (5.13), obtém-se:
_/\(2) P1Uo — K1 (Uo)m =0. (5.22)
Mais ainda, usando-sg.20) e (5.21) na condigdo de transmissdb.18) , tem-se:
up(0) =uo(lo) =0 € (ug)z(lo) =0. (5.23)

Logo, considerando-se as relagd@s22) e (5.23) como um problema de valor inicial em = [,
obtém-seuy = 0. Além disso, de(5.12) tem-seUy = 0.

Portanto®, = 0, mas isso é uma contradigdo.

Assim, iR C o(A3).

Mostrar-se-a : O operador resolvente é uniformemente limiado por C'|\|*/? sobre o eixo ima-
ginario.

Multiplicando-se a equacéfs.2) por ¢, tomando a parte real e usan@@19), obtém-se:
@[3 [|Fll# > Re(F, ®)3y = Re (i A® — Ay @, )3y = —Re (A @, @)y

:ﬁo/ \V\deJrv/\W\de (5.24)

lo
Observe que

1. Desde queu,v,w), (f1, f2, f3) € H , pelo Lema2.1, existe uma constanté' > 0 que n&do
depende deb, F' e A, tal que:

|®|2

||| - (5.25)

||UHL2(OZO ||U||L2 (lo,l1) » HU)HL2(11

<C
e |fillzz0a0) > 1F2l2gomy » 13l 2 < C

|
|
Além disso,
P1 ||UH%2(0,10) ) P2 HV||%2(10,11) » P3 ||W||%2(11 n= H@”H
e p1llfala0u) - 22 1520y » 23 1F6l 320 < I, - (5.26)

A partir da imers&o continua?(ly, i) = (L?(lo, ll))' — H~1(ly,11), existe uma constanté; > 0,
que ndo depende dé, F' e A, tal que:

C
R\ ||V||H71(10,11) < Cr A ||VHL2(10,11) < p—; |52 vz + Ko VmHLQ(zo,zl) +Ch ||f5HL2(10,11)
(5.7)

Cy
< s 52 v + Ko Vel a1 o,00) + C1 1 f5ll L2 10,10)

C
N 2 vz 4 K0 Vel -1a0,0) + C1 151 L2(10,10)

Riesz
2

C
< p_21 HFJQ Vg + Ko V$||L2(l0,l1 +C ||f5||L2(l0’l1)

Cl K/O

C?k
<z

vz 22 0,00) + —— IVallz2qo,00) + C1 15l L2 10,00)

<cn@WWﬂW%4mwm, (5.27)

57



onde C; > 0 é uma constante que ndo dependebdeF’ e \.
Usando-se interpolagdo e as desigualda@de®t) e (5.27), obtém-se:

IV 200y < Cs IVl oy IV a0
Cs Cy 1/2 ) 1 1/2
ST 15 1+ e 1V oy
<M
"7

IN

(1@l 1Pl + 121302 1F 157 (5.28)

onde M7 > 0 é uma constante que ndo dependebdeF’ e ).

Por outro lado, multiplicando-se a equag@o?) por (I} — z) (k2 vy + ko Vz), tem-se:

iXpa (I —2)V (k2 v + ko Vi) — K (I — 2) Vaa (R2 v + Ko Vi) — Ko (I — @) Vaw (K2 0 + K0 V) =
p2 (I — @) f5 (K2 vz + Ko Vz)

= iApz(lh—2)V (k2 vg + Ko Va) — (h — @) (k2 v + Ko Va) (K2 Ve + Ko Vaa

p2 (I1 — ) f5 (K2 vz + Ko Va)

Integrando-se e tomando a parte real, obtém-se:

15 A
Re / Npoi(l — )V (ma s TR0 Vo) do —Re / (I — ) (52 0s TR0 V2) (2 s + o Viw) d =

lo lO

(@) ©)

lL -
02 Re/ (4 — ) f5 (ko vy + Ko V) dz.
lo
(5.29)

Observe-se que:

(o) Re(@)Z—pgﬁgRe/ll(h—x)V(m)d:C—l-pgmoRei)\/ll(ll—x)VVngx
lo L B . lo )
BEJ pgngRe/lO (lh—2)VV,de pgngRe/lO (lh—2)V (fy)edz+
(1)

h -
pg/@oRei)\/ (h—2)VV,de.

lo

I I B
Alémdisso, (I)= [(l1 —z)|V|?] 5; +/ V2 da:—/ (I —x)VV,dz. Entdo,
I

0 lo
I —1 1 (b
Re(I):—(l 5 0) |V(l0)\2+§/l V% da .
0
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Logo,

I —1 h h -
Re(@) = 2200 g - 22 (MR de— gy e [ -0V Foede+
lo lo

51
P2 Ko Rei)\/ (Ii —2)VVy,dz. (5.30)

lo

Iy
(o) (©) = [(l1 — 2)|ka vy + Ko Vi|?] i(l) + / ko Vg + Ko Ve | dx —
lo

I
/ (lh — ) (ko vy + Ko V) (K2 Vgx + Ko Vi) dz .

lo

1
k2 vz (lo) + ko Vi (lo)|* + =

Entdo, Re(0) = — 5

L —1 i
(h 5 0) / ko vy + Ko Vi |? da . (5.31)

lo

[V (Io) > + |k2 va(lo) + Ko Va(lo)|?] . Além disso, denote-se pory =

N —

Define-se o funcional,, :=

(i = lo) min{pz k2, 1}.
Substituindo-sg5.30) e (5.31) em (5.29) , tem-se:

P2 K2

I _
vo Iy < —PzﬁoRei)\/ (h =)V Vydr +

lo

1 1 I
[vae s [+ r P
lo 2 lo

1 5 i
PzRe/ (ll—33)(H2Ua:+/€0Vx)f5d33+/)2/€2R€/ (h —2)V (fy)edx

lo lo
(5.32)
Usando-se a desigualdade de Holder e as rela¢fes), (5.26) em (5.32), tem-se:
l1
v Ly < Cy / (INVal V] + [Val? + 0z?) dz + C [|@l3 | F [l
l
0 L
<Cal [TVl (W2 V1) d+ C 1@l [Pl (5.39
0
onde C; > 0 é uma constante que ndo dependebdeF’ e \.
Além disso, usando-sé.28) em (5.33), obtém-se:
L < C M (1@l 1 Flle + 1005, I (5.34)

parai\ € C\B(0; R;), onde R; é uma constante que ndo dependebdeF e \.

Por outro lado, multiplicando-se a equag@ot) por xu, e usando(5.3), tem-se:
—p1xU (Z/\Ux) — K1 XUy Ugy = P1T flly _plajUUx — K1 XUy Ugz = P1T f4 Tz +01$U(?1)x .
Integrando-se e tomando a parte real, obtém-se:

lo . lo lo lo _
—lee/ :CUUg;da:—mRe/ xﬂggumdx:lee/ xf4ﬂ$d:1:+p1Re/ xU(f)zdx.
0 0 0 0
(5.35)
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Observe-se que:

lo . / lo lo
(o) / tUU,dr = [z|U[] 00—/ \U|2da;—/ rU U, dx
0 0 0

lo . l 1 lo
— Re/ 2UTU,dx = 50 U (1p)2 — 3 / U2 da . (5.36)
0 0

l() l lO lO
(o) / T Uy Upy AT = [a:\uxm OO —/ |ux|2d$ —/ T Uy, Uy AT
0 0 0

lo l 1 [lo
= Re/ XUy Uy dT = 50 g (1o)]? — 3 / |t | da . (5.37)
0 0

Substituindo-s€5.36) e (5.37) em (5.35), tem-se:

1 [l l fo
5/ (p1|U‘2—|—Fd1 |U:c|2)d 20 (p1|U(l0)‘ + K1 |ux(l0)| ) —|-le€/ l‘f4ﬂxd$+
0 0
lo o
lee/ z(f1)zUdx
0
lo

1
<p1 V)P + - beavalo) + Ko vx<z0>|2> ;

lo lo _
lee/ xf4ﬂ$da:+p1Re/ x(f1): Udx.
0 0

Tomando-se modulo, usando a desigualdade de Holder eamddizstimativas, obtém-se:

lo

1
lo |f4||ux\da:+p1lo | f1)z| U] dz

lo
B / (p1 U + K1 |ug|?)
0

1001
I, +Pllo(||f4||L2(ozo [zl 2(0,00) + 1(f1)2ll 22 0,00) 1T £2(0,00))
loCh ~
< I, Oll3 | Flls . 5.38
< 5 + Co || @[3 [|1F|[n (5.38)

(5.25),(5.26)

onde @1 =max{p1, 1/k1} € 52 € uma constante que nao dependebdeF’ e \.

Considere-sé A € C\B(0; R), onde R = max{R; , 1}.
, 1 ~ :
Sejamgy = 3 min{p;, x1}. Entdo, usando-se a desigualda@des34), tem-se:

lo l() Cl 3/4 5/4 -~
mo / (0P + Juq?) d < A2 (Il 1 b+ 191 IFIS) 4+ Co A2 @l |1 F e
Assim,
lo
3/4 5/4
/0 (U2 + i 2) do < Mz N2 (1@ | Pl + 1205 1 P15 (5.39)

onde M, é uma constante que ndo dependeldeF e ).
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Por outro lado; das relago€s.3) — (5.5), obtém-se:

iAu=f1+U , idv=fo+V e idw=f3+W. (5.40)

Multiplicando-se as equac6¢5.6) , (5.7), (4.8) poru, T, w respectivamente, e usan@®.40) , tem-
se:

L —p1U(iAu) — ki tge @ = p1 f1U <= —p1 |[U* = p1 U f1 — K1 Upe W= p1 f4 T

2. —pQV(i)\v) — Ko Ugze U — Ko Ve 0 = p2 f50 <= —p2|V|2 — P2 V?2 _E(HQUacac‘i‘HOV:m) = p2 f50

1 : _ _ i — = _ _
3. <¥ —p3> W (i Aw) — K3 Wee W = p3 fo W < <¥ —p3> W(W+f3) — K3 Wge W = p3 f6W

Integrando-se por partes:

lo

lo lo lo —
ml/ |u$|2da::p1/ U2 da + p f4ﬂda:+p1/ UF, do + w1 1 (lo) (o)
0 0 0 0

ll ll ll ll
2. KJQ/ |vx‘2d1‘+f€0/ Uy Vpdr = po f55dx—|—p2/

l() lo lO lO

5([1)(%2 Ux(ll) + Ko Vx(ll)) — 5([0)(/‘%2 Ux(l(]) + Ko Vx(lo)) . Como V,=ilv, — (f2)93 , entdo:

I 5 5 1
(H2+i)\1€0)/ \vx|2dx:p2/ V|2 dx + po

o
|V|2da:+p2/ V fodx+
lo

b
fg,ﬁda:—kpg/ Vf2d13+f<&0/ Uy (f2)e dx +

lo lo lo lo lo

5([1)(%2 Ux(ll) + Ko Vx(ll)) — 5([0)(/‘%2 Ux(l(]) + ko V. (lo))
- Ly 2 i\ [' =
3. [ el do = (p3 - 7) W2 do + p3/ fowde + (p3 - 7) Wy d — g wa(ly) (L)
15 l1 31
Somando-se as igualdades e considerando as condicdesstaigsao(5.9) , depois tomando a parte
real, tem-se:

lo A l lo Iy l
/11/ |u$|2d:1:+/£2/ |v$|2da:—|—/13/ |w$|2da::p1/ |U|2d3:—|—p2/ |V|2d3:—|—p3/ |W|2d:1:—|-
0 lo A 0 lo l1

! ! ! noo noo noo
Re(pr | faudz+p2 | fsvdr+p3 fGWdiCerl/ Ufldib“rm/ Vfodz+ps [ W fsdx

l1 l1 l1 lo l() lO

l1
+n0/ Ty (f2)o da — it} Wf3dx)

lo )‘ l1
Tomando-se modulo e usando a desigualdade de Holder, clatém-

01 < (200 101200 + 222 IV 21000)) +

(©)

(p1 1 fall220,10) Nl 220,10) + P2 1 F5 1 2210 00) 10N £200,00) + 23 1 f6 1l 221 0) HwHLQ(ll,l)) +

©)
(1 10N 22 0.40) 12l £20,00) + 22 1V | £200.00) 12l 2 010,00) + 23 W Nl 22y 1 f3ll L2 ) +
(®)

o
<2 p3 ||W||%2(11,l) + 60 vz ll 22 (10,00) 1(F2)ll 2210,00) + By W22, 0 ||f3HL2(ll,l)> . (5.41)

(®)
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Observe que

1. Apartirdofato|\| > 1 e das relag6e$5.28) e (5.39), pode-se escolher uma constaife > 0,
que ndo depende dé, F e A, tal que:

3/2 1/2 3/4 5/4
(@) < Ny B3 (| FI32 + Ny A2 1Dl | Flla + Ny A2 @2 RIS, (5.42)

2. Usando-se o fato que\| > 1 e as rela¢be$5.25) e (5.26), tem-se:

P U z20,00) 11l 2200,00) s £1 1 fall £200,40) 12l 220,00) < V1 C 1@ l2e ([ F'l|24

P2 ||VHL2(10,11) ||f2HL2(lo,ll) y P2 Hf5HL2(lo,ll) ||U||L2(zo,zl) <Vp2C 17 [|1F]l% »

o3 Wil 2y 1320y s o3 I fell 2y lwll 2y < V3 C 1@ llag [ Fll3
K2 || (f2)all L2 (10,00) 1Vl L2 t0,11) < @ Nw (1 F | -

Entdo, pode-se escolher uma constaite> 0, que ndo depende dé, F' e A, tal que:
(©) + (@) + (&) < Na |||l [|Fll2 < Na [A"2 | @]l || F - (5.43)

Usando-se as desigualdadgs42) e (5.43) em (5.41), pode-se escolher uma constaiNg > 0, que
ndo depende dé , F' e )\, tal que:

3/2 1/2 3/4 5 4
@13, < N3 || @[3/ ||F |50 + Ny AV (|| ||l + Na X2 @34 | )12 (5.44)

onde|A\| >R>1.
Sejae € (0,1) talquee < 1/3 N3.
Agora, aplicando-se a desigualdade de Young nos seguedes,dem-se:

1. Parap =4/3 e ¢ =4, obtém-se:

364/3 1
@[22 | FI3? = (e @]/ —||F||”2 @3, + (- ) I1FII3,
4 4e€

A
)3, + (' ') 1712 (5.45)

2. Parap =2 e ¢ = 2, obtém-se:

A|1/2 = (e||® |)\|1/2F < e ® |A| F
AN @ ([ F Nl = (e[ @f120) [Fll | < @13, + 52 ) | 13

A
<clot+ (5) 1P1R (5.46)

[

3. Parap =8/3 e ¢ =8/5, obtém-se:

3/4) [ A 5/4 388 BIAIMS
|A|1/2\|<1>||?{4\|Fu?{4:(enw)(" HFH/) ( ) 1o+ (250 ) 17

A
c 18], + (' ') 1712 (5.47)
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Agora, substituindo-se as relacdgs45) , (5.46) e (5.47) em (5.44) , tem-se:
A
(=380 [0l <38 () 1715,

Assim, ||®||3 < M |2 ||F| para X grande o suficiente, ond&/ > 0 é uma constante que n&o
depende deb, F e \.

Portanto, pelo teorema40 (Borichev - Tomilov) tem-se ||S(t) A5
Além disso,

1 C
H'D .AQ) — tQ

_ C C C
122813 = (1S40 (1) Polle = 1S4 (8) A3 Follae < 72 1ol = 5 42 Polln = 55 [|ollpas) »

ou seja, a solu¢do do modelVF decai polinomialmente para zero cono?, com uma taxa de
a=1/2.

Por outro lado, usando-se indug&o segue @aeo(A%) , Vk € N. Logo,

_ _ C k?
[@2(8) 32 = 15, () olloe = 1., (1) A Folle = || (Saa (¢/k) AF")" Bl < (t—> [Foll#

Ck
tgk H-Ak (I)OHH tgk H(I)OHD(A’Q“) :

Finalmente; suponha que a taxa de decaimento pode ser addhsobre o dominid@(.A,). Por
exemplo, como

C
122l < 7=y 1 Rollpean) = S37=20 [ Pollp(as)
parae > 0 pequeno o suficiente.

~ . . 1
Ent&o, usando-se o teorermd0 (Borichev - Tomilov), tem-se que a expressdo———— || ||y deve
|/\|(1 2¢€)/2

1 P
ser limitado. Entaom @3, é limitado.
Por outro lado, do Teorental e do fato de qué\| ~ ¢; n, obtém-se:

1 I
WH(I)”%{E/Z lau(z)]*dz > Con — +oo,
0

mas isso € uma contradicao.
Assim, a taxa de decaimento ndo pode ser melhorada sobreiniddh{.A;) . O
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Conclusoes

Deste trabalho podemos concluir que na presenca de dderergcanismos dissipativos atuando sobre
uma viga ou uma barra, a ordem destas componentes é muitadamigopara a estabilidade exponencial.

Este resultado se aplica para o problema de Optimal desige.c@nsiste em encontrar a posicdo em
gue um mecanismo dissipativo deve ser eficaz para maximtaaaale decaimento.

Finalmente outra conclusdo importante, € que a presencivafsas mecanismos dissipativos ndo
melhora o decaimento do modelo. E importante considerasiggm dentro da viga, deste mecanismo.
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