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RESUMO

CASTRO VICENTE, Freddy Pablo. Fluxos Geodésicos: métricas Bumpy e

expansividade. Rio de Janeiro, 2013. Dissertação (Mestrado em Matemática)- Instituto

de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013.

O objetivo deste trabalho é estudar algumas propriedades de �uxos geodésicos sobre

uma variedade Riemanniana compacta suave M . Este trabalho é baseado nos artigos de

Anosov [4] e Ruggiero [22].

Em relação ao primeiro artigo, iremos estudar um tipo de métrica Riemanniana

chamada métrica Bumpy, que por de�nição está relacionada com os autovalores de

órbitas periódicas do �uxo geodésico. Além disso, por de�nição, essas órbitas podem

ser hiperbólicas ou elípticas. Anosov mostrou que o conjunto das métricas Bumpy é um

conjunto genérico no espaço das métricas Riemannianas de classe Ck na topologia Ck (em

particular forma, um conjunto denso) onde 2 ≤ k ≤ ∞. Para este �m usamos resultados

de Abraham [1] e Klingenberg [13], dos quais obtemos a densidade.

Em relação ao segundo artigo, iremos estudar dois tipos de métricas Riemannianas de

classe C2, aquelas onde os �uxos geodésicos são aplicações expansivas, e as outras em que

o �uxo geodésico é um �uxo de Anosov. Ruggiero mostrou que em superfícies compactas

as métricas Riemannianas são C2-robustamente expansivas se, e somente se, seu �uxo

geodésico é um �uxo de Anosov. Já que neste caso o �brado tangente unitário tem

dimensão 3, de fato usaremos os resultados devidos a M. Paternain [20] e [21]. Pela C1

estruturalmente estável, devido a Anosov [3], temos que toda métrica é C2-robustamente

expansiva, se seu �uxo geodésico é Anosov. Para a parte recíproca precisamos da

estrutura simplética do �uxo geodésico, para esse �m usaremos os resultados devidos a

Contreras [7], [9] e [10].

Palavras�chave: Métricas Bumpy, hiperbolicidade, robustez, genericidade.



ABSTRACT

CASTRO VICENTE, Freddy Pablo. Geodesic Flows: Bumpy metrics and expansiveness.

Rio de Janeiro, 2013. Dissertação (Mestrado em Matemática)- Instituto de Matemática,

Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2013

The objective of this work is to study some properties of geodesic �ows on a compact

smooth Riemannian manifold M . This work is based on the articles of Anosov [4] and

Ruggiero [22].

Regarding the �rst article, we study a type of Riemannian metric called Bumpy metric,

which by de�nition is related to the eigenvalues of periodic orbits of the geodesic �ow.

Furthermore, by de�nition, these orbits may be hyperbolic or elliptical. Anosov showed

that the set of metrics Bumpy is a generic set in the space of Riemannian metrics class

Ck topology Ck (in particular forms a dense set) where 2 ≤ k ≤ ∞. To this end we use

the results of Abraham [1] and Kligenberg [13], from which we obtain the density.

Regarding the second article, we will study the two types of Riemannian metrics of

class C2, where those applications are expansive geodesic �ows, and the other where the

geodesic �ow is an Anosov �ow. Ruggiero showed that in compact surfaces Riemannian

metrics are C2-robustly expansive if and only if its geodesic �ow is an Anosov �ow.

Since in this case the unit tangent bundle has dimension 3, in fact we will use the results

due to M. Paternain [20] and [21]. By, C1 structurally stable due to Anosov[3], we

have that every metric is C2-robustly expansive if its geodesic �ow is Anosov. For the

other direction we will need to use the symplectic structure of the geodesic �ow, for this

purpose we use the results due to Contreras [7], [9] and [10].

Key words: Bumpy metrics, hyperbolicity, robustness, genericity.
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Introdução

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de propriedades dinâmicas de �uxos

geodésicos em variedades Riemannianas. Este trabalho de dissertação está baseado nos

trabalhos de Anosov [4] e Ruggiero [22]. Para chegar aos resultados desta dissertação

mais rapidamente, presumimos que o leitor é familiarizado com as noções básicas de

Geometria Riemanniana. De qualquer forma, caso o leitor queira de�nições e informações

mais precisas, elas estão contidas no apêndice.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Por de�nição, uma curva γ é uma

geodésica em M se ∇γ′γ
′ = 0. Neste caso, (γ, γ′) são as órbitas do �uxo geodésico gerado

por g; este �uxo é de�nido sob o �brado tangente unitário SM que depende de g. O

primeiro resultado versa sobre o estudo de órbitas periódicas deste �uxo.

Considerando uma órbita periódica, sabemos que 1 sempre é autovalor do �uxo

linearizado (derivada do �uxo). O teorema de Kupka-Smale, em [15] e [25], diz que existe

um residual, na topologia Ck (k ≥ 1), de campos de vetores nos quais para qualquer órbita

periódica todos os outros autovalores (obviamente excetuando o 1) tem valor absoluto

diferente de 1, isto é, todas as órbitas periódicas são hiperbólicas. A pergunta natural

é se este mesmo resultado vale para um residual de métricas considerando seus �uxos

geodésicos. Aparecem duas di�culdades, a primeira é a existência robusta de órbitas

elípticas, o que diz que o análogo exato do teorema de Kupka-Smale é falso. A segunda

di�culdade é que, ao se fazer uma perturbação local na métrica, o efeito na dinâmica do

�uxo geodésico não é local.

Mesmo assim, usando um teorema de transversalidade, devido a R. Abraham e J.

Robbin [2], Anosov mostrou um teorema similar no contexto das métricas Bumpy. Isto

é, dizemos que g é uma métrica Bumpy se para toda órbita periódica do �uxo geodésico,

o autovalor 1 só aparece uma vez para o �uxo linearizado.

Teorema. Existe um residual R de métricas Riemannianas na topologia Ck (k ≥ 2)

tal que se g ∈ R então g é Bumpy.

O segundo resultado desta dissertação versa sobre o estudo de �uxos geodésicos

expansivos. De fato, a teoria de �uxos expansivos é bem extensa e forma um capítulo

importante na teoria dos sistemas dinâmicos, ver [5]. Por exemplo, sabemos que todo �uxo

Anosov é expansivo. Assim, podemos de�nir o conjunto de métricas Riemannianas g, de
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classe Ck, tais que seu �uxo geodésico é expansivo (resp. Anosov), denotado por EkM

(resp. Ak(M)). Mañe em [16], mostrou que todo difeomor�smo de classe C1, de�nido

em M, é Quasi-Anosov se, e somente se, é C1-robustamente expansivo. Lembremos que

se X é um espaço topológico e P é alguma propriedade, dizemos que x ∈ X satisfaz

robustamente a propriedade P se existe uma vizinhança V de x em X tal que todos os

elementos de V veri�cam a propriedade P .

Ruggiero, em [22], mostrou um teorema similar ao de Mañe no caso de �uxos

expansivos em superfícies. Neste caso dizemos que uma métrica g é C2-robustamente

expansiva se existe uma vizinhança C2 no espaço de métricas, tais que todo �uxo geodésico

de uma métrica nesta vizinhança é expansivo.

Teorema. Se uma métrica Riemanniana g, de classe C2, é robustamente expansiva

então o �uxo geodésico de g é Anosov.

Para tal �m, Ruggiero mostrou primeiro que, em variedades M sem bordo, se g é

C2-robustamente expansiva, então o fecho do conjunto de órbitas periódicas do �uxo

geodésico é um conjunto hiperbólico.

No primeiro capítulo apresentamos as preliminares de Geometria Riemanniana. Iremos

estudar as geodésicas e algumas ferramentas como: a aplicação exponencial e o campos

de Jacobi. Duas boas referências são Do Carmo [11] e Burns e Gidea [6].

No segundo capítulo estudamos o Campo Geodésico, este é o campo gerador do �uxo

geodésico. Também estudamos a Métrica de Sasaki, que é uma métrica Riemanniana em

TM . Finalizamos com uma pequena introdução à Geometria Simplética. De fato, uma

forma simplética aparece de maneira natural, que se deduz da métrica de Sasaki. As

referências são Sakai [24], G. Paternain [19] e H. Hofer and E. Zehnder [12].

O capítulo 3 está baseado no artigo de Anosov [4], neste capítulo de�nimos um tipo de

métrica Riemanniana chamada métrica Bumpy e mostramos que o conjunto de métricas

Bumpy é genérico no espaço GkM de todas as métricas Riemannianas de classe Ck, dotada

com a topologia Ck onde 2 ≤ k ≤ ∞. De�nimos objetos que independem da métrica,

pois quando a métrica é perturbada temos que o �brado tangente unitário SM muda.

Usaremos o Teorema de Abraham [1] e os resultados devido a Klingenberg [13].

No capítulo 4 estudaremos �uxos expansivos em variedades de dimensão 3, já que

em superfícies, temos que o �brado tangente unitário SM tem dimensão 3. Usaremos

os trabalhos de M. Paternain [20] e [21]. Neste capítulo mostramos que para um �uxo

expansivo de�nido em uma variedade suave de dimensão 3, temos que se o conjunto de

pontos não errantes é denso, então o conjunto das órbitas periódicas também é denso.

Usaremos este resultado no capítulo 6.

No quinto capítulo, estudaremos �uxos simpléticos. Se este �uxo tem uma certa

decomposição Lagrangeana, então ele tem uma decomposição dominada se, e somente
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se, ele é hiperbólico. Para isso usaremos os trabalhos de Contreras [7], [9], e [10]. Este

resultado será usado no capítulo 6.

O sexto capítulo é baseado no trabalho de Ruggiero [22]. Mostramos que em superfícies

compactas, as métricas Riemannianas são C2-robustamente expansivas se, e somente se,

seu �uxo geodésico é um �uxo Anosov. Para isso, usaremos os resultados feitos nos

capítulos 4 e 5. Também usaremos os resultados de Klingenberg [13] e [14], Mañe [17] e

Moser [18].

Finalizamos com dois apêndices. No primeiro apresentamos de maneira mais detalhada

as propriedades básicas da teoria de variedades suaves e Riemannianas. No segundo

apêndice nós fazemos alguns comentários sobre o Teorema de Mañe [17] usado no capítulo

6, do trabalho de Contreras [8], fazendo um esboço da prova.



Capítulo 1

Geodésicas em Variedades

Riemannianas

Neste capítulo iremos estudar um tipo de curvas suaves em variedades Riemannianas,

essas curvas são chamadas geodésicas. Iremos estabelecer as ferramentas relacionadas à

geodésicas, principalmente à aplicação exponencial e os campos de Jacobi da geodésica.

Qualquer livro de Geometria Riemanniana é uma boa referência, como Do Carmo [11] e

K. Burns, M. Gidea [6].

Usaremos a convenção de Einstein. Para escrever a soma por exemplo, se tomamos

a1, . . . , ak ∈ R e v1, . . . , vk ∈ Rn, temos que a soma
k∑
i=1

aivi é denotado por aivi; i.e. os

super-índices e sub-índices fazem indicar a soma.

1.1 A equação diferencial das geodésicas

O objetivo desta seção é obter as equações diferenciais que formam as geodésicas de

uma variedade Riemanniana. Primeiramente iremos dar algumas de�nições básicas. Ver

apêndice para uma revisão de variedades suaves. Nós sempre usaremos M uma variedade

suave de dimensão m.

1.1.1 De�nição. Uma métrica Riemanniana numa variedade suave M é uma aplicação

suave g que a cada ponto p ∈M associa um produto interno gp = 〈·, ·〉p no espaço tangente

TpM . Dizemos que g é de classe Ck se a aplicação anterior é de classe Ck. A variedade

M dotada com a métrica Riemanniana é chamada uma variedade Riemanniana.

Note que

p ∈M � g // 〈·, ·〉p

é uma aplicação suave.
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Mostra-se que esta de�nição não depende da escolha da parametrização local em M .

Em coordenadas locais (xi), usando a base canônica de TpM : { ∂
∂xi

: 1 ≤ i ≤ m}, suponha
que Xp = ui(p)

∂
∂xi

e Yp = vj(p)
∂
∂xj

são dois campos de vetores suaves. Então

〈Xp, Yp〉 = ui(p)vj(p)〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj
〉p

Portanto a métrica Riemanniana em p se escreve como

gij(p) = 〈 ∂
∂xi

,
∂

∂xj
〉p.

Matricialmente, escrevemos g = (gij).

Lembremos que C∞(M) denota o conjunto de funções em M de classe C∞.

1.1.2 De�nição (Conexão a�m). Uma Conexão a�m em uma variedade M é uma

aplicação suave que associa a cada par de campos de vetores suaves X e Y em M outro

campo de vetores suave ∇XY em M, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para todo a, b ∈ R temos ∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ.

2. Para todo f, g ∈ C∞(M) temos ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ.

3. Para todo f ∈ C∞(M) temos ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y.

Onde X, Y e Z são campos de vetores suaves em M.

Em coordenadas locais, como acima, façamos ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

= Γkij
∂
∂xk

. As funções Γkij são

chamadas os símbolos de Christo�el da conexão, ou também ditas os coe�cientes da

conexão. De fato, para X = ui
∂
∂xi

e Y = vj
∂
∂xj

temos que

∇XY =

(
uivjΓ

k
ij + ui

∂vk
∂xi

)
∂

∂xk
.

Um campo de vetores suave V ao longo da curva c : I → M é uma aplicação suave

V : I → TM tal que V (t) ∈ Tc(t)M, para todo t ∈ I.

1.1.3 Proposição (Derivada covariante). Dada uma conexão a�m ∇ em M, existe uma

única correspondência

V � // DV
dt

que associa para todo campo de vetores suave V ao longo da curva c : I → M um campo

de vetores suave DV
dt

ao longo de c, satisfazendo as propriedades:

1. Para todo a, b ∈ R temos que:
D(aV + bW )

dt
= a

DV

dt
+ b

DW

dt
,
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2. Para qualquer função suave f de�nida em alguma vizinhança de c(I), se df
dt

denota
d(f◦c)
dt

, temos que:
D(fV )

dt
= f

DV

dt
+
df

dt
V,

3. Compatibilidade com a conexão: se existe um campo de vetores suave Y em M tal

que V (t) = Y (c(t)), então
DV

dt
= ∇ dc

dt
Y.

O campo de vetores DV
dt

é chamado a derivada covariante de V ao longo de c.

Um campo de vetores V ao longo da curva c em M é dito paralelo sempre que

DV

dt
≡ 0.

1.1.4 Proposição. Dada uma conexão a�m ∇ em M, uma curva c : I →M , e um vetor

tangente Vc(t0) no ponto c(t0) na curva, existe um único campo de vetores paralelo V (t)

ao longo de c que estende Vc(t0).

A proposição 1.1.4 induz a seguinte de�nição.

1.1.5 De�nição. Seja c : I → M uma curva em M e c(t0) um ponto na curva.

A aplicação Pc(t),c(t0) : Tc(t0)M → Tc(t)M de�nida por Pc(t),c(t0)Vc(t0) = V (t), onde

Vc(t0) ∈ Tc(t0)M, e V (t) é a única extensão de Vc(t0) para um campo de vetores paralelo ao

longo de c, é chamado o transporte paralelo de c(t0) a c(t).

As geodésicas são curvas em variedades que generalizam a ideia de linha reta no espaço

Euclidiano. Uma caracterização das linhas retas é que elas localmente realizam o caminho

mais curto entre dois pontos. Outra caracterização é que os vetores tangentes em todos

os pontos são paralelos. Usaremos esta última como base para a de�nição de geodésica.

Consideremos M uma variedade Riemanniana equipada com a conexão Riemanniana ∇.

1.1.6 De�nição. Uma curva suave γ : I → M é chamada geodésica se seu campo de

vetores velocidade é paralelo. A restrição de γ em algum intervalo fechado [a, b] ⊆ I é

chamada um segmento de geodésica.

Em geral, só consideramos geodésicas dadas por curvas regulares, i.e., curvas com
dγ
dt
6= 0 em todo ponto. Se dγ

dt
é igual a 0 em algum ponto, então permanece zero, em tal

caso γ é reduzido a um ponto. Note que uma curva γ é geodésica se, e somente se

D

dt

(
dγ

dt

)
= 0. (1.1)
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Podemos reescrever a equação (1.1) num sistema de coordenadas locais (xi). Se (xi(t))

representa a geodésica, e usando a fórmula da derivada covariante em coordenadas, temos

o sistema de segunda ordem
d2xk
dt2

+ Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0,

onde k = 1, 2, . . . ,m. O seguinte teorema diz que dados um ponto e uma direção, existe

uma única geodésica que passa por esse ponto com essa direção.

1.1.7 Teorema (Existência e unicidade de geodésicas). Para todo ponto p em M e

para todo vetor tangente v ∈ TpM, existe um número ε > 0 e uma única geodésica

γ(p,v) : (−ε, ε)→M tal que

γ(p,v)(0) = p e
dγ(p,v)

dt
(0) = v.

A geodésica tem uma determinada parametrização mas é possível fazer uma mudança

de parâmetro de modo que a curva resultante é ainda uma geodésica. Por exemplo,

pode-se aumentar a velocidade ao longo da geodésica proporcionalmente diminuindo seu

intervalo de de�nição, ou vice-versa.

1.1.8 Lema (Homogeneidade das geodésicas). Sejam p ∈ M, v ∈ TpM e ε > 0, com

γ(p,v) : (−ε, ε)→M a única geodésica tal que

γ(p,v)(0) = p e
dγ(p,v)

dt
(0) = v.

Então, para todo a > 0 existe uma única geodésica γ(p,av) : (−ε/a, ε/a)→M com

γ(p,av)(0) = p e
dγ(p,av)

dt
(0) = v.

Esta geodésica satisfaz

γ(p,av)(t) = γ(p,v)(at),

para todo t ∈ (−ε/a, ε/a).

Dizemos que uma curva c : [a, b] → M é suave por partes se existe uma partição

{a = t0 < t1 < . . . < tk = b} tal que c é suave em (ti−1, ti) para i = 1, . . . , k. Chamamos

ci à curva c restringida a (ti−1, ti) para i = 1, . . . , k. De�nimos o comprimento da curva c,

denotado por l(c), como a soma dos comprimentos das curvas suaves ci para i = 1, . . . , k.

1.1.9 De�nição. A distância Riemanniana em M é a função d : M ×M → R de�nida

da seguinte maneira: dados p, q ∈M, temos que d(p, q) é o ín�mo dos comprimentos l(c),

onde c : [0, 1]→M são curvas suaves por partes com c(0) = p e c(1) = q.



16

Pode-se mostrar que o ín�mo na de�nição anterior é na verdade o mínimo i.e., existe

uma geodésica c que vai de p a q de comprimento mínimo tal que d(p, q) = l(c). Esta

função distância faz de M um espaço métrico.

1.1.10 Teorema. A função distância é contínua e de�ne uma métrica cuja topologia

coincide com a topologia da variedade.

Do ponto de vista da topologia, é importante saber se o espaço métrico (M,d) é

completo. Lembre-se que um espaço métrico é completo se toda sequência de Cauchy é

convergente.

1.1.11 De�nição. Uma variedade Riemanniana M é geodesicamente completa se para

cada p ∈ M, cada geodésica γ(p,v) : I → M através de p pode ser estendida para uma

geodésica de�nida em todo R.

1.1.12 Teorema (Teorema de Hopf-Rinow). Uma variedade Riemanniana é geodesica-

mente completa se, e somente se é completa com respeito à distancia Riemanniana.

1.2 Aplicação exponencial e campos de Jacobi

Consideremos sempre (M, g) uma variedade Riemanniana, vamos de�nir a aplicação

exponencial e listar suas principais propriedades. A aplicação exponencial descreve a

dependência das geodésicas saindo de um mesmo ponto e sua velocidade inicial.

1.2.1 De�nição. Para p ∈ M considere o conjunto V ⊆ TpM de todos os vetores

v ∈ TpM tal que γ(p,v) é de�nido numa vizinhança de [0, 1]. A aplicação exponencial

expp : V →M é de�nida por

expp(v) = γ(p,v)(1).

Em geral, consideraremos a aplicação exponencial expp restringida à bola B(0, δ) ⊆
TpM, com δ > 0. Enfatizamos que a bola B(0, δ) é de�nida em termos da métrica

Riemanniana g.

1.2.2 Proposição. A aplicação expp tem as seguintes propriedades:

1. expp(0) = p;

2. D(expp)0(v) = v, para todo v ∈ TpM ;

3. Existem uma vizinhança U de 0p em TpM e uma vizinhança V de p tal que expp leva

U difeomor�camente sobre V. Tal vizinhança V é chamada vizinhança geodésica de

p. Em particular, existe um 0 < ρ < δ tal que

expp : B(0, ρ) ⊆ TpM −→ expp(B(0, ρ)) ⊆M

é um difeomor�smo.
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4. Existem uma vizinhança W de p e um número η > 0 tais que para cada q ∈ W,

expq é um difeomor�smo de B(0, η) para expq(B(0, η)). Além disso, expq depende

suavemente de q ∈ W. Tal vizinhança W é chamada vizinhança uniformemente

geodésica de p.

Na Proposição 1.2.2, expp(B(0, ρ)) é chamada a bola geodésica com centro em p e raio

ρ e é denotada por B(p, ρ). A fronteira da bola geodésica é chamada de esfera geodésica

e denotada por S(p, ρ). O signi�cado de raio neste contexto é que a longitude de arco de

qualquer segmento geodésico que une p a qualquer ponto da esfera S(p, ρ) é igual a ρ.

A longitude de arco de qualquer geodésica de p a um ponto q dentro da bola geodésica

B(p, ρ) é menor que ρ. Pode-se mostrar que toda geodésica saindo de p é ortogonal a

S(p, ρ), para isso precisamos do seguinte lema.

1.2.3 Lema (Lema de Gauss). Seja p ∈M. Escolhemos δ > 0 tal que expp é de�nida em

B(0, δ). Sejam u, v ∈ TpM com |v| < δ. Identi�camos Tv(TpM) por TpM. Então

〈D(expp)v(v), D(expp)v(w)〉 = 〈v, w〉.

1.2.4 Corolário. As geodésicas através de p são ortogonais a qualquer esfera geodésica

S(p, r) centrada em p com raio 0 < r < δ, onde δ é como no Lema de Gauss (lema 1.2.3).

Quando uma geodésica desliza-se através de uma variedade de modo que todas as

posições intermediárias são ainda geodésicas, a velocidade que as geodésicas próximas

possuem talvez, de�ne um campo de vetores ao longo da geodésica inicial. Este campo

de vetores contém toda as informações sobre o tensor de curvatura ao longo da geodésica.

Lembre que o tensor de curvatura é dado por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

onde X, Y e Z são campos de vetores suaves em M, para mais detalhes ver apêndice.

1.2.5 De�nição. Seja γ : [a, b]→M uma geodésica e ε > 0. A variação de γ através de

geodésicas é uma aplicação suave

(s, t) ∈ (−ε, ε)× [a, b]→ Γ(s, t) ∈M,

tal que

1. Γ(0, ·) = γ,

2. Γ(s, ·) é uma geodésica para cada s ∈ (−ε, ε).
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A �m de medir a velocidade em cada ponto da geodésica original, tal como varia

através das geodésicas, de�nimos

J(t) =
∂Γ

∂s

∣∣∣∣∣
s=0

(s, t).

Cada J(t) é um vetor tangente a curva s 7→ Γ(s, t), portanto t 7→ J(t) de�ne um campo

de vetores ao longo de γ. Já que a família de curvas Γ é suave, o campo de vetores J

é também suave. O seguinte teorema mostra a relação entre este campo de vetores e o

tensor curvatura.

1.2.6 Teorema. Sejam γ uma geodésica e Γ uma variação de γ através de geodésicas. O

campo de vetores J ao longo de γ satisfaz

D2J

dt2
(t) +R(γ′(t), J(t))γ′(t) = 0.

Isto conduz à seguinte de�nição.

1.2.7 De�nição. Um campo de vetores J ao longo de uma geodésica γ : [a, b] → M é

chamado um campo de Jacobi se satisfaz a equação diferencial de segunda ordem

D2J

dt2
(t) +R(γ′(t), J(t))γ′(t) = 0.

1.2.8 Proposição. Sejam γ : [a, b] → M uma geodésica e p = γ(t0) um ponto em γ,

para qualquer par v, w ∈ TpM, existe um único campo de Jacobi J ao longo de γ tal que

J(t0) = v e DJ
dt

(t0) = w.

Temos a seguinte consequência fácil.

1.2.9 Corolário. Os campos de Jacobi ao longo de uma geodésica γ formam um espaço

vetorial de dimensão 2m.

As variações através de geodésicas dão origem a campos de Jacobi.

1.2.10 Teorema. Todo campo de Jacobi ao longo da geodésica γ : [a, b] → M pode ser

obtido por uma variação de γ através de geodésicas.

Finalizamos este capítulo de�nindo as coordenadas normais de Fermi de uma

geodésica; para isso suponha que a variedade Riemanniana (M, g) tem dimensão m+ 1.

Tome uma geodésica γ de M de�nida numa vizinhança de [0, 1] sem auto-interseções.

Em Tγ(0)M escolha uma conjunto vetores e1, . . . , em tal que{
dγ

dt
(0), e1, . . . , em

}
,
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é uma base ortonormal de Tγ(0)M. Lembre que dγ
dt

é um campo de vetores paralelos ao

longo de γ. Dado t ∈ [0, 1], pela Proposição 1.1.4 existe o transporte paralelo desta base:{
dγ

dt
(t), e1(t), . . . , em(t)

}
.

Não é difícil mostrar que este é um conjunto de vetores ortonormais (pois os transportes

paralelos preservam os ângulos entre os vetores), e assim forma uma base de Tγ(t)M, i.e.

é um referencial móvel ao longo de γ. Usando a aplicação exponencial, podemos de�nir

Φ : [0, 1]× Rm →M por

Φ(t, xi) = expγ(t)

[
m∑
i=1

xie
i(t)

]
.

Como esta aplicação tem posto máximo no ponto (t, 0), pelo Teorema da Função

Inversa para variedades, temos que existem vizinhanças de γ e [0, 1] × {0} onde tal

aplicação é um difeomor�smo e assim de�nimos um sistema de coordenadas (t, xi) na

vizinhança de γ. Estas são as coordenadas normais de Fermi.

Uma das propriedades mais importantes deste sistema de coordenadas é que a

geodésica é uma linha �horizontal�, i.e., γ(t) = (t, 0).



Capítulo 2

O Campo Geodésico, a Métrica de

Sasaki e a Estrutura Simplética

Neste capítulo iremos estudar o �uxo geodésico, sabemos que todo �uxo é gerado por

um campo de vetores suave, o campo correspondente ao �uxo geodésico é chamado

campo geodésico. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, iremos de�nir uma métrica

Riemanniana em TM, chamada a métrica de Sasaki, i.e. com esta nova métrica temos

que TM é uma variedade Riemanniana. Para de�nir esta métrica precisamos de uma

decomposição de TM em soma direta, os sub�brados da decomposição são chamados

sub�brado �horizontal� e �vertical�, os quais iremos escrever em coordenadas, para uma

boa referência ver T. Sakai [24]. Terminamos este capítulo fazendo uma revisão muito

rápida de Geometria Simplética, iremos estudar a estrutura simplética natural do �uxo

geodésico, para uma boa referência ver G.P. Paternain [19] e H. Hofer, E. Zehnder [12].

2.1 Fluxo Geodésico

Seja M uma variedade Riemanniana completa, denote por θ = (p, v) um ponto em TM e

γθ a única geodésica com γθ(0) = p e dγθ
dt

(0) = v. O �uxo geodésico é um �uxo no �brado

tangente de uma variedade.

2.1.1 De�nição. O �uxo φ : R× TM → TM na �bra tangente TM de M de�nido por

φt(θ) =

(
γθ(t),

dγθ
dt

(t)

)
,

é chamado o �uxo geodésico.

As propriedades do �uxo, φ0(θ) = θ e φt(φs(θ)) = φt+s(θ), são satisfeitas devido à

unicidade das geodésicas com respeito às suas condições iniciais. O fato do �uxo geodésico

atuar sobre o �brado tangente TM e não em M implica que suas linhas de �uxo são

campos de vetores ao longo de geodésicas, e não só geodésicas. Como as geodésicas tem
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velocidade constante, se a velocidade inicial de uma geodésica é |v| = 1, então |dγθ
dt

(t)| = 1

para todo t. Seja SM o �brado tangente unitário i.e.

SM = {(p, v) ∈ TM : |v| = 1}.

O �brado tangente unitário é invariante por φ. Considere sempre a restrição do �uxo

geodésico φ para SM, i.e., φt : SM → SM. Denote por (TpM)x o espaço TpM sem o

elemento neutro 0p, e considere também T ′M como o �brado dos espaços (TpM)x para

todo p ∈M , i.e

T ′M =
∐
p∈M

(TpM)x.

Tome (xi, vi) um sistema de coordenadas locais em torno de θ = (p, v) ∈ TM . Lembrando

que a forma local da geodésica é

d2xk
dt2

+ Γkij
dxi
dt

dxj
dt

= 0,

e pode ser reescrita como 
dxk
dt

= vk,

dvk
dt

= −Γkijvivj.

para todo k = 1, . . . ,m. Assim temos a forma local de um sistema de equações diferenciais

no �brado tangente TM que é gerado por algum campo de vetores.

2.1.2 Lema. Existe um único campo de vetores suave G em TM cujas trajetórias são da

forma t 7→ φt(θ), onde φ é o �uxo geodésico.

Chamemos o campo de vetores suave G campo geodésico deM. Se a dimensão deM é

m, sabe-se que o �brado tangente TM é uma variedade suave de dimensão 2m, logo pode-

se considerar o �brado tangente de TM, denotado naturalmente por TTM . Considerando

a aplicação projeção natural de TM,

$ : TTM −→ TM,

temos que $ ◦G(θ) = θ para cada θ ∈ TM.

2.2 Métrica de Sasaki

Seja M uma variedade Riemanniana, iremos decompor TTM como soma de dois

sub�brados que chamamos de sub�brados horizontal e vertical. Estes sub�brados tem

um papel semelhante ao dos eixos coordenados no plano cartesiano.
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Considere sempre θ = (p, v) ∈ TM e ξ um vetor tangente a TM em θ, i.e., ξ ∈ TθTM.

Como a projeção a M é suave, pode-se falar de

Dπθ : TθTM −→ TpM.

Dizemos que ξ é um vetor vertical em θ se Dπθ(ξ) = 0, denote Vθ, o sub�brado vertical

em θ, e V , sub�brado vertical, como

Vθ := ker(Dπθ) e V :=
∐
θ∈TM

Vθ.

Em outras palavras, ξ é um vetor vertical em θ se, e somente se existem v, w ∈ TpM tal

que ξ é vetor tangente na curva σ(t) = (p, v + tw) em t = 0. Como w = dσ
dt

(0), se segue

que Vθ é linearmente isomorfo a TpM.

De�namos agora o sub�brado horizontal: considere a seguinte aplicação de conexão

K : TTM −→ TM,

tal que para θ ∈ TM , temos

Kθ : TθTM −→ TpM.

Dado ξ ∈ TθTM, tome uma curva V (t) em TM tal que V (0) = θ e dV
dt

(0) = ξ. A curva

V (t) pode ser considerada como um campo de vetores ao longo da curva h(t) = π ◦ V (t)

em M.

2.2.1 Lema. A derivada covariante DV
dt

(0) ao longo de h(t) = π ◦ V (t) é independente

da escolha da curva V (t) em TM tal que V (0) = θ,

dV

dt
(0) = ξ

De�nimos a aplicação de conexão K de θ em ξ como

Kθ(ξ) =
DV

dt
(0),

onde V é alguma curva em TM tal que V (0) = θ e dV
dt

(0) = ξ. Do Lema 2.2.1, segue que

Kθ(ξ) está bem de�nido. Dizemos que ξ é um vetor horizontal em θ se Kθ(ξ) = 0. Denote

Hθ, o sub�brado horizontal em θ, e H, o sub�brado horizontal, como

Hθ := ker(Kθ) e H :=
∐
θ∈TM

Hθ.
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Outra maneira de de�nir é: ξ é um vetor horizontal em θ se, e somente se existe um

vetor w ∈ TpM e obtemos o campo de vetores V (t) por transporte paralelo de v ao longo

da geodésica γ(p,w) que é uma curva em TM, tal que ξ = dV
dt

(0).

Cada tal curva em TM é completamente determinada pela velocidade inicial de γ(p,w),

já que o campo de vetores paralelos ao longo desta geodésica é unicamente determinado

por seu vetor inicial v, que é �xo. Assim, Hθ é linearmente isomorfo a TpM.

Como o único ξ ∈ TθTM que é tanto vetor horizontal como vetor vertical, é o vetor

zero, e como dim Hθ + dim Vθ = dim TθTM,

TθTM = Hθ + Vθ.

Assim todo vetor ξ ∈ TθTM pode-se escrever em termos de suas componentes horizontal

e vertical, denotado como

ξ = {ξh, ξv},

com ξh ∈ Hθ e ξv ∈ Vθ.

2.2.2 Lema. A aplicação iθ : TθTM → TpM × TpM de�nida por

iθ(ξ) = (Dπθ(ξ), Kθ(ξ))

é um isomor�smo linear.

2.2.3 Lema. O subespaço ker(Kθ) é linearmente isomorfo a Im(Dπθ).

Podemos identi�car a componente horizontal ξh com o vetor Dπθ(ξ) ∈ TpM, e a

componente vertical ξv com Kθ(ξ) ∈ TpM.

De�nimos uma métrica Riemanniana na variedade TM, como

〈ξ, η〉θ = 〈Dπθ(ξ), Dπθ(η)〉p + 〈Kθ(ξ), Kθ(η)〉p,

para ξ, η ∈ TθTM. Esta é chamada a métrica de Sasaki. Esta métrica faz

TθTM = Hθ ⊕ Vθ.

Seja γθ geodésica, lembre que G é o campo geodésico de M, então

Gθ =
d

dt
φt(θ)|t=0 =

d

dt
(γθ(t), γ

′
θ(t))|t=0,

onde γ′θ(t) = dγθ
dt

(t). Pensando φt(θ) como uma curva em TM , temos que

Dπθ(Gθ) = γ′θ(0) = v
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e observe que γ′θ(t) representa o transporte paralelo do v ao longo de γθ, portanto

K(Gθ) = 0. Logo o campo geodésico G : TTM → TM que gera o �uxo geodésico,

usando a identi�cação iθ, tem a forma

Gθ = {v, 0}.

Podemos fazer tudo o que �zemos anteriormente nos restringindo a SM . Os espaços

horizontais e verticais restritos a SM são denotados da mesma forma, i.e., TθSM = Hθ⊕Vθ
para θ ∈ SM, assim temos o seguinte resultado:

2.2.4 Teorema. Dado um vetor ξ = {v, w} ∈ TθSM, existe um único campo de Jacobi

J = J{v,w}(t) ao longo de γθ cujas condições iniciais são J(0) = v e J ′(0) = w, tal que

Dθφt(ξ) = {J(t), J ′(t)}

em coordenadas de Tφt(θ)SM.

De�na Nθ = {ξ ∈ TθSM : 〈ξ,Gθ〉θ = 0} com θ ∈ SM. Temos que Nθ é invariante pelo

�uxo geodésico, para todo θ ∈ SM.

2.2.5 Teorema. Para cada θ ∈ SM, temos que

Dθφt(Nθ) = Nφt(θ),

para todo t ∈ R.

2.3 Espaços em coordenadas

Nesta seção iremos estabelecer os sub�brados horizontal e vertical em coordenadas locais.

Seja M uma variedade Riemanniana, p ∈M, v ∈ TpM, identi�que θ = (p, v) e ξ ∈ TθTM
considere os seguintes sistemas de coordenadas locais: (xi) em torno de p, (xi, vi) em torno

de θ, (xi, vi, Xi, ξi) em torno de ξ. Logo a projeção $ em coordenadas escreve-se como

$ : (xi, vi, Xi, ξi) 7−→ (xi, vi),

e a derivada Dπθ em coordenadas como

Dπθ : (xi, vi, Xi, ξi) 7−→ (xi, Xi).

O espaço TpM é uma subvariedade de dimensão m de TM e TvTpM é subespaço

de dimensão m de TθTM que coincide com ker(Dπθ). Por outro lado como TpM é um
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espaço vetorial, podemos identi�car TvTpM com TpM. Com respeito aos sistemas locais

anteriores temos TvTpM = {(xi, vi, 0, ξi) : (ξi) ∈ Rm} e

jv : (xi, vi, 0, ξi) ∈ TvTpM 7−→ (xi, ξi) ∈ TpM

dá a identi�cação. Observe que

Vθ = {(xi, vi, 0, ξi) : (ξi) ∈ Rm}

é o espaço vertical em θ em coordenadas locais. Agora vejamos o espaço horizontal em θ

em coordenadas locais, usaremos a segunda de�nição, i.e., ξ ∈ Hθ se, e somente se existe

w ∈ TpM e obtemos o campo de vetores V (t) por transporte paralelo de v ao longo da

geodésica γ(p,w) que é uma curva em TM, tal que ξ = dV
dt

(0); considerando w = Xi
∂
∂xi

e

V (t) = vi(t)
∂γ(p,w)

∂xi
(t) com vi = vi(0) e xi(t) = xi(γ(p,w)(t)), temos que

0 = Kθ(ξ) =
DV

dt
(0) = v′i + Γijkvkx

′
j

e então identi�ca-se ξ com (xi, vi, Xi,−ΓijkvkXj). Logo

Hθ = {(xi, vi, Xi,−ΓijkvkXj) : (Xi) ∈ Rm}

é o espaço horizontal em θ em coordenadas locais.

De�namos para θ ∈ TM a aplicação K̃θ : TθTM → TpM por

K̃θ(ξ) = jv(ξv),

lembre que ξv ∈ Vθ.

2.3.1 Proposição. A aplicação K̃ : TTM → TM é suave e satisfaz as seguintes

propriedades:

1. π ◦$ = π ◦ K̃ = Dπ ◦ π.

2. A restrição de K̃ a TvTpM coincide com jv.

3. K̃(Hθ) = 0p e Dπθ : Hθ → TpM é um isomor�smo linear.

4. Se X é um campo de vetores, então K̃(DXθ) = ∇vX.

É fácil observar da Proposição 2.3.1 que a aplicação K̃ coincide com a aplicação de

conexão K.

Com a notação usada acima, considere a, b, c, d ∈ Rm tais que (xi, vi, Xi, ξi)(p) =

(a, b, c, d), como ξ = {ξh, ξv}, então ξh = (xi, vi, Xi,−ΓijkvkXj) e ξv = (xi, vi, 0, ξi +
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ΓijkvkXj). Denotemos Γijk
∣∣
p
por Γ(a), ver apêndice para lembrar as parametrizações locais,

temos o seguinte lema.

2.3.2 Lema. Sejam ϕα e Φα parametrizações locais de p em M e de θ em TM

respectivamente, assim temos o seguinte

1. ϕα(ξh) = (a, b),

2. ϕα(ξv) = (a, d+ Γ(a) · (c, b)),

3. Φα({ξh, 0}) = (a, b, c,−Γ(a) · (c, b)),

4. Φα({0, ξv}) = (a, b, 0, d+ Γ(a) · (c, b)).

Denotemos por GkM o conjunto de todas as métricas Riemanniana de classe Ck onde

2 ≤ k ≤ ∞, dotado com a topologia Ck. Como agora temos um conjunto de métricas,

temos que sobrecarregar as notações para distinguir com que métrica trabalhamos.

Sejam g ∈ GkM, p ∈M, v ∈ TpM e θ = (p, v). A geodésica passando por p e velocidade

v em M será denotada por γgθ , o �brado tangente unitário por

SM g = {θ = (p, v) ∈ TM : g(v, v) = 1}

e o �uxo geodésico por

φgt (θ) =

(
γgθ (t),

dγgθ
dt

(t)

)
,

para todo t ∈ R.
Dados t ∈ R e ε > 0, denotemos

Θ(t, ε) := φg+εδgt (θ), Θ(t) := Θ(t, 0),

θ(t, ε) := π ◦Θ(t, ε) e θ(t) := θ(t, 0),

observe que θ(t, ε), θ(t) ∈M , θ(t, ε) = γg+εδgθ (t) e θ(t) = γgθ (t). Dado ε > 0, denotando δ

a derivada ∂
∂ε
|ε=0, segue que

δΘ(t) =
∂

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

Θ(t, ε) e δθ(t) =
∂

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

θ(t, ε).

Temos que Θ(t), δθ(t) ∈ Tθ(t)M e δΘ(t) ∈ TΘ(t)TM.

2.3.3 Lema. δΘ(t) = {δθ(t), D
dt
δθ(t)}.

Demonstração. Fixamos t, considere ϕα um sistema de coordenadas em torno de θ(t) e

tome a(t, ε) = ϕα(θ(t, ε)). Como Θ(t, ε) = (θ(t, ε), θ′(t, ε)), então

Φα(Θ(t, ε)) = (ϕα(θ(t, ε)), Dϕα(θ′(t, ε))) = (a(t, ε), a′(t, ε)),
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i.e., Φα(Θ) = (a, a′). Por outro lado, como

∂

∂ε
Θ(t, ε) =

∂

∂ε
ai(t, ε)

∂

∂xi
+

∂

∂ε
a′i(t, ε)

∂

∂vi
,

temos

Φα(δΘ) = Φα

(
∂

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

Θ(t, ε)

)
=

(
a(t, ε), a′(t, ε),

∂

∂ε
a(t, ε),

∂

∂ε
a′(t, ε)

) ∣∣∣∣∣
ε=0

.

Logo,

Φα(δΘ) = (a, a′, δa, δa′) e ϕα(δθ) = (a, δa).

Do Lema 2.3.2, temos que ϕα((δΘ)h) = (a, δa) implica que

(δΘ)h = δθ,

e ϕα((δΘ)v) = (a, δa′ + Γ(a) · (a′, δa)) implica que

(δΘ)v =
D

dt
δθ.

2.4 Geometria Simplética

Nesta seção iremos dar uma pequena introdução à Geometria Simplética, e mostraremos

a estrutura simplética do �uxo geodésico. Considere a matriz de ordem 2n× 2n

J =

(
0 I

−I 0

)

onde I e 0 são as matrizes identidade e zero de ordem n × n, respectivamente. Agora

de�namos em R2n a seguinte forma: dados v, w ∈ R2n colocamos

ω0(v, w) := 〈Jv, w〉

onde 〈·, ·〉 denota a métrica Euclidiana em R2n. Como

JT = J−1 = −J,

temos que ω0(v, w) = −ω0(w, v) (anti-simétria) e para todo v 6= 0 existe w tal que

ω0(v, w) 6= 0 (não-degenerado). Assim o par (R2n, ω0) é chamado de espaço vetorial

simplético, em geral temos:
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2.4.1 De�nição. Um espaço vetorial simplético é um par (V, ω) onde V é um espaço

vetorial de dimensão par e ω é uma forma bilinear, anti-simétrica e não-degenerada

Na de�nição acima só precisamos de um espaço vetorial V de dimensão �nita e depois

mostra-se que tem dimensão par. A forma Ω é chamada forma simplética. Lembre que

com as coordenadas (xi, yi) ∈ R2n, temos que

ω0 =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi,

onde (dxi ∧ dyj)(v, w) = viwj − vjwi para v, w ∈ R2n e 1 ≤ i, j ≤ n. Note também que

J2 = −I,

assim, ω0(v, Jw) = 〈v, w〉, para todo v, w ∈ R2n. Logo J dá uma estrutura complexa em

R2n compatível com a métrica Euclidiana. Agora, iremos estudar aplicações que deixam

as formas simpléticas invariantes.

2.4.2 De�nição. Se (V1, ω1) e (V2, ω2) são dois espaços vetoriais simpléticos, chamamos

a aplicação linear A : V1 → V2 simplética se A∗ω2 = ω1, i.e.

ω2(Av,Aw) = ω1(v, w)

para todo v, w ∈ V1

No caso de V1 = V2 = R2n e ω1 = ω2 = ω0, dizer que A é uma aplicação simplética é

equivalente a

ATJA = J,

e se n = 1 temos que detA = 1. Denotemos por Sp(n) o espaço de matrizes simpléticas

em R2n×2n, o qual é um grupo de Lie com a multiplicação de matrizes.

É natural seguir com de�nições mais gerais, por exemplo se F : R2n → R2n é um

difeomor�smo, dizemos que F é simplético se F (0) = 0 e F ∗ω0 = ω0 onde, por de�nição,

o pullback de uma 2-forma ω é

(F ∗ω)p(v, w) = ωF (p)(DF (p) · v,DF (p) · w)

para p ∈ R2n e para todos v, w ∈ TpR2n = R2n. Assim podemos dar a de�nição nas

variedades. Primeiro estabelecemos o conceito de variedade simplética onde podem ser

de�nidas estas aplicações.

2.4.3 De�nição. Uma estrutura simplética numa variedades suave N de dimensão par

é uma 2-forma ω em N satisfazendo:
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1. dω = 0, i.e., ω é uma forma fechada,

2. ω é não-degenerada, i.e., para todo p ∈ N e u ∈ TpN com u 6= 0, existe v ∈ TpN tal

que ω(u, v) 6= 0.

O par (N,ω) é chamado variedade simplética.

Toda variedade simplética é localmente como (R2n, ω0), devido a [Darboux].

2.4.4 Teorema (Darboux). Se ω é uma 2-forma não-degenerada numa variedade N de

dimensão 2n, então dω = 0 se e somente se para cada p ∈ N existem coordenadas (U,ϕ)

onde ϕ(xi, yi) ∈ U ⊂ N é tal que ϕ(0) = p e

ϕ∗ω = ω0 =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

Agora sim iremos de�nir as aplicações simpléticas.

2.4.5 De�nição. Se (N,ω) e (M,Ω) são duas variedades simpléticas, chamamos a

aplicação diferenciável F : N →M simplética se F ∗Ω = ω, i.e.,

ΩF (p)(DF (p) · v,DF (p) · w) = ωp(v, w)

para todo p ∈ N e v, w ∈ TpN.

Já que ω é não-degenerada, temos que DF (p) é injetora, para todo p ∈ N, assim

dimN ≤ dimM. Se dimN = dimM, temos que F é localmente um difeomor�smo.

Uma estrutura quase complexa numa variedade N associa para cada p ∈ N uma

aplicação linear Jp : TpN → TpN, satisfazendo

J2
p = −I.

2.4.6 Proposição. Se (N,ω) é uma variedade simplética, existem uma estrutura quase

complexa J em N e uma métrica Riemanniana 〈·, ·〉 em N satisfazendo

ωp(v, Jpw) = 〈v, w〉p

para todo p ∈ N e v, w ∈ TpN. Da simetria da métrica segue que ωp(Jpv, Jpw) = 〈v, w〉p
i.e., Jp é uma aplicação simplética do espaço vetorial simplético (TpN,ωp). Além disso,

J∗p = J−1
p = −Jp,

onde J∗p é o adjunto de J no espaço com produto interno (TpN, 〈·, ·〉p).
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Agora iremos estudar a estrutura simplética do �uxo geodésico. Considere o �uxo

geodésico φt : SM → SM e sempre θ ∈ SM, tome como antes Nθ, e os espaços Hθ ∩Nθ

e Vθ ∩Nθ denotados, de novo, por Hθ e Vθ respectivamente, também considere o �brado

N onde as �bras são Nθ. Assim temos que dim(Hθ) = dim(Vθ) = m− 1 e Nθ = Hθ ⊕ Vθ,
i.e.,

TθSM = Hθ ⊕ Vθ ⊕ 〈Gθ〉,

onde G é o campo geodésico. De�namos J : N → N pondo para {v, w} ∈ Nθ,

J {v, w} = {−w, v}.

Note que J 2 = −I nos dá a estrutura quase complexa e portanto uma estrutura simplética

em N . De�namos a 2-forma como segue

Ωθ(ξ, η) := 〈ξ,J (η)〉θ,

onde ξ, η ∈ Nθ e 〈·, ·〉θ é a métrica de Sasaki, que é uma métrica Riemanniana em SM.

Assim temos que (N,Ω) é um espaço simplético, onde Ω(θ) = Ωθ, logo temos que φt é

uma aplicação simplética.

2.4.7 Proposição. Para cada θ ∈ SM temos que

φ∗t (Ωφt(θ)) = Ωθ

para todo t ∈ R.

Deduzimos que

(Dθφt)
∗ · J · (Dθφt) = J ,

para todo t ∈ R onde (Dθφt)
∗ é o operador adjunto de Dθφt, para todo t ∈ R.

Agora considere Oθ uma órbita periódica, i.e. Oθ = {φt(θ) : 0 ≤ t ≤ t0}, para algum

t0 > 0. Vamos de�nir a aplicação de Poincaré. Como Nθ é ortogonal a Gθ com respeito

à métrica de Sasaki, onde G é o campo geodésico, temos que existe uma vizinhança Σθ

de θ em Nθ, chamada seção, tal que existe T : Σθ → R suave e Pθ : Σθ → Σθ tal que

Pθ(ϑ) = φT (ϑ)(ϑ), que é chamada a aplicação de Poincaré.

Sejam X, Y espaços topológicos, f : X → X e g : Y → Y . Dizemos f e g são

conjugadas se existe h : X → Y um homeomor�smo tal que h ◦ f = g ◦ h.

2.4.8 Proposição. Seja θ ∈ SM �xo. Se Pθ : Σθ → Σθ e P ′θ : Σ′θ → Σ′θ são aplicações

de Poincaré de seções diferentes, então Pθ e P ′θ são conjugadas.
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Assim podemos supor que existe uma única aplicação de Poincaré quando falamos

sobre as propriedades que são invariantes sob conjugação.



Capítulo 3

Teorema da Métrica Bumpy

Neste capítulo iremos estudar uma classe de métricas Riemannianas chamada métrica

Bumpy, que está relacionada as órbitas periódicas do �uxo geodésico. O principal

resultado é que o conjunto das métricas Bumpy é genérico (em particular denso) em

GkM, que é devido ao trabalho do Anosov [4]. Sabemos que ao perturbar a métrica de

uma variedade mudamos o �brado unitário que é onde o �uxo geodésico é de�nido, assim,

nós precisamos de novos objetos relacionados ao �uxo geodésico, mas que independam da

métrica.

3.1 Projetivização

Usaremos sempre M variedade compacta Riemanniana e g a métrica Riemanniana de

classe Ck, onde 2 ≤ k ≤ ∞. Estaremos interessados em estudar propriedades das órbitas

periódicas dos �uxos geodésicos de métricas próximas a g. Porém, é importante observar

que a própria de�nição do �brado unitário depende de g. Ou seja, perturbando a métrica

g, o novo �uxo geodésico estaria de�nido em outra variedade! Para evitar este problema,

iremos relacionar cada um destes �uxos com outros �uxos, com mesma dinâmica, porém

todos estes de�nidos na mesma variedade. Este processo é conhecido como projetivização,

que explicaremos a seguir.

3.1.1 De�nição. Sejam v, w ∈ TpM não nulos, dizemos que v está relacionado com w,

e escrevemos v ∼ w, se existe um t > 0 tal que w = tv.

É fácil mostrar que ′′ ∼ ′′ é uma relação de equivalência e denotamos por ν a

classe de equivalência [v] = R+v, e por TpM o conjunto quociente (TpM)x/ ∼ onde

(TpM)x = TpM \ {0p}. Considere o �brado

TM =
∐
p∈M

TpM.
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Tome T ′M a união dos espaços (TpM)x para todo p ∈M, i.e. se θ = (p, v) ∈ T ′M temos

v 6= 0 e identi�caremos [θ] por [v], i.e.,

ν = [v] = [θ].

Considere as seguintes projeções naturais:

ρ : TM −→M

de�nida por ρ(ν) = p, onde ν = [θ] = [(p, v)] e

% : T ′M −→ TM

de�nida por %(θ) = [θ] = ν. Como SM g ⊂ T ′M, denotemos por %g a restrição de % para

SM g, e observe que %g : SM g → TM é uma bijeção, note que SM g dependa da métrica

g e TM não.

Denote por Ig = %−1
g como a inclusão Ig : TM ↪→ SM g. Lembre que

φ = φg : R× TM −→ TM

é o �uxo geodésico de M e G = Gg é o campo geodésico de M que depende da métrica g.

De�namos um �uxo em TM :

ψg : R× TM → TM

de�nido por

ψgt = % ◦ φgt ◦ Ig,

(i.e., ψgt ◦ % = % ◦ φgt ) que é chamado �uxo geodésico projetivizado.

A suavidade do �uxo geodésico φg depende da suavidade dos símbolos de Christo�el,

que são de classe Ck−1, pois dependem da métrica g que é de classe Ck. Analogamente o

�uxo geodésico projetivizado ψg é de classe Ck−1.

Denotemos φgt (θ) por Φ(θ, t, g) e ψgt (ν) por Ψ(ν, t, g), além disso, Gg denotará o campo

de vetores do �uxo ψg.

3.1.2 Teorema. g 7→ Gg é de classe C∞.

Para provar este teorema iremos obter algumas relações entre o �uxo projetivizado e

o original.

3.1.3 Lema. Dado λ ∈ R, temos que φgt (λθ) = λφg(λt)(θ).
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Demonstração. Considere a geodésica γθ e γ(t) = γθ(λt). Como γθ e γ são curvas

parametrizadas pelo comprimento de arco, então γ é geodésica, e é claro que

γ′θ(t) = φgt (θ) , γ
′(t) = λγ′θ(λt)

e γ′(t) = λφg(λt)(θ). Por outro lado como γ′(0) = λθ, então γ′(t) = φgt (λθ), logo

φgt (λθ) = λφg(λt)(θ).

Seja λ = |v| com v 6= 0. No Lema 3.1.3 substituindo θ por λ−1θ, temos que

φgt (θ) = λφg(λt)(λ
−1θ).

Vejamos algumas relações dos �uxos geodésicos, lembre que % ◦ φgt = ψgt ◦ %, Ig = %−1 e

[(q, w)] = [λ(q, w)] para todo (q, w) ∈ T ′M.

3.1.4 Lema. Com as notações anteriores, temos

1. %Φ(θ, t, g) = Ψ(%θ, t|v|, g),

2. Φ(θ, t, g) = |v|Ig ◦Ψ(%θ, t|v|, g).

Demonstração. Usando as notações

1. % ◦ φgt (θ) = % ◦ (λφg(λt)(λ
−1θ)) = % ◦ φg(λt)(λ−1θ) = ψg(λt) ◦ %(λ−1θ) = ψg(λt) ◦ %(θ), e

2. φgt (θ) = λφg(λt)(λ
−1θ) = λIg ◦ ψg(λt) ◦ %(λ−1θ) = λIg ◦ ψg(λt) ◦ %(θ).

Prova do Teorema 3.1.2. Lembre-se que Gg é o campo de vetores do �uxo ψg, seja

ν ∈ TM e �xe g0 ∈ G∞M tal que θ = Ig0(ν). Agora derivando 1. do Lema 3.1.4 com

respeito a t, temos

D% ·Gg
(φgt (θ))

= λGg
(ψg

(tλ)
◦%(θ))

,

onde λ = |v| com θ = (p, v), para t = 0, D% · Gg
θ = λGg

(%(θ)). Logo, identi�cando |θ| por
|v|, temos

Gg
ν =

1

|Ig0(ν)|
D% ·Gg

(Ig0 (ν)).

Considerando o campo de vetores de SM g0 , Qgθ = 1
|θ|G

g
θ, temos que

Gg
ν = D% · Qg(Ig0 (ν)).
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Em verdade Qg é uma seção da �bra TTM |SM g0 = {ξ ∈ TTM : $(ξ) ∈ SM g0}, e como

g0 é �xa, Qg só depende de g. Denotando por ΓlE o espaço de seções de classe C l da �bra

de vetores E, (ver apêndice) então

Qg ∈ Γk−1(TTM |SM g0),

onde 2 ≤ k <∞.
Por outro lado, como πTM ◦D% = %◦$, onde πTM : TTM → TM é a projeção natural,

usando o fato que Qg é um campo de vetores, temos que

πTM ◦Gg
ν = πTM ◦D% · Qg(Ig0 (ν)) = % ◦$ ◦ QgIg0 (ν) = % ◦ Ig0(ν) = ν,

para todo ν ∈ TM. Logo πTM ◦Gg = idTM , e assim Gg ∈ Γk−1(TTM). Portanto

GkM −→ Γk−1(TTM) : g 7−→ Gg

é a composição das aplicações

GkM −→ Γk−1(TTM |SM g0) : g 7−→ Qg

de classe C∞ (pois g 7→ Gg é de classe C∞) e

Γk−1(TTM |SM g0) −→ Γk−1(TTM) : σ 7−→ D% · σ ◦ Ig0

que é um operador linear limitado. Isto completa a prova do teorema.

3.2 Órbitas periódicas e Métricas Bumpy

Nesta seção iremos de�nir a métrica Bumpy e enunciar o resultado principal deste capítulo,

também iremos dar uma propriedade importante a respeito das órbitas, quando a métrica

varia.

Nós precisamos lembrar de algumas de�nições em relação às órbitas periódicas. Dados

Ft : M → M um �uxo na variedade M e uma órbita Op = {Ft(p) : t ∈ R}, dizemos que

Op é uma órbita periódica se existe t0 > 0 tal que Ft0(p) = p, chamamos t0 o período de

Op e dizemos que o período é minimal se t0 é o mínimo t ∈ R tal que Ft(p) = p.

O próximo lema diz que um �uxo geodésico robustamente não tem órbitas periódicas

com período minimal pequeno.
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3.2.1 Lema. Se g0 ∈ GkM então existem uma vizinhança U0 de g0 e α > 0 tal que para

toda g ∈ U0 o �uxo ψg não tem órbitas periódicas com período minimal menor ou igual

do que α.

Demonstração. Considere uma métrica Riemanniana em TM. Como

Gg0 : TM → TTM

é contínua e TM é compacto, podemos considerar c > 0 tal que |Gg0(ν)| < c, para todo

ν ∈ TM, (com respeito à métrica Riemanniana em TM). Usando o fato que g 7→ Gg é

contínua, como c > 0, existe U vizinhança de g0, tal que g 7→ Gg leva U a Bc(Gg) (bola

aberta de raio c e centro Gg). Se g ∈ U e ν ∈ TM, então

|Gg(ν)| ≤ |Gg(ν)−Gg0(ν)|+ |Gg0(ν)|

≤ ‖Gg −Gg0‖+ |Gg0(ν)|,

onde ‖ · ‖ denota a norma das aplicações GkM → Γk−1(TTM) induzida pela | · | métrica

Riemanniana de TM. Logo, |Gg(ν)| < 2c, para todo ν ∈ TM e para todo g ∈ U.

Mostraremos que U é a vizinhança U0 do enunciado. Suponha que não, i.e., para todo

α > 0 existe gα ∈ U tal que ψgαt tem órbitas periódicas com período menor ou igual do que

α. Se tomamos α = 1
n
para n ∈ N, existem gn ∈ U, νn ∈ TM, e tn ∈ R com 0 ≤ tn ≤ 1

n

tais que

ψgntn νn = νn.

Como TM é compacto, existe uma subsequência convergente de (νn) denotada da mesma

maneira tal que νn → ν0. Seja ς a distância em TM induzida pela métrica Riemanniana

de TM ,

ς(ν1, ν2) =

∫ b

a

|γ′(t)|dt,

onde γ é a geodésica que une ν1 e ν2 em TM . Sejam t ∈ R e n ∈ N �xo, t = qtn + r com

0 ≤ r < tn. Temos que

ς(ψgnt (νn), νn) = ς(ψgnt (νn), ψgnqtn(νn))

≤ ς(ψgn(q+1)tn
(νn), ψgnqtn(νn))

=

∫ tn

0

|(ψgnt )′(νn)|dt

=

∫ tn

0

∣∣∣Ggn
ψgnt (νn)

∣∣∣dt
< 2ctn.
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Fazendo n→∞, temos ς(ψg0t (ν0), ν0) = 0, para todo t ∈ R, logo

ψg0t (ν0) = ν0,

para todo t ∈ R, e temos que

Gg0
ν0

= Gg0
ψ
g0
t (ν0)

= (ψg0t )′(ν0) = 0,

de modo que Gg0
Ig0 (ν0) = 0, o que é uma contradição, pois Gg0

Ig0 (ν) = {Dπ · Ig0(ν), 0} e

Dπ · Ig0 6= 0.

Os autovalores de DFt0(p) são chamados multiplicadores da órbita periódica Op, e
dizemos que a órbita periódica Op é não degenerada se têm só um multiplicador (contando

multiplicidade) igual a 1. Para mais detalhes ver apêndice.

3.2.2 De�nição. Sejam g ∈ GkM e θ = (p, v) ∈ SM g, considere a geodésica fechada

Ogp = {γgθ (t) : 0 ≤ t ≤ t0}.

1. Dizemos Ogp é não degenerada se é correspondente a uma órbita periódica

{ψgt (ν) : 0 ≤ t ≤ t0}

não degenerada do �uxo geodésico projetivizado em TM.

2. Dizemos que a métrica g é Bumpy se todas as geodésicas fechadas são não

degeneradas.

Todos, menos um dos multiplicadores de uma geodésica fechada de uma métrica bumpy

(isto é, todos menos um dos multiplicadores das órbitas correspondentes a SM ou TM)

não são raízes da unidade (de qualquer ordem).

Dizemos que R é um conjunto residual de um espaço métrico (X, d) se R é a interseção

de uma quantidade enumerável de abertos e densos em X.

O principal teorema deste capítulo é o seguinte:

3.2.3 Teorema (Teorema da métrica Bumpy). O conjunto das métricas bumpy é residual

em GkM.

Demonstração. Seja 0 < a ≤ b, e denotemos por Gk(a, b) o conjunto de todas as métricas

g ∈ GkM tais que toda órbita periódica do �uxo ψg com período menor ou igual do que

b, tendo período minimal menor ou igual do que a, é não degenerada. Vejamos algumas

propriedades simples.

1. Se 0 < a′ < b′ onde a ≤ a′ e b ≤ b′, temos que Gk(a′, b′) ⊆ Gk(a, b).
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2. Se k ≤ l, temos que Gl(a, b) = Gk(a, b) ∩ GlM.

É claro que
∞⋂
n=1

Gk(n, n)

é o conjunto das métricas bumpy's.

Logo, para mostrar o teorema basta provar a seguinte proposição:

3.2.4 Proposição. Gk(a, a) é aberto e denso em GkM para todo a > 0.

A prova da proposição acima será dada nas próximas seções.

3.3 Transversalidade e o Teorema de Abraham

Nesta seção iremos estudar propriedades de transversalidade relacionadas com as órbitas

periódicas do �uxo geodésico projetivizado. Também iremos enunciar o Teorema de

Abraham envolvendo propriedades de transversalidade que nós iremos usar nas próximas

seções.

Sabemos que

Ψ : TM × R× GkM −→ TM : (ν, t, g) 7−→ ψgt (ν),

e do Teorema 3.1.2, sabemos que Ψ é de classe Ck−1. Como

TM × GkM −→ TM : (ν, g) 7−→ Ig(ν)

é suave e da parte 2. do Lema 3.1.4, temos que

Φ : TM × R× GkM −→ TM : (θ, t, g) 7−→ φgt (θ)

é de classe Ck−1. Se δΘ ∈ TΘTM, δt ∈ TR+ = R e δg ∈ TgGkM, então

DΦ(Θ, t, g) · (δΘ, δt, δg) = D1Φ(Θ, t, g) · δΘ +D2Φ(Θ, t, g) · δt+D3Φ(Θ, t, g) · δg

pode ser expressado como d
dε

∣∣
ε=0

Φ(Θε, tε, gε), onde tε = t+εδt, gε = g+εδg e Θε depende

suavemente de ε com Θ(0) = θ e d
dε

∣∣
ε=0

Θε = δΘ.

3.3.1 Lema. Com as notações acima temos que

1. D1Φ(θ, t, g) · δΘ = Dφgt θ · δΘ,

2. D2Φ(θ, t, g) · δt = δt ·Gg
φgt θ
,
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3. D3Φ(θ, t, g) · δg = {δθ(t), D
dt
δθ(t)}.

Considere a aplicação

F : TM × R+ × GkM −→ TM × TM

de�nida por

F (ν, t, g) = (ν,Ψ(ν, t, g)). (3.1)

Pelo visto acima F é de classe Ck−1.

Lembre que ∆ denota a diagonal de TM. Nós vamos aceitar o seguinte lema.

3.3.2 Lema. Suponha que F (ν, t0, g) ∈ ∆.

1. Se uma órbita periódica {ψgt (ν)} com período t0 é não degenerada, então

F t(ν,t0,g) ∆.

2. Se uma órbita periódica {ψgt (ν)} tem período minimal t0, então

F t(ν,t0,g) ∆.

Ver apêndice para detalhes da de�nição de transversalidade (t).

Terminamos esta seção enunciando o Teorema de Abraham, devido a [1], que será

usado posteriormente. Sejam A, X e Y variedades de classe Cs. Denotemos por Cs(X, Y )

o espaço das aplicações de ϕ : X → Y de classe Cs. A aplicação σ : A→ Cs(X, Y ) é dita

Cs-representação se a aplicação �evaluação�

evσ : A×X −→ Y : (a, x) 7−→ σa(x)

é de classe Cs. Considere W subvariedade de Y e de�na

AW = {a ∈ A : σa t W}.

3.3.3 Teorema (Teorema de Abraham). Se A e X são segundo contáveis, s >

max{0, dimX − codimW} e evσ t W, então AW é residual em A.

3.4 Prova da Proposição 3.2.4: Abertura

Nesta seção mostraremos que os conjuntos Gk(a, b), para 0 < a ≤ b, são abertos. Para

isso, basta mostrar o seguinte lema.

3.4.1 Lema. Se 0 < a ≤ b, então Gk(a, b) é aberto em GkM.
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Demonstração. A demonstração é feita em dois casos.

Primero caso: 2 ≤ k < ∞. Nesse caso, suponha que o resultado é falso, i.e., existe

g0 ∈ Gk(a, b) e g0 /∈ int(Gk(a, b)). Então existe gn /∈ Gk(a, b) para todo n ∈ N e gn → g0,

isto é, existem (νn) ⊆ TM, 0 < tn ≤ a e (kn) ⊆ N com kntn ≤ b, tal que

ψgntn (νn) = νn

e Dψgnkntn(νn) tem o autovalor 1 mais de uma vez. Pelo Lema 3.2.1, existem U0 vizinhança

de g0 e α > 0, e uma subsequência a qual também indicaremos por (gn), (gn) ⊆ U0, e

como ψgnt (νn) é uma órbita periódica com período tn, temos que tn ∈ (α, a]. Como TM
é compacto podemos supor que νn → ν0. Tomando também uma subsequência, se for

necessário, tal que tn → t0 ∈ [0, a], kn = k0 e k0t0 ≤ b, temos que

ψg0t0 (ν0) = ν0,

e assim ψg0t (ν0) é uma órbita periódica com período minimal menor ou igual do que a e

Dψg0k0t0(ν0) tem o autovalor 1 mais de uma vez, além de k0t0 ≤ b. Então g0 /∈ Gk(a, b), o
que é uma contradição.

Segundo caso: k = ∞. Se s < ∞, considere G∞M e GsM tomado com as topologias

C∞ e Cs respectivamente, e a inclusão

G∞M ↪→ GsM,

que é contínua, como Gs(a, b) é aberto, então G∞(a, b) é aberto.

3.5 Prova da Proposição 3.2.4: Densidade

Nesta seção iremos mostrar que os conjuntos Gk(a, a) são densos em GkM, para a > 0.

Nós faremos a demonstração em dois casos, para 2 < k <∞ e k = 2, ∞, mas precisamos

de alguns lemas prévios.

Primeiro começamos com 2 < k <∞.

3.5.1 Lema. A restrição da aplicação F a TM × (0, 2a) × Gk(a, 2a) intercepta-se

transversalmente à diagonal de TM, i.e.,

F |TM×(0,2a)×Gk(a,2a) t ∆,

onde F é de�nido em (3.1).
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Demonstração. Seja (ν, t0, g) ∈ TM × (0, 2a)× Gk(a, 2a).

Se F (ν, t0, g) /∈ ∆, não há nada a mostrar.

Se F (ν, t0, g) ∈ ∆, então ψgt0(ν) = ν com t0 ∈ (0, 2a).

• Se t0 é o período minimal, por 2. do Lema 3.3.2, temos que F t(ν,t0,g) ∆.

• Se t0 não é período minimal, seu período minimal é menor ou igual que t0
2
< a.

Como g ∈ Gk(a, 2a), ψgt (ν) é uma órbita periódica com período menor ou igual do

que 2a e como o período minimal é menor ou igual do que a, então ψgt (ν) é não

degenerada. Logo por 1. do Lema 3.3.2 temos que F t(ν,t0,g) ∆.

O seguinte lema é uma conseqüência do Teorema de Abraham (Teorema 3.3.3).

3.5.2 Lema. Gk(3a
2
, 3a

2
) ∩ Gk(a, 2a) é denso em Gk(a, 2a).

Demonstração. Usaremos o Teorema de Abraham para

A = GkM, X = TM × (0, 2a), Y = TM × TM eW = ∆.

Sabe-se que F : TM × R+ × GkM → TM × TM : (ν, t, g) 7→ (ν, ψgt (ν)) é de classe Ck−1.

Fixando g ∈ A, temos que

F g : TM × (0, 2a) −→ TM × TM : (ν, t) 7−→ (ν, ψgt (ν))

é de classe Ck−1, i.e., F g ∈ Ck−1(X, Y ). De�namos as aplicações

σ : A −→ Ck−1(X, Y ) : g 7−→ F g e

evσ(g, ν, t) := σg(ν, t) = F g(ν, t) = (ν, ψgt (ν)) = F (ν, t, g).

Então evσ = F, evσ ∈ Ck−1, σ é uma representação de classe Ck−1 e pelo Lema 3.5.1

temos que evσ t ∆.

A�rmação: σ é injetiva.

Prova da A�rmação. Se σg1 = σg2 , então F
g1 = F g2 , e ψg1t (ν) = ψg2t (ν). Como π ◦ Ig = ρ,

temos que

π ◦ φgt ◦ Ig(ν) = π ◦ Ig ◦ ψgt (ν) = ρ ◦ ψgt (ν) e

Ig(ν) = Dπ{Ig(ν), 0} = Dπ ·Gg
Ig(ν)

= Dπ ·Gg
φgt (Ig(ν))

∣∣
t=0

= Dπ · (φgt )′(Ig(ν))
∣∣
t=0

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(ρ ◦ ψgt (ν)).
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Temos que

Ig1(ν) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ρ ◦ ψg1t (ν)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(ρ ◦ ψg2t (ν)) = Ig2(ν),

logo Ig1 = Ig2 , e assim as esferas unitárias com respeito a g1 e g2 coincidem em todo o

espaço tangente. Portanto g1 = g2, o que mostra a a�rmação.

Considere

A∆ = {g ∈ A : σg t ∆} = {g ∈ GkM : F g t ∆}.

Vejamos que se cumprem as condições do Teorema de Abraham. Como dimX =

dimTM + 1 e codim W = dimTM, então temos que max{0, dimX − codim W} = 1. Já

que k ≥ 3 > 2, temos que k− 1 > max{0, dimX − codim W}. Portanto, pelo Teorema de

Abraham, temos que A∆ é residual (e portanto denso) em A. Então {g ∈ GkM : F g t ∆}
é denso em

B = {g ∈ GkM : toda órbita periódica do �uxo ψgt tem período ≤ 2a}.

Assim, o conjunto das métricas g ∈ GkM tais que toda órbita periódica de ψgt com período

menor ou igual do que 2a é não degenerada, é denso em B. Isto mostra o lema.

Seja g0 ∈ Gk(a, a).O conjunto das órbitas periódicas do �uxo ψg0t , com período minimal

menor ou igual do que a que são não degeneradas é, um conjunto contável, e como TM é

compacto, só existem um número �nito de tais órbitas, a saber

ψg0t (νi) com período minimal ti ≤ a para i = 1, . . . , N.

Devido a um resultado padrão na teoria de equações diferenciais, existem uma vizinhança

U de g0, νi : U→ TM e ti : U→ R+, contínuos para todo i = 1, . . . , N, tais que

νi(g0) = νi, ti(g0) = ti e ψgt (νi(g)) é uma órbita periódica com período ti(g).

Mas, já que as órbitas ψg0t (νi) são não degeneradas como órbitas periódicas com período

ti ≤ a, existem V ⊆ U vizinhança de g0 e V ⊆ TM vizinhança do conjunto⋃
t,i

ψg0t (νi)

tais que se g ∈ V e a órbita ψgt (ν) através do ponto ν ∈ V , é periódica com período ≤ a,

então coincide com uma das órbitas

{ψgt (νi(g)) : 0 ≤ t ≤ ti(g)} onde i = 1, . . . , N.
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3.5.3 Lema. Existe W ⊆ V vizinhança de g0 tal que se g ∈ W , o �uxo ψgt não tem

órbitas periódicas com período ≤ a, com exceção das órbitas {ψgt (νi(g)) : 0 ≤ t ≤ ti(g)}
onde i = 1, . . . , N.

Demonstração. Suponha que o lema é falso, então existem as sequências (ωn) ⊆ TM,

(gn) ⊆ V com gn → g0, (tn) ⊆ (0, a] tais que

ψgntn (ωn) = ωn

e ωn não reside em nenhuma das órbitas mencionadas no lema. Temos que (ωn) ⊆ TM \V .
Do Lema 3.2.1, temos que existem U0 vizinhança de g0 e α > 0. Podemos assumir que

(gn) ⊆ U0, de modo que tn > α. Passando à subsequências apropriadas, temos que

ωn → ω0 e tn → t0 ∈ [α, a]. Assim

ψg0t0 (ω0) = ω0,

e então, ψg0t (ω0) é periódica com período ≤ a. Portanto ω0 ∈
⋃
t,i ψ

g0
t (νi) ⊆ V, o que é

uma contradição.

O seguinte lema nos dá a densidade.

3.5.4 Lema. Gk(a, 2a) é denso em Gk(a, a).

Demonstração. Sejam g0 ∈ Gk(a, a) e U vizinhança de g0 qualquer. Mostraremos que

Gk(a, 2a) ∩ U 6= ∅.

Considere W e νi(g) como no Lema 3.5.3. Por Klingenberg [13], existe g ∈ U ∩ W
arbitrariamente perto de g0, tal que toda órbita periódica, com período menor ou igual

do que 2a é não degenerado. Mas como g ∈ W , toda órbita ψgt (ν) periódica com período

minimal menor ou igual do que a, então pelo Lema 3.5.3 temos que ti(g) ≤ a. Logo

g ∈ Gk(a, 2a), e então

g ∈ Gk(a, 2a) ∩ U.

Dos Lemas 3.5.2 e 3.5.4 temos que Gk(3a
2
, 3a

2
) é denso em Gk(a, a). Indutivamente,

tem-se que Gk((3
2
)na, (3

2
)na) é denso em Gk(a, a), para todo n ∈ N. Dados 0 < a ≤ b,

existe n0 ∈ N tal que b ≤ (3
2
)n0a, e então Gk(b, b) é denso em Gk(a, a). Sejam g0 ∈ GkM ,

U0 e a como no Lema 3.2.1. Então U0 ⊆ Gk(a, a) e

Gk(a, a) é denso em GkM.
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Dado b > 0, se b ≥ a, então Gk(b, b) é denso em Gk(a, a), de modo que Gk(b, b) é denso

em GkM. Se 0 < b < a, então Gk(a, a) ⊆ Gk(b, b), e também temos que Gk(b, b) é denso

em GkM . Assim, para todo b > 0, temos que

Gk(b, b) é denso em GkM.

Agora, mostraremos que Gk(a, a) é denso em GkM para k = 2,∞.

Caso k = 2 : a inclusão natural G3M ↪→ G2M é contínua, com suas respectivas

topologias C3 e C2. Sua imagem é densa em G2M e como G3(a, a) é densa em G3M, então

G3(a, a) é densa em G2M . Como G3(a, a) ⊆ G2(a, a), temos que

G2(a, a) é denso em G2M.

Caso k = ∞ : Seja g0 ∈ G∞M . As vizinhanças de g0 da forma V ∩ G∞M, onde V

pertenece a um sistema fundamental de vizinhanças de g0 em GkM com k ≥ 2; formam

um sistema de vizinhanças de g0 em GkM. Sejam k ≥ 2 e V ⊆ GkM vizinhança de

g0. Então V ∩ Gk(a, a) 6= ∅ é aberto em GkM, logo G∞M é denso em GkM. Portanto

G∞M ∩ V ∩ Gk(a, a) 6= ∅, então V ∩ G∞(a, a) 6= ∅. Assim

G∞(a, a) é denso em G∞M.



Capítulo 4

Fluxos Expansivos em 3-variedades

Neste capítulo só trabalharemos com variedades suaves de dimensão 3. Em consequência

usaremos resultados que envolvem tais variedades, como por exemplo os resultados de

M. Paternain [20] feitos em sua tese de doutorado e também em [21]. Na primeira seção

damos as de�nições prévias e enunciamos o resultado que precisamos, e na segunda seção

mostraremos que os �uxos expansivos com o conjunto de pontos não errantes denso têm

o conjunto de órbitas periódicas, também denso.

4.1 Expansividade

Primeiramente vamos estabelecer as de�nições que precisamos. Em todo este capítulo

considere N uma variedade compacta de dimensão 3 que tem uma distância d.

4.1.1 De�nição. Sejam {ψt} um �uxo de N e p ∈ N. Dizemos que p é um ponto

não errante do �uxo {ψt} se para toda vizinhança V de p em N, existe (tn) ⊆ R com

lim
n→∞

|tn| = +∞ tal que

ψtn(V ) ∩ V 6= ∅,

para todo n ∈ N.

Agora vamos de�nir o importante conceito de �uxo expansivo, mas antes

introduziremos algumas notações.

Seja C(R,R) o conjunto de todas as funções contínuas h : R → R e analogamente os

conjuntos C(R+,R+) e C(R−,R−). De�nimos

B = {h ∈ C(R,R) : h(R) = R}

e

B+ = {h ∈ C(R+,R+) : h(R+) = R+ e h(0) = 0}.

Analogamente de�nimos B−.
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4.1.2 De�nição. Seja {ψt} um �uxo em N com ψt : N → N homeomor�smo, para todo

t ∈ R. Dizemos que {ψt} é expansivo se existe ε > 0 tal que todo p ∈ N satisfaz a seguinte

propriedade:

• se q ∈ N e existe hq ∈ B com d(ψt(p), ψhq(t)(q)) ≤ ε para todo t ∈ R, então existe

t0 ∈ R dependendo de ε, p, q, com t0 → 0 se d(p, q)→ 0 temos que q = ψt0(p).

Quando t ∈ Z, hq(t) = t e t0 = 0.

4.1.3 De�nição. Sejam {ψt} um �uxo em N com ψt : N → N contínuo, para todo t ∈ R
e p ∈ N. Dado ε > 0, denote por S̃ε(p) o conjunto dos pontos q ∈ N com a seguinte

propriedade:

• existe h ∈ B+ tal que d(ψt(p), ψh(t)(q)) ≤ ε para todo t ∈ R+.

Analogamente, denote por Ũε(p) o conjunto dos pontos q ∈ N com a seguinte propriedade:

• existe h ∈ B− tal que d(ψt(p), ψh(t)(q)) ≤ ε para todo t ∈ R−.

Devido a Paternain, sabemos que se o �uxo {ψt} for expansivo e sem singularidades,

sempre existem os conjuntos S̃ε(p) e Ũε(p) e eles são chamados conjuntos ε-estável e

ε-instável do ponto p ∈ N.
Por outro lado, note que S̃ε(p) é invariante para frente por ψt no seguinte sentido:

• para todo t ∈ R+ e q ∈ S̃ε(p) existe t0 ∈ R+ tal que ψt0(q) ∈ S̃ε(ψt(p)).

Similarmente, Ũε(p) é invariante para frente por ψ−t no seguinte sentido:

• para todo t ∈ R− e q ∈ Ũε(p) existe t1 ∈ R− tal que ψt1(q) ∈ Ũε(ψt(p)).

O seguinte teorema nos dá a importante estrutura de produto local.

4.1.4 Teorema. Seja ψt : N → N um �uxo expansivo sem singularidades com constante

de expansividade ε > 0. Então as seguintes a�rmações são verdadeiras:

1. Existe 0 < δ < ε tal que S̃δ(θ) e Ũδ(θ) são conjuntos não triviais e conexos, para

todo θ ∈ N (i.e. eles contém pontos que não estão na órbita de θ).

2. Seja

Σθ = expθ{w ∈ TθN : |w| < ε e 〈w,X(θ)〉 = 0},

onde 〈, 〉 é a métrica de N e X(θ) é a direção do �uxo em θ. Então existem pontos

periódicos ηi, i = 1, . . . , n, tais que se Ñ é o conjunto

N −
⋃
{ψt(ηi) : t ∈ R, i = 1, . . . , n},
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então para todo ponto θ ∈ Ñ existe uma vizinhança aberta Vθ de θ com diâmetro

menor que ε/2 tal que, para ζ ∈ Σθ ∩ Vθ, os conjuntos

Sδ(ζ) = Σθ ∩ Vθ ∩ S̃δ(ζ)

e

Uδ(ζ) = Σθ ∩ Vθ ∩ Ũδ(ζ)

são curvas conexas satisfazendo a estrutura de produto local: existe um

homeomor�smo

F : (0, 1)2 → Σθ ∩ Vθ,

tal que

i. F (0, 0) = θ,

ii. Fx(z) ∈ Sδ(F (x, z)),

iii. F z(x) ∈ Uδ(F (x, z)),

para todo x, z ∈ (0, 1), onde Fx : (0, 1) → Σθ ∩ Vθ e F z : (0, 1) → Σθ ∩ Vθ são as

aplicações Fx(z) = F z(x) = F (x, z).

3. S̃δ(θ) contrai uniformemente se t vai para +∞ (respectivamente Ũδ(θ) contrai com

t→ −∞). Em outras palavras, para todo t > 0 e 0 < α ≤ δ, existe T > 0 tal que

ψt(S̃δ(θ)) ⊆
⋃
r≤t

S̃α(ψr(θ)),

para todo t ≥ T e para todo θ ∈ Ñ .

Em particular, Sδ(θ) e Uδ(θ) são curvas conexas com interseção só em θ, e dependem

continuamente de θ ∈ Ñ . Assumiremos como certo o Teorema 4.1.4

4.2 Órbitas periódicas densas

Nesta seção mostraremos o seguinte resultado que usaremos nos capítulos posteriores.

4.2.1 Teorema. Seja ψt um �uxo expansivo de N. Se o conjunto de pontos não errantes

do �uxo ψt é denso em N, então o conjunto de órbitas periódicas de ψt também é denso.

Demonstração. Sejam θ ∈ Ñ , Vθ e Σθ como no Teorema 4.1.4. De 2. do Teorema 4.1.4

existem as projeções

Πs : Σθ ∩ Vθ −→ Sδ(θ)

e

Πu : Σθ ∩ Vθ −→ Uδ(θ),
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de�nidas por Πs(ζ) = Sδ(θ) ∩ Uδ(ζ), Πu(ζ) = Uδ(θ) ∩ Sδ(ζ) para todo ζ ∈ Σθ ∩ Vθ.
Observe também que F [(0, 1)2] = Σθ ∩ Vθ é homeomorfo a Sδ(θ) × Uδ(θ) : para todo

ζ ∈ Σθ ∩ Vθ existem coordenadas bem de�nidas

ζ 7−→ (Πs(ζ),Πu(ζ)).

Suponha que θ é um ponto não errante. Seja Pθ : Σθ ∩ Vθ → Σθ ∩ Vθ a aplicação de

Poincaré do �uxo ψt. Existe m0 ∈ N tal que B1/m(θ) ⊆ Vθ, para todo m ≥ m0 e como θ é

um ponto não errante, existe (tm,n) ⊆ R com lim
n→∞

|tm,n| = +∞ tal que

ψtm,n(B1/m(θ)) ∩B1/m(θ) 6= ∅,

para todo n ∈ N e m ≥ m0. Tomando a diagonal tn,n, para todo n ≥ m0, temos que existe

(θn) ⊆ Σθ tal que

θn −→ θ e (ψ−tn,n(θn)) ⊆ Σθ tal que ψ−tn,n(θn) −→ θ

e então existe (kn) ⊆ Z com lim
n→∞

|kn| = +∞ tal que Pknθ (θn) = ψ−tn,n(θn). Denotemos

−tn,n por tn. Sem perda de generalidade podemos supor que kn ≥ 0 e tn ≥ 0 para todo

n. Assim temos que

Pknθ (θn) −→ θ.

Considere α > 0 tal que Bα(θ) ⊆ Vθ. De 3. do Teorema 4.1.4 temos que existe n0 tal que

i. d(Pknθ (θn), θ) <
α

4
para todo n ≥ n0,

ii. d
(
Pknθ (Sδ(θn)),Pknθ (θn)

)
<
α

4
para todo n ≥ n0,

iii. Uδ(ζ) ⊆ Pknθ (Uδ(ζ)), e n ≥ n0, para todo ζ ∈ Ñ .

Temos que

d(Pknθ (Sδ(θn)), θ) = d
(
Pknθ (Sδ(θn)), θ

)
≤ d

(
Pknθ (Sδ(θn)),Pknθ (θn)

)
+ d(Pknθ (θn), θ)

<
α

2
,

logo

Pknθ (Sδ(θn)) ⊂ Bα(θ) (4.1)

para todo n ≥ n0.
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Denotemos Π̂s a restrição de Πs para Sδ(θn) de iii. e de (4.1), temos que a aplicação

Πs está bem de�nida no conjunto Pknθ (Sδ(θn)) = Pknθ (Π̂−1
s (Sδ(θ))) e

Πs(Pknθ (Sδ(θn))) ⊂ Sδ(θ).

Assim, temos que a aplicação Πs ◦ Pknθ ◦ Π̂−1
s : Sδ(θ) → Sδ(θ) tem um ponto �xo θ0 tal

que, de acordo com a construção, satisfaz

θ0 ∈ Uδ(Pknθ (θ0)) ∩Bα(θ),

e então

Uδ(θ0) = Uδ(Pknθ (θ0)) ⊂ Pknθ (Uδ(θ0))

por iii. Logo, a aplicação

P−knθ : Uδ(θ0)→ Uδ(θ0)

tem um ponto �xo θ1 e como Pθ é a aplicação de Poincaré, temos que a órbita de θ1 é

periódica. Já que α é arbitrário e os pontos não errantes são densos, então as órbitas

periódicas também são densas.



Capítulo 5

Decomposição Hiperbólica dos �uxos

simpléticos com decomposição

dominada

Neste capítulo iremos estudar �uxos simpléticos com decomposição Lagrangiana.

Mostraremos que tais �uxos têm decomposição dominada se e só se têm decomposição

hiperbólica. De fato, toda decomposição hiperbólica é dominada. Em geral, a

recíproca não é verdadeira, mas ela será com as hipóteses deste �uxo. Para isso,

primeiro mostraremos que tais �uxos com decomposição dominada são quase-Anosov, logo

mostramos que os quase-Anosov são hiperbólicos. Os resultados são devido a Contreras

[7], [9] e [10]. Começamos estabelecendo as de�nições que precisamos, lembrando a seção

2.4 de capítulo 2.

5.1 De�nições Prévias

Nestas seção daremos todas as de�nições prévias. Para isso, considere sempre Σ uma

variedade Riemanniana compacta e considere também o �uxo {ψt} de Σ.

5.1.1 De�nição. Seja X um subconjunto ψt-invariante de Σ, sem singularidades. Uma

decomposição ψt-invariante de TΣ :

TθΣ = Sθ ⊕ Uθ,

para todo θ ∈ X, é dominada se existem 0 < δ < 1 e τ > 0, tais que

‖Dψτ (θ)
∣∣
Sθ
‖ · ‖Dψ−τ (ψτ (θ))

∣∣
Uψτ (θ)

‖ ≤ δ.
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5.1.2 De�nição. Seja X um subconjunto compacto ψt-invariante de Σ. Uma

decomposição ψt-invariante de TΣ :

TθΣ = Es
θ ⊕ Eu

θ ,

para todo θ ∈ X, é hiperbólica se existem C > 0, 0 < λ < 1 tais que

1. ‖Dψt(θ)
∣∣
Esθ
‖ ≤ Cλt; para todo t ≥ 0 e θ ∈ X,

2. ‖Dψt(θ)
∣∣
Euθ
‖ ≤ Cλ−t; para todo t ≤ 0 e θ ∈ X.

Quando X = Σ o �uxo é chamado Fluxo de Anosov.

Não é difícil mostrar que toda decomposição hiperbólica é dominada, mas a recíproca

não é verdadeiro em geral. Para o recíproco, precisamos de mais condições. Assim,

primeiro estabeleceremos mais de�nições.

5.1.3 De�nição. Seja X um subconjunto de Σ. Dizemos que o �uxo {ψt} é Quase-Anosov
em X se

sup
t∈R
|Dψt(θ) · v| = +∞,

para todo θ ∈ X e v ∈ TθΣ.

Dotemos Σ de uma forma simplética Ω, i.e., (Σ,Ω) é uma variedade simplética.

5.1.4 De�nição. Dizemos que o �uxo {ψt} é um �uxo simplético se ψt : Σ → Σ é uma

aplicação simplética, para todo t ∈ R.

Na verdade {ψt} é um cociclo, mas nosso caso chamaremos de �uxo, dado que pode

ser visto como um �uxo esqueçendo a direção de seu campo de vetores. Além disso, no

Capítulo 6 onde usamos os resultados deste Capítulo, o Σ vai ter dimensão par, assim faz

sentido usar variedades simplécticas.

Agora vamos de�nir o espaço Lagrangiano e a decomposição Lagrangiana de espaços

simpléticos.

5.1.5 De�nição. Seja (R2n, ω) um espaço simplético linear. Dizemos que X ⊂ R2n é um

subespaço Lagrangiano se

1. dimX = n, e

2. para todo u ∈ X, temos que ω(u, v) = 0 se, e somente se, v ∈ X.

Assumiremos como certo o seguinte resultado, que caracteriza os espaços Lagrangianos:

5.1.6 Lema. Um subespaço X de (R2n, ω) é Lagrangiano se, e somente se,

1. ω(u, v) = 0 para todo u, v ∈ X e
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2. existe um subespaço Y de R2n tal que X⊕Y = R2n e ω(u, v) = 0 para todo u, v ∈ Y.

5.1.7 De�nição. Sabemos que (Σ,Ω) é um espaço simplético.

1. Seja A ⊂ Σ. Uma �bra Lagrangiana sob A é uma aplicação que associa a cada θ ∈ A
um Lθ subespaço Lagrangiano de TθΣ, i.e.,

θ 7−→ Lθ.

2. Uma decomposição TθΣ = Sθ ⊕ Uθ sob A é Lagrangiana se θ 7→ Sθ e θ 7→ Uθ são

�bras Lagrangianas sob A.

Nas seções restantes, assuma sempre que Σ é uma variedade Riemanniana e simplética,

e também que {ψt} é um �uxo simplético de Σ.

5.2 Fluxos Quase-Anosov

Agora podemos enunciar o resultado principal deste capítulo.

5.2.1 Proposição. Seja X ⊆ Σ um compacto ψt-invariante sem singularidades. Se a

decomposição

TθΣ = Sθ ⊕ Uθ,

para todo θ ∈ X, é Lagrangiana, contínua e ψt-invariante, então a decomposição é

dominada se, e somente se, a decomposição é hiperbólica, onde

1. Sθ é uma contração para frente de ψt e

2. Uθ é uma contração para trás de ψt.

Note que, das de�nições, é fácil mostrar que toda decomposição hiperbólica é

dominada. Nós só mostraremos a outra implicação. Nesta seção mostraremos que, nas

condições da proposição 5.2.1, todo �uxo com decomposição dominada é um �uxo quase-

Anosov.

5.2.2 Observação. Da de�nição da decomposição dominada, temos que para k ∈ N e

θ ∈ X,

‖Dψkτ (θ)
∣∣
Sθ
‖ · ‖Dψ−kτ (ψkτ (θ))

∣∣
Uψkτ (θ)

‖ = ‖Dψkτ (θ)
∣∣
Sθ
‖ · ‖Dψk−τ (ψkτ (θ))

∣∣
U
ψkτ (θ)

‖

= ‖(Dψτ (θ)
∣∣
Sθ

)k‖ · ‖(Dψ−τ (ψτ (θ))
∣∣
Uψτ (θ)

)k‖

≤
k−1∏
i=1

‖Dψτ (ψiτ (θ))
∣∣
S
ψiτ (θ)

‖ · ‖Dψ−τ (ψi+1
τ (θ))

∣∣
U
ψi+1
τ (θ)

‖

≤ λk−1,
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e assim, temos que

lim
k→∞
‖Dψkτ (θ)

∣∣
Sθ
‖ · ‖Dψ−kτ (ψkτ (θ))

∣∣
Uψkτ (θ)

‖ = 0.

Da observação acima temos o seguinte lema:

5.2.3 Lema. Seja a decomposição TθΣ = Sθ ⊕ Uθ dominada sob o subconjunto X de Σ.

Temos que para cada θ ∈ X :

1. inf
t≥0
‖Dψt(θ)

∣∣
Sθ
‖ · ‖Dψ−t(ψt(θ))

∣∣
Uψt(θ)

‖ = 0 e

2. inf
t≥0
‖Dψt(ψ−t(θ))

∣∣
Sψ−t(θ)

‖ · ‖Dψ−t(θ)
∣∣
Uθ
‖ = 0.

O seguinte lema é de suma importância para obter que o �uxo seja Quase-Anosov.

5.2.4 Lema. Sejam θ ∈ X e (tk) ⊂ R+ tal que lim
k→∞

tk = +∞. Temos que

1. Se lim inf
l→∞

‖Dψtk(ψ−tk(θ))
∣∣
Sψ−tk (θ)

‖ = 0, então para todo s ∈ Sθ \ {0},

lim sup
k→∞

|Dψ−tk(θ) · s| = +∞. (5.1)

2. Se lim inf
l→∞

‖Dψ−tk(ψtk(θ))
∣∣
Uψtk (θ)

‖ = 0, então para todo u ∈ Uθ \ {0},

lim sup
k→∞

|Dψtk(θ) · u| = +∞. (5.2)

3. Considere o conjunto

Bθ = {v ∈ TθΣ : sup
t∈R
|Dψt(θ) · v| < +∞}.

Se as condições (5.1) e (5.2) cumprem-se, então Bθ = {0}.

Demonstração. Do Lema 5.2.3 temos que

lim
k→∞
‖Dψtk(θ)

∣∣
Sθ
‖ · ‖Dψ−tk(ψtk(θ))

∣∣
Uψtk (θ)

‖ = 0 (5.3)

e

lim
k→∞
‖Dψtk(ψ−tk(θ))

∣∣
Sψ−tk (θ)

‖ · ‖Dψ−tk(θ)
∣∣
Uθ
‖ = 0. (5.4)

Temos que

1. Se s ∈ Sθ \ {0}, então

lim inf
k→∞

|s|
|Dψ−tk(θ) · s|

= lim inf
k→∞

|Dψtk(ψ−tk(θ)) ·Dψ−tk(θ) · s|
|Dψ−tk(θ) · s|

≤ lim inf
k→∞

‖Dψtk(ψ−tk(θ))
∣∣
Sψ−tk (θ)

‖

= 0.
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2. Se u ∈ Uθ \ {0}, então

lim inf
k→∞

|u|
|Dψtk(θ) · u|

= lim inf
k→∞

|Dψ−tk(ψtk(θ)) ·Dψtk(θ) · u|
|Dψtk(θ) · u|

≤ lim inf
k→∞

‖Dψ−tk(ψtk(θ))
∣∣
Uψtk (θ)

‖

= 0.

3. De (5.1) e (5.2) temos que Bθ ∩ Sθ = {0} e Bθ ∩ Uθ = {0}.
Seja v = s + u ∈ TθΣ = Sθ ⊕ Uθ, tal que s 6= 0 e u 6= 0. De (5.3) temos que

|Dψtk(θ) · s|
|s|

· |u|
|Dψtk(θ) · u|

=
|Dψtk(θ) · s|

|s|
· |Dψ−tk(ψtk(θ)) ·Dψtk(θ) · u|

|Dψtk(θ) · u|
−→ 0,

quando k →∞, e portanto

lim
k→∞

|Dψtk(θ) · s|
|Dψtk(θ) · u|

= 0.

Usando (5.2), temos que

lim sup
k→∞

|Dψtk(θ) · v| ≥ lim sup
k→∞

(|Dψtk(θ) · u| − |Dψtk(θ) · s|) = +∞. (5.5)

Então v /∈ Bθ.

Considere

Sθ := {s ∈ Sθ : ∀u ∈ Uθ, Ωθ(s, u) = 0},

Uθ := {u ∈ Uθ : ∀s ∈ Sθ, Ωθ(u, s) = 0}.

Nas condições da Proposição 5.2.1, temos que se s ∈ Sθ, como Uθ é um subespaço

Lagrangiano, para u ∈ Uθ, temos que Ωθ(s, u) = 0, então s ∈ Uθ. Logo s ∈ Sθ ∩Uθ = {0},
e portanto S = {0}. Analogamente temos que U = {0}.

5.2.5 Lema. Assuma as condições da Proposição 5.2.1. Se θ ∈ X e v ∈ TθΣ \ {0}, então

sup
t∈R
|Dψt(θ) · v| = +∞.

I.e., o �uxo {ψt} é Quase-Anosov em X.

Demonstração. É su�ciente mostrar que Bθ = {0}, onde o conjunto Bθ é de�nido em 3.

do Lema 5.2.4. Seja u ∈ Uθ \ {0}. Como Uθ = {0}, existe s ∈ Sθ tal que Ωθ(s, u) = 1.

Assim, para k ∈ N, temos que

1 = Ωθ(s, u) = Ωθ(Dψk(θ) · s, Dψk(θ) · u) ≤ |Dψk(θ) · s| · |Dψk(θ) · u|,
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lembre que ψt é uma aplicação simplética, donde segue que

lim inf
k→∞

|Dψk(θ) · s| = 0 =⇒ lim sup
k→∞

|Dψk(θ) · u| = +∞. (5.6)

De (5.3), temos que

|Dψk(θ) · s|
|s|

· |u|
|Dψk(θ) · u|

=
|Dψk(θ) · s|
|s|

· |Dψ−k(φk(θ)) ·Dψk(θ) · u|
|Dψk(θ) · u|

−→ 0, (5.7)

quando k →∞, de modo que

lim inf
k→∞

|Dψk(θ) · s| > 0 =⇒ lim sup
k→∞

|Dψk(θ) · u| = +∞. (5.8)

De (5.6) e (5.8), temos que

lim sup
k→∞

|Dψk(θ) · u| = +∞, (5.9)

para todo u ∈ Uθ \ {0}. Analogamente temos que

lim sup
k→∞

|Dψ−k(θ) · s| = +∞, (5.10)

para todo s ∈ Sθ \ {0}. Então por (5.9), (5.10) e 3. do Lema 5.2.4 temos Bθ = {0}.

5.3 Prova da Proposição 5.2.1

Nesta seção mostraremos que, nas condições da Proposição 5.2.1, o �uxo Quase-Anosov

tem decomposição hiperbólica.

Considere

Es
θ := {v ∈ TθΣ : sup

t≥0
|Dψt(θ) · v| < +∞},

Eu
θ := {v ∈ TθΣ : sup

t≥0
|Dψ−t(θ) · v| < +∞}.

Usando o Lema 5.2.5, temos que Es
θ ∩ Eu

θ = {0}, para todo θ ∈ X.

5.3.1 Lema. Assuma as condições da Proposição 5.2.1. Se θ ∈ X, então Es
θ = Sθ e

Eu
θ = Uθ.

Demonstração. Fixe θ ∈ X e seja u ∈ Uθ ∩ Es
θ \ {0}. Temos que (5.9) contradiz o fato

que u ∈ Es
θ , donde segue

Uθ ∩ Es
θ = {0}.
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Analogamente, tem-se que Sθ ∩ Eu
θ = {0}.

Seja v ∈ Es
θ \ {0}, com v = s + u ∈ TθΣ = Sθ ⊕ Uθ, e suponha que u 6= 0. Se s = 0, então

v = u ∈ Uθ ∩Es
θ \ {0} o que é uma contradição. Se s 6= 0, então (5.5) contradiz o fato que

v ∈ Es
θ . Assim, temos que u = 0, logo v = s ∈ Sθ, e portanto

Es
θ ⊆ Sθ.

Analogamente tem-se que Eu
θ ⊆ Uθ.

Por outro lado, suponha que existe v ∈ Sθ tal que v /∈ Es
θ . Assim, existe (tk) ⊂ R+ com

lim
k→∞

tk =∞, tal que
lim
k→∞
|Dψtk(θ) · v| = +∞.

De�na sk ∈ [0, tk] por

|Dψsk(θ) · v| = max
0≤t≤tk

|Dψt(θ) · v|,

é bem de�nida devido ao Lema 5.2.5. Então |Dψsk(θ) · v| ≥ |Dψtk(θ) · v| → +∞ quando

k →∞, logo
lim
k→∞

sk = +∞.

Sejam uk =
Dψsk (θ)·v
|Dψsk (θ)·v| , θk = ψsk(θ). Para −sk ≤ t ≤ 0, temos que

|Dψt(θk) · uk| =
|Dψt(θk) ·Dψsk(θ) · v|

|Dψsk(θ) · v|
=
|Dψt+sk(θ) · v|
|Dψsk(θ) · v|

≤ 1.

Como X é compacto e |uk| = 1, tomando subsequências, temos que θk → θ ∈ X e

uk → u ∈ TθΣ quando k →∞. Note que |u| = 1. Então

|Dψt(θ) · u| ≤ 1 para todo t ≤ 0.

Usando a continuidade de θ 7→ Sθ, temos que

u ∈ lim
k→∞

Sθk ∩ Eu
θ = Sθ ∩ Eu

θ ⊆ Sθ ∩ Uθ = {0}.

Isso contradiz o fato que u 6= 0, e assim temos que Sθ ⊆ Es
θ .

Analogamente tem-se que Uθ ⊆ Eu
θ .

Do Lema 5.3.1 temos que Sθ vai ser o espaço estável e Uθ vai ser o espaço instável na

decomposição hiperbólica, para cada θ ∈ X.
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5.3.2 Lema. Assuma as condições da Proposição 5.2.1. Existe C > 0 tal que

sup
t≥0
‖Dψt(θ)

∣∣
Esθ
‖ < C,

para todo θ ∈ X.

Demonstração. Suponha que a conclusão é falsa. Então para todo k ∈ N existem

θk ∈ X, tk ≥ 0 e vk ∈ Es
θk

com |vk| = 1, tais que

sup
k≥0
|Dψtk(θk) · vk| = +∞. (5.11)

Como vk ∈ Es
θk
, temos que sup

s≥0
|Dψs(θk) · vk| < +∞. Tome sk > 0 tal que

|Dψsk(θk) · vk| >
1

2
sup
s≥0
|Dψs(θk) · vk)| ≥

1

2
|Dψtk(θk) · vk|.

De (5.11), temos que lim
k→∞

sk = +∞. Sejam ϑk := ψsk(θk) e

wk :=
Dψsk(θk) · vk
|Dψsk(θk) · vk|

∈ Es
ϑk
.

Então |wk| = 1 e se t > −sk, temos que

|Dψt(ϑk) · wk| =
|Dψt(ϑk) ·Dψsk(θk) · vk|

|Dψsk(θk) · vk|

=
|Dψt+sk(θk) · vk|
|Dψsk(θk) · vk|

≤ 2|Dψt+sk(θk) · vk|
|Dψsk(θk) · vk|

≤ 2.

Como |wk| = 1 e ϑ ∈ X, existe uma subsequência (ϑk, wk) → (ϑ,w) e teríamos que

ϑ ∈ X, w ∈ Nϑ, |w| = 1, e

|Dψt(ϑ) · w| ≤ 2,

para todo t ∈ R. Assim 0 6= w ∈ Bϑ = {0}, o que é uma contradição.

Com o seguinte lema concluímos que a decomposição é hiperbólica em X.

5.3.3 Lema. Existe t > 0 tal que, para todo θ ∈ X,

‖Dψt(θ)|Esθ‖ <
1

2
e ‖Dψt(θ)|Euθ ‖ <

1

2
.
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Demonstração. Como as duas desigualdades mostram-se da mesma maneira, só

mostraremos a primeira. Suponha que ela seja falsa. Então existem θk ∈ X, vk ∈
Es
θk
, |vk| = 1 tais que

|Dψk(θk) · vk| ≥
1

2
,

para todo k ∈ N. Sejam ϑk := ψk(θk) e wk := Dψk(ϑk) · vk. Usando o Lema 5.3.2, temos

que 1
2
≤ |wk| ≤ C, para todo k ∈ N e

|Dψt(ϑk) · wk| = |Dψt(ϑk) ·Dψk(θk) · vk| = |Dψt+k(θk) · vk| ≤ C,

para todo t ≥ −k. Como X é compacto, existem uma subseqüência convergente de

(ϑk, wk)→ (ϑ,w), e temos que ϑ ∈ X, w ∈ Nϑ, |w| ≥ 1
2
e

|Dψt(ϑ) · w| ≤ C,

para todo t ∈ R. Como antes, isso é uma contradição.



Capítulo 6

Fluxos Geodésicos em Superfícies

Robustamente Expansivas

Neste capítulo nós iremos estudar �uxos geodésicos de superfícies compactas e

mostraremos que tais �uxos são de Anosov se, e somente se, são C1-robustamente

expansivos. Nossa principal refêrencia é Ruggiero [22].

Usaremos sempre que M é uma variedade completa, e GkM denotará o conjunto das

métricas Riemannianas de classe Ck. Para cada g ∈ GkM, denotemos SM = SM g o

�brado tangente unitário, φt = φgt o �uxo geodésico de�nido em SM g e G = Gg o campo

geodésico de�nido em SM g.

Lembremos que cada g ∈ GkM gera uma outra métrica Riemanniana no �brado

tangente TSM g chamada a métrica de Sasaki, i.e., TSM é uma variedade Riemanniana.

Dado θ ∈ SM g, sabe-se que N g
θ é perpendicular à direção do �uxo no ponto θ e lembre

que é invariante pelo �uxo geodésico {φgt}.
Sejam g ∈ GkM e X ⊂ SM g compacto e φgt -invariante. Dizemos que X é hiperbólico

se N g tem uma decomposição hiperbólica sob X. Quando X = SM g o �uxo é chamado

Fluxo de Anosov.

Denotemos por:

1. EkM o conjunto das métricas g ∈ GkM tais que o �uxo geodésico φgt é expansivo.

2. A(M) o conjunto das métricas g ∈ GkM tais que o �uxo geodésico φgt é de Anosov.

6.1 Órbitas Periódicas Hiperbólicas

Nesta seção iremos estudar o conjunto int(E2M) e mostraremos que toda órbita periódica

é hiperbólica para métricas nesse conjunto. Para isso precisamos de algumas propriedades

simpléticas da aplicação de Poincaré.
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Denotemos por Diff(R2n, ω0) o espaço dos difeomor�smos simpléticos em R2n. Para

k inteiro não negativo �xo, dados f, g ∈ Diff(R2n, ω0), dizemos que

f ∼k g se os polinômios de Taylor de grau k em zero são iguais.

A relação ∼k é uma relação de equivalência. De�namos o k-jet de f como a classe de

equivalência de f ∈ Diff(R2n, ω0) e o espaço dos k-jets simpléticos, denotado por Jks (n),

como o espaço quociente de Diff(R2n, ω0) pela relação de equivalência ∼k; quando k = 1,

podemos identi�car J1
s (n) com Sp(n).

Dizemos que Q ⊂ Jks (n) é invariante se

σ ·Q · σ = Q,

para todo σ ∈ Jks (n). Devido a Klingenberg e Takens [14], temos o seguinte.

6.1.1 Teorema. Seja Q ⊂ Jks (n) aberto, denso e invariante. Então a seguinte propriedade

PQ é Ck genérica em GkM : o �uxo geodésico de g tem a propriedade PQ se a aplicação

de Poincaré de toda órbita periódica pertence a Q.

Tambem podemos mostrar este resultado vía os métodos do Capítulo 3, trocando a

seguinte propriedade: a parte linear da aplicação de Poincaré não tem autovalor igual a

1, pela propriedade: a aplicação de Poincaré pertence a Q.

Enunciaremos outro resultado devido a Klingenberg [13].

6.1.2 Lema. Sejam U ⊆ R2n uma vizinhança aberta de 0 ∈ R2n, e P : U → U um

difeomor�smo simplético com P (0) = 0. Se P = DP (0) e

V s ⊕ V u ⊕ V ce

é uma decomposição em soma direta de R2n em subespaços estável, instável e central,

respectivamente, com respeito a P , então existem variedades mergulhadas em R2n,

W s, W u e W ce, onde dim(W s) = p, dim(W u) = p e dim(W ce) = 2q, tais que

T0W
s = V s, T0W

u = V u e T0W
ce = V ce.

Elas são chamados variedades estável, instável e central respectivamente.

Se P é de classe Ck, as variedades são de classe Ck e enquanto W s e W u são únicos,

W ce em geral não é único.

Assim, temos que a aplicação de Poincaré de uma órbita periódica, existe uma

variedade central (que pode ser um ponto) da mesma classe diferencial que a aplicação.

Chamemos de Pce a restrição de P a W ce.
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De�namos a aplicação do tipo twist. Para isso temos que dar algumas de�nições

prévias.

6.1.3 De�nição. Seja P uma aplicação linear simplética. Sabemos que tem 2n

autovalores (contando multiplicidade), um conjunto de n são chamados autovalores

principais se:

ρ é autovalor principal se

1. |ρ| < 1 ou

2. ρ = exp(2πia) com 0 ≤ a ≤ 1/2 e aqui vamos dar apenas metade do ρ em caso

a = 0 ou a = 1/2.

Dizemos que P é elementar se seus autovalores são todos distintos.

Seja N um inteiro positivo, dizemos que P é N-elementar se um conjunto {ρ1, . . . , ρn}
de autovalores principais de P satisfaz a seguinte condição. Se k1, . . . , kn são inteiros com

1 ≤
∑

j |kj| ≤ N, então ∏
j

ρ
kj
j 6= 1.

Note que 1-elementar diz que 1 não é autovalor de P , enquanto que 4-elementar diz

que não existem autovalores que são raízes da unidade de ordem ≤ 4 e que não existe

autovalores com multiplicidade maior que 1.

Daremos o importante resultado devido a Birkho�.

6.1.4 Lema (Forma Normal de Birkho�). Seja P como no lema anterior de classe C1 e

de classe C3 na origem. Assuma que P tem só autovalores de módulo um e é 4-elementar.

Então existem coordenadas complexas-conjugadas simpléticas real analíticas (z, z) perto

de zero tais que

(z∗)k = zk exp 2πi

(
ak +

∑
l

bkl z
lzl

)
+ wk(z, z).

Aqui, wk(z, z) é de classe C1 com derivada nula até ordem 3 em zero, ak e bkl são reais

com ρk = exp(2πiak) um autovalor principal. Se escolhemos ak estritamente crescente,

a matriz (bkl ) é unicamente determinada. Em particular, a propriedade det(bkl ) 6= 0 é

independente da escolha da forma normal.

Com as notações anteriores, note que Pce satisfaz as condições da forma normal de

Birkho�.

6.1.5 De�nição. Dizemos que P : R2n → R2n, com P (0) = 0 é do tipo twist se

1. P é não hiperbólico,
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2. P é elementary,

3. P é 4-elementary,

4. Se

(z∗)k = zk exp 2πi

(
ak +

∑
l

bkl z
lzl

)
+ wk(z, z),

é a forma normal de Birkho� de Pce, temos que det(bkl ) 6= 0.

Note que 1., 2. e 3. são C1-genérico, e 4. é C3-genérico. Uma consequência do

resultado de Klingenberg e Takens [14] é a seguinte.

6.1.6 Lema. Sejam Oθ uma órbita periódica, γθ(t) = π ◦ φt(θ) a geodésica, e Pθ
a aplicação de Poincaré. Se Pθ tem 2q autovalores no circulo unitário, então numa

vizinhança tubular arbitrariamente pequena de γθ existem perturbações arbitrariamente

pequenas de g suportadas nessas vizinhanças tais que, para as métricas perturbados γθ

ainda é uma geodésica, a aplicação de Poincaré associada é C3-perto de Pθ e sua restrição

para W ce
θ é do tipo twist.

Por outro lado, temos a versão geral do Teorema do Ponto Fixo de Birkho�-Lewis,

devido a Moser [18].

6.1.7 Teorema. Se P : R2n → R2n, P (0) = 0 é um difeomor�smo simplético local do

tipo twist sem parte hiperbólica, então em toda vizinhança de zero existem in�nitas órbitas

periódicas. O número de órbitas periódicas de período ≤ k é �nito para todo k ∈ N.

Agora mostraremos o resultado principal desta seção.

6.1.8 Proposição. Se g ∈ int(E2M), então toda órbita periódica é hiperbólica.

Demonstração. Provaremos por absurdo, i.e., suponha que existem g ∈ int(E2M) e

θ ∈ SM tais que a Oθ órbita periódica é não hiperbólica. Então sua aplicação de Poincaré
Pθ é não hiperbólica, isto é, sua parte linear tem algum autovalores em S1. Denotemos

Pθ por P . Aplicando o Lema 6.1.6 a Pce, existem perturbações arbitrariamente pequenas

gn de g e uma sequência Onθm de órbitas periódicas do �uxo geodésico de gn

φnt : (SM, gn)→ (SM, gn)

tais que φt(θ) é uma órbita periódica de φnt para todo n ∈ N. Além disso, para n ∈ N e

ε > 0 �xos, do Teorema 6.1.7 temos que existe m0 ∈ N tal que se m ≥ m0, então

dgn(φns (θm), φns (θ)) <
ε

2
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para todo s ∈ R. Logo,
sup
s∈R

dgn(φns (θm), φns (θ)) < ε

e portanto,

lim
m→∞

sup
s∈R

dgn(φns (θm), φns (θ)) = 0.

Então gn /∈ E2M para todo n ∈ N, o que é uma contradição pois g ∈ int(E2M).

Denotemos por FkM o conjunto das métricas g ∈ GkM tais que existe uma vizinhança

V de g, com toda órbita periódica de φht hiperbólica para todo h ∈ Vg.

6.1.9 Corolário. int(E2M) ⊆ F1M.

Demonstração. Se g ∈ int(E1M) então existe uma vizinhança V de g tal que V ⊆ E1M. Se

h ∈ V , pela Proposição 6.1.8 toda órbita periódica de φht é hiperbólica, e então g ∈ F1M.

6.2 Teorema Principal

Nesta seção enunciamos e mostramos nosso principal resultado deste capítulo, onde

fazemos uso dos Capítulos 4. e 5. Dado g ∈ GkM �xo, denotamos por P(g) o conjunto

de todas as órbitas periódicas do �uxo geodésico φgt . Note que da métrica de Sasaki e da

forma simplética Ω de�nida na seção 2.4 segue que SM g é uma variedade Riemanniana e

simplética.

Nós aceitaremos o seguinte teorema, devido a Mañe [17].

6.2.1 Teorema. Se g ∈ int(E2M), então existe U vizinhança de g e constantes K > 0,

D > 0 e 0 < λ < 1, tais que

1. Se h ∈ U e θ ∈ P(h) tem período minimal, T ≥ D, então

k−1∏
i=0

‖Dφh−iD(φh−iD(θ))
∣∣
Eu
φh−iD(θ)

‖h ≤ Kλk

e
k−1∏
i=0

‖DφhD(φhiD(θ))
∣∣
Es
φh
iD

(θ)

‖h ≤ Kλk,

onde Es
ϑ ⊕ Eu

ϑ ⊕ Eϑ = TϑSM é uma decomposição hiperbólica para ϑ ∈ Oθ, e onde

k =
[
T
D

]
e Eϑ é a direção do �uxo no ϑ.

2. Existe uma decomposição contínua para TθSM = F s
θ ⊕F u

θ ⊕Eθ, para θ ∈ P(g) com

‖DφD(θ)
∣∣
F sθ
‖ · ‖Dφ−D(φD(θ))

∣∣
Fu
φD(θ)

‖ ≤ λ.
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Além disso, F s
θ = Es

θ , F
u
θ = Eu

θ se θ ∈ P(g).

Observe que 2. do Teorema 6.2.1 diz que N g
θ tem uma decomposição dominada sob

P(g). A �m de utilizar os resultados do Capítulo 5., mostraremos que as aplicações

θ 7−→ F s
θ e θ 7−→ F u

θ

são �brados Lagrangianos sob P(g).

6.2.2 Lema. Temos que θ 7→ F s
θ é uma �bra Lagrangiana para θ ∈ P(g).

Demonstração. Já que a �bra é contínua em P(g) só mostraremos que a �bra é

Lagrangiana em P(g). Sejam Oθ uma órbita periódica com período minimal T > 0 e

F s
φt(θ) ⊕ F

u
φt(θ) ⊕ Eφt(θ) = Tφt(θ)SM

a decomposição. Lembre que existem K(θ) > 0 e 0 < λ(θ) < 1 tais que

1. |Dφt(θ) · u| ≤ K(θ)λ(θ)t|u|, para todo t ≥ 0 e u ∈ F s
θ = Es

θ e

2. |Dφt(θ) · v| ≤ K(θ)λ(θ)−t|v|, para todo t ≥ 0 e v ∈ F u
θ = Eu

θ .

A�rmação Es
θ e E

u
θ são perpendiculares a Eθ, para todo θ ∈ P(g).

Prova da a�rmação. Se u ∈ Es
θ é da forma u = α + β, onde α ∈ Nθ e β ∈ Eθ, como

Dφt(θ) · (Nθ) = Nφt(θ) e Dφt(θ) · Gθ = Gφt(θ), então Dφt(θ) · (Eθ) = Eφt(θ), além disso

como Gθ = G(p,v) = {v, 0}, temos que

|Dφt(θ) ·Gθ|θ = |Gφt(θ)|θ = |{γ′θ(t), 0}|θ = |γ′θ(t)|p = |v|p = |{v, 0}|θ = |Gθ|θ,

onde | · |θ é a norma da métrica de Sasaki no �brado tangente SM e | · |p é a métrica

Riemanniana na variedade M. Assim, temos que |Dφt(θ) · v|θ = |v|θ para todo v ∈ Eθ.
Logo,

|Dφt(θ) · u|2θ = |Dφt(θ) · α|2θ + |Dφt(θ) · β|2θ ≥ |Dφt(θ) · β|2θ = |β|2θ.

Assim,

|β|θ ≤ lim
t→+∞

|Dφt(θ) · u|θ = 0,

e desta forma Es
θ ⊂ Nθ. Então Es

θ é perpendicular a Eθ. O resultado para Eu
θ é análogo.
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Já que J é uma isometria, temos que |Dφt(θ)·u| = |J (Dφt(θ)·u)|. Assim, se u, v ∈ Es
θ

temos que

|Ωθ(u, v)| = |Ωθ(Dφt(θ) · u,Dφt(θ) · v)| = |〈Dφt(θ) · u,J (Dφt(θ) · v)〉|

≤ |Dφt(θ) · u| · |J (Dφt(θ) · v)| = |Dφt(θ) · u| · |Dφt(θ) · v|

≤ K(θ)2λ(θ)2t|u| · |v|, para todo t ≥ 0.

Logo,

|Ωθ(u, v)| ≤ lim
t→+∞

K(θ)2λ(θ)2t|u| · |v| = 0,

e então Ωθ(u, v) = 0, para todo u, v ∈ Es
θ . Analogamente temos que Ωθ(u, v) = 0, para

todo u, v ∈ Eu
θ . Usando o Lema 5.1.6 para X = Es

θ , Y = Eu
θ e (Nθ,Ωθ) concluímos a

prova do lema.

É claro que P(g) é compacto e φgt -invariante em SM g. Como o campo geodésico

Gg não tem singularidades e pelo Lema 6.2.2, temos que N g
θ tem uma decomposição

Lagrangiana e contínua sob P(g). Além disso, por 1. do Teorema 6.2.1, temos que a

decomposição Lagrangiana de N g
θ é φgt -invariante. Assim, pela Proposição 5.2.1, para

X = P(g), Sθ = F s
θ e Uθ = F u

θ , temos que N g
θ tem uma decomposição hiperbólica sob

P(g), de modo que P(g) é um conjunto hiperbólico. Portanto, temos mostrado o seguinte.

6.2.3 Teorema. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se g ∈ int(E2M), então P(g)

é um conjunto hiperbólico.

Até agora nós não falamos da dimensão, de modo que todo o feito vale em qualquer

dimensão. Agora vamos supor que (M, g) é uma superfície compacta, i.e., uma variedade

Riemanniana compacta de dimensão 2. Vamos enunciar nosso resultado principal.

6.2.4 Teorema (Teorema Principal). Se M é uma superfície compacta então

int(E2M) = A(M).

Demonstração. Seja g ∈ int(E2M), pelo teorema 6.2.3, temos que P(g) é um conjunto

hiperbólico. Por outro lado, denotemos por Ω(g) o conjunto de pontos não errantes do

�uxo geodésico φgt . Sabe-se que existe uma medida em SM , chamada medida de Liouville,

a qual deixa invariante o �uxo geodésico. Nestas condições podemos usar o Teorema de

Recorrência de Poincaré para mostrar que SM = Ω(g), i.e., o conjunto do pontos não

errantes do �uxo geodésico φgt é denso em SM g. Sabe-se que a dimensão de SM g é 3, e

pelo Teorema 4.2.1 temos que P(g) é também denso em SM g. Logo SM g é um conjunto

hiperbólico, e assim o �uxo geodésico φgt é um �uxo de Anosov. Então, g ∈ A(M).

Reciprocamente, dado g ∈ A(M) sabe-se que todo �uxo geodésico φgt de Anosov em uma
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variedade compacta é expansivo, i.e., g ∈ E2M. Além disso, pela C1 estruturalmente

estável de [3], temos que g ∈ int(E2M), o que conclui a prova do Teorema Principal.



Capítulo 7

Apêndice 1: Geometria em Variedades

Suaves

Neste apêndice iremos estabelecer as principais ferramentas da geometria em variedades

suaves. Qualquer livro de geometria Riemanniana é uma boa referência, assim como Do

Carmo [11] ou K. Burns, M. Gidea [6].

7.1 Variedades Diferenciáveis

Nesta seção iremos dar a de�nição de variedade suave e suas principais ferramentas.

7.1.1 De�nição. Uma variedade suave de dimensão m é um conjunto M junto com

uma coleção de aplicações ϕα : Uα → M, com cada Uα um subconjunto aberto de Rm,

satisfazendo as seguintes condições:

1. cada aplicação ϕα : Uα → Vα = ϕα(Uα) é injetiva;

2. se Vα ∩ Vβ 6= ∅, então existe uma aplicação suave

θαβ : ϕ−1
β (Vα ∩ Vβ) −→ ϕ−1

α (Vα ∩ Vβ)

tal que ϕβ = ϕα ◦ θαβ;

3. M =
⋃
α ϕα(Uα).

As aplicações ϕα : Uα → Vα são chamadas parametrizações locais e as aplicações

inversas ϕ−1
α : Vα → Uα são chamadas sistemas de coordenadas ou cartas.

Note que θαβ = ϕ−1
α ◦ϕβ em ϕ−1

β (Vα∩Vβ) ⊆ Rm e θβα = ϕ−1
β ◦ϕα em ϕ−1

α (Vα∩Vβ) ⊆ Rm,

e assim θβα = θ−1
αβ . Quando todas as mudanças de coordenadas θαβ são de classe Ck,

dizemos que M é uma variedade de classe Ck. Por simplicidade, iremos considerar

variedades de classe C∞ chamadas variedades suaves.

Iremos supor sempre que M tem as seguintes propriedades:



68

• A topologia da variedade M é Hausdor�.

• A topologia da variedade M tem uma base enumerável de conjuntos abertos.

Consideraremos sempre variedades suaves M de dimensão m e N de dimensão n.

A classe natural de aplicações entre variedades é a classe de aplicações suaves. Como

suavidade é uma condição local, podemos expressá-la em coordenadas locais.

7.1.2 De�nição. Seja f : M → N uma aplicação entre as variedades suaves M e N.

Dizemos que f é diferenciável se para todo ponto p ∈M existe uma parametrização local

ϕ : U → V para M com p ∈ V, e uma parametrização local ψ : U ′ → V ′ para N com

f(p) ∈ V ′, tal que ψ−1 ◦ f ◦ ϕ é diferenciável em ϕ−1(p).

Dizemos que f é de classe Ck se ψ−1 ◦ f ◦ ϕ é de classe Ck para qualquer escolha

de ψ e ϕ. Consideremos apenas aplicações de classe C∞ chamadas aplicações suaves.

Um difeomor�smo é uma aplicação suave bijetiva com inversa suave. Só existem

difeomor�smos entre variedades suaves de mesma dimensão.

7.1.3 De�nição. Seja p ∈ M . Dizemos que v é um vetor tangente de M no ponto p, se

existe uma curva suave α : I → M , i.e., uma aplicação suave, com 0 ∈ I ⊂ R tal que

α(0) = p e α′(0) = v.

Não é difícil mostrar que v independe da curva α. Em coordenadas locais podemos

escrever v por (vi) = (v1, . . . , vm). O vetor v é unicamente determinado por suas

coordenadas locais e independente da escolha da parametrização local. A chave é que

a aplicação mudança de coordenadas é um difeomor�smo.

Denotamos o conjunto de todos os vetores tangente para M no ponto p por TpM. O

conjunto de vetores tangentes TpM tem uma estrutura natural de espaço vetorial.

7.1.4 Proposição. O espaço tangente TpM, dotado com as operações de adição e

multiplicação escalar, é um espaço vetorial de dimensão m. Uma base deste espaço é{
∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xm

∣∣
p

}
, de�nida com respeito à alguma parametrização local ϕ em torno de

p.

Agora, consideremos o �brado tangente TM, a qual consiste de todos os espaços

tangentes dos pontos de M coladas de uma maneira natural, denotado por:

TM =
∐
p∈M

TpM.

7.1.5 Proposição. O �brado tangente TM tem uma estrutura natural de variedade suave

de dimensão 2m.
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Para cada parametrização local ϕα : Uα ⊆ Rm → Vα ⊆ M em M, de�nimos a

parametrização local em TM como Φα : Uα × Rm → TM por

Φα(xi, vi) = Φα(x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) = (p, v),

onde p é o ponto ϕα(xi) ∈ M, e v é o vetor em p cujas coordenadas locais, com respeito

a ϕα, são (vi). Assim, se q ∈ Vα e w ∈ TqM então w = wi∂ix(q). Agora podemos

considerar TM como uma variedade suave de dimensão 2m e naturalmente obter seu

�brado tangente TTM . Se t ⊆ U × Rm, de�namos a parametrização local em TTM,

como Θα : t × R2m → TTM por

Θα(xi, vi, Xi, ξi) = ξ,

onde ξ ∈ T(p,v)TM. Assim se (q, w) ∈ Φα(t) e η ∈ T(q,w)TM então η = Xi∂ix(q, w) +

ξi∂iv(q, w).

A derivada de uma aplicação suave em um ponto representa a aproximação linear da

aplicação perto do ponto. Seja f uma aplicação suave das variedades suaves M e N.

7.1.6 De�nição. A derivada de f no ponto p ∈ M é a aplicação Dfp : TpM → Tf(p)N

de�nido por

Dfp

(
dc

dt
(0)

)
=
d(f ◦ c)
dt

(0),

onde c : I →M é uma curva suave em M com c(0) = p.

Note que dc
dt

(0) representa um vetor tangente paraM em p = c(0), e d(f◦c)
dt

(0) representa

um vetor para N em f(p), já que f ◦ c : I → N é uma curva suave em N com

(f ◦ c)(0) = f(p). A derivada está bem de�nida e é linear. Aplicando Dfp para os vetores

da base padrão {∂ix} de TpM, temos os vetores {Dfp(∂ix)} em N. Nós expressamos esses

vetores como combinações lineares da base {∂iy} de Tf(p)N como

Dfp(∂jx) = aij∂iy

para todo j = 1, . . . ,m. A matriz n × m feita com esses coe�cientes (Jf)p = (aij) é

chamada a matriz de Jacobi de f em p. As entradas da matriz dependem dos sistemas

coordenadas locais (xi) e (yi) em torno de p e f(p), respectivamente, mas seu posto é

independente deles. Os vetores Dfp(∂jx), j = 1, . . . ,m, formurão uma base de Tf(p)N se,

e somente se m = n e a matrix (Jf)p é invertível.

7.1.7 Proposição. Seja f : M → N e g : N → P duas aplicações suaves. Então

D(g ◦ f)p = Dgf(p) ◦Dfp.
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Se M e N são duas variedades suaves de mesma dimensão, uma aplicação suave

f : M → N é chamada um difeomor�smo local em p ∈ M se f leva alguma vizinhança

aberta V de p difeomor�camente sobre alguma vizinhança aberta W de f(p).

7.1.8 Proposição. Suponha que M e N são duas variedades suaves de mesma dimensão,

f : M → N é uma aplicação suave, e p ∈ M com Dfp não singular. Então f é uma

difeomor�smo local em p.

Vamos agora explorar as consequências da derivada injetiva e sobrejetiva.

7.1.9 De�nição. Suponha que M e N são variedades suaves e f : M → N é uma

aplicação suave.

1. A aplicação f é chamada imersão se Dfp é injetiva para cada ponto p, isto é, o

posto da Jacobiana (Jf)p é igual a m em todo ponto p ∈M.

2. A aplicação f é chamada mergulho se f é imersão e é um homeomor�smo sobre sua

imagem.

3. A aplicação f é chamada submersão se Dfp é sobrejetiva para cada ponto p, isto é,

o posto da Jacobiana (Jf)p é igual a n em todo ponto p ∈M.

Note que para uma imersão devemos term ≤ n, para um mergulho devemos term = n

e para uma submersão devemos ter m ≥ n. O seguinte teorema indica que qualquer

imersão é localmente a mesma que a imersão canônica

7.1.10 Teorema (Teorema da Imersão). Se f : M → N é uma imersão, então para todo

ponto p ∈ M existem parametrizações locais ϕ em torno de p e ψ em torno de f(p) tais

que

(ψ−1 ◦ f ◦ ϕ)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).

7.1.11 Teorema (Teorema do Mergulho). Se f : M → N é um mergulho, então a

imagem f(M) com a estrutura suave induzida por f é uma subvariedade de N.

Em particular, toda subvariedade é a imagem da inclusão canônica, que é claramente

uma imersão. Toda submersão é localmente a mesma que a submersão canônica.

7.1.12 Teorema (Teorema da Submersão). Se f : M → N é uma submersão, então para

todo ponto p ∈ M existem parametrizações locais φ em torno de p e ψ em torno de f(p)

tais que

(ψ−1 ◦ f ◦ φ)(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn).

Os Teoremas da imersão e submersão são corolários de um teorema mais geral, o

Teorema do posto. Toda variedade está imersa em algum espaço euclidiano; é um

resultado devido a Whitney.
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7.1.13 De�nição. Sejam f : M → N uma aplicação suave e P uma subvariedade de N.

Dizemos que f é transversal a P, denotamos por f t P, se

(df)q(TqM) + Tf(q)P = Tf(q)N

para todo q ∈ f−1(P ).

Se f(M) ∩ P = ∅ ou P = N então f t P. Agora temos uma das principais

características da transversalidade.

7.1.14 Teorema. Sejam f : M → N uma aplicação suave e P ⊆ N uma subvariedade

de N. Se f t P, então f−1(P ) é uma subvariedade de M, sempre que f−1(P ) 6= ∅. A
codimensão de f−1(P ) em M é igual a codimensão de P em N.

Considere o caso especial quando M é uma subvariedade de N, e a aplicação é o

mergulho canônico de M a N , iM : M ↪→ N.

7.1.15 De�nição. Se M, P são duas subvariedades de N, então dizemos que M é

transversal a P, e denotamos por M t P, se

TpM + TpP = TpN

sempre que p ∈M ∩ P.

Se M ∩ P = ∅ então M t P.

7.1.16 Corolário. A intersecção M ∩ P 6= ∅ de duas subvariedades transversais M e P

de N é uma subvariedade de N. Além disso,

codim(M ∩ P ) = codimM + codimP.

Se f : X → Y é uma aplicação contínua de espaços topológicos, uma homotopia de

f é uma aplicação contínua F : X × [0, 1] → Y tal que F0 = F (·, 0) = f. Se f é uma

aplicação suave entre duas variedades, é natural considerar a homotopia F que é também

suave. Uma propriedade de uma aplicação f : M → N é dita uma propriedade estável

se para qualquer homotopia suave F de f, existe ε > 0 tal que Ft = F (·, t) tem a mesma

propriedade, para todo 0 ≤ t ≤ ε.

7.1.17 Proposição. A propriedade de uma aplicação suave f : M → N ser uma imersão

(ou submersão ou mergulho) de uma variedade compacta M em uma variedade N é uma

propriedade estável.

7.1.18 Corolário. A propriedade de uma aplicação suave f : M → N ser um

difeomor�smo é uma propriedade estável.
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7.1.19 Proposição. A propriedade de uma aplicação suave f : M → N da variedade

compacta M na variedade N ser transversal a uma subvariedade P de N é uma

propriedade estável.

Enquanto a transversalidade é uma propriedade estável, a não-transversalidade é, ao

contrário, é não-estável. Se P é uma subvariedade de N, então quase toda aplicação

f : M → N é transversal a P.

7.1.20 Teorema (Teorema da Transversalidade). Suponha que M, N e S são variedades

suaves, e F : M × S → N é transversal a uma subvariedade P de N. Então o conjunto

de todos os elementos s com Fs = F (·, s) : M → N transversal a P é residual em S.

7.1.21 De�nição. Um campo de vetores suave X na variedade M é uma aplicação suave

tal que todo ponto p ∈M associa um vetor Xp em TpM.

Equivalentemente, um campo de vetores suave é uma aplicação suave X : M → TM

tal que X(p) ∈ TpM para todo p ∈ M, ou também se consideramos a aplicação projeção

natural de M, π : TM → M , temos que π ◦ X(p) = p. Pode-se escrever o campo de

vetores suave como

X = vi∂ix,

onde (xi) são as coordenadas locais, e as componentes vetoriais vi : Uα → R são funções

suaves para todo i = 1, . . . ,m.

Vejamos o Teorema Fundamental das Equações Diferenciais Ordinárias em variedades.

7.1.22 De�nição. Um �uxo no espaço topológico M é uma função contínua φ : R×M →
M que satisfaz as seguintes condições:

φ(0, x) = x,

φ(t1 + t2, x) = φ(t1, φ(t2, x)),

para todo t1, t2 ∈ R e x ∈ M. Dizemos que o �uxo φ de�ne, no espaço topológico M , um

sistema dinâmico de tempo contínuo.

Dado um �uxo φ, denotamos por φx a trajetória φx : R → M com φx(t) = φtx =

φ(t, x) e φt o homeomor�smo (ou difeomor�smo no caso suave) φt : M → M com

φt(x) = φtx = φ(t, x). Dado um campo de vetores suave X na variedade suave M,

de�nimos a equação diferencial
dx

dt
= X(x).

7.1.23 Teorema (Existência e unicidade de soluções de equações diferenciares em

variedades). Sejam M uma variedade suave e X um campo de vetores suave em M . Para

cada p ∈M existe uma vizinhança aberta (−ε, ε) de 0 e uma curva suave φp : (−ε, ε)→M

que satisfaz
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d

dt
φtp = Xφtp,

φ0p = p.

A solução φp é única no sentido que se ψp : (−ε′, ε′)→M satisfaz o sistema anterior,

então φtp = ψtp em seu intervalo comum de de�nição.

A solução depende continuamente da condição inicial p.

Existe um intervalo aberto maximal Ip no qual a solução φp está de�nida. A

aplicação φ : {(t, p) | p ∈ M e t ∈ Ip} → M é um �uxo local, tal que φ(0, p) = p e

φ(t1 + t2, p) = φ(t1, φ(t2, p)) sempre que t1, t2, t1 + t2 ∈ Ip para todo p. Se X tem suporte

compacto (por exemplo, seM é compacta), então o �uxo é de�nido globalmente em R×M.

Denotemos

Op := {φt(p) : t ∈ Ip}

a trajetória de p. Os pontos onde um campo de vetores se anula são notáveis: as trajetórias

correspondentes são reduzidas a um ponto. De especial interesse são também os pontos

cujas trajetórias retornam à sua posição original após um determinado período de tempo.

7.1.24 De�nição. Um ponto p é chamado ponto crítico do campo de vetores X se Xp = 0,

é chamado um ponto �xo do �uxo φ se φtp = p para todo t e p é chamado ponto periódico

do �uxo φ se φt0p = p para algum t0 > 0. A trajetória de um ponto periódico é chamada

trajetória fechada ou órbita periódica. O menor t0 com esta propriedade é chamado período

principal.

Seja Op = {φt(p) : 0 ≤ t ≤ t0} uma órbita periódica, denotemos por Dφtp a derivada

de φtp com respeito à variável p. Usando as propriedades básicas do �uxo é possível

mostrar que 1 é sempre autovalor de Dφt0p com seu respectivo autovetor canônico Xp,

i.e.,

Dφt0p ·Xp = Xp.

Os autovalores de Dφt0p são chamados multiplicadores da órbita periódica Op e dizemos

que a órbita periódica Op é não degenerada se tem só um multiplicador (contando

multiplicidade) igual a 1. Em verdade, Dφtp : TM → TM induz um �uxo em TM.

As equações diferenciais das órbitas de �uxo φ descrevem o �uxo Dφ sob essa órbita.

Seja Sp uma subvariedade suave de codimensão um da variedade compacta M ,

transversal ao �uxo φ em p, i.e., Sp é ortogonal a Xp e existe uma vizinhança Σp de

p em Sp tal que se q ∈ Σp, Oq é ainda transversal a Sp, e existe T (q) perto de t0 tal

que φT (q)(q) ∈ Σp. Em resumo, existem T : Σp → R suave e Pp : Σp → Σp tal que

Pp(q) = φT (q)(q). A aplicação Pp é chamada a aplicação de Poincaré da órbita Op.
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7.1.25 Teorema. Seja X um campo de vetores suave na variedade suave M, tal que

Xp0 6= 0 em algum ponto p0. Então existe um sistema de coordenadas locais em torno de

p0 tal que as trajetórias do �uxo local de X, nestas coordenadas locais, são linhas retas

paralelas.

As seções são mais gerais que os campos de vetores. Seja π : E → M um �brado

vetorial, dizemos que σ é uma seção de classe Ck na �bra vetorial E, se a aplicação

σ : M → E é de classe Ck e π ◦σ = idM . Denotemos por ΓkE o espaço de todas as seções

de classe Ck na �bra vetorial E, em particular Γk(TM) denota o espaço dos campos de

vetores de classe Ck. Agora, podemos de�nir um novo �uxo considerando o espaço de

campos de vetores de classe Ck. Considere a aplicação F : M × R × Γ(TM) → M :

(p, t,X) 7→ F (p, t,X), onde ∂2F (p, t,X) = XF (p,t,X) e F (p, 0, X) = p. Tome uma métrica

em TM, cuja existência será garantida mais à frente, e de�na a norma do campo de vetores

X como ‖X‖ = supp∈M ‖Xp‖. Dado a > 0, denote por Γka o conjunto de todos os campos

de vetores X tal que ‖X‖ < a. Da teoria local de equações diferenciais, temos que dado

p ∈M existem U = Up vizinhança de p e ε = εp > 0 tal que F |U× (−ε, ε)×Γkε é de classe

Ck. Além disso, obtemos as propriedades de �uxo F (p, t + s,X) = F (F (p, t,X), s,X) e

F (p, λt,X) = F (p, t, λX).

7.1.26 De�nição. O colchete de Lie de dois campos de vetores X e Y é o campo de

vetores suave denotado por [X, Y ] e de�nido por

[X, Y ]p(f) = Xp(Y (f))− Yp(X(f))

para qualquer f ∈ C∞(M).

Em coordenadas locais, se (vi(p)) são as componentes locais de Xp e (wi(p)) as

componentes locais de Yp, temos

[X, Y ](f) =

(
vi
∂wj
∂xi
− wi

∂vj
∂xi

)
∂jf.

É fácil ver que [∂ix, ∂jx] = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ m. É claro que [X, Y ]p não só depende

de Xp e Yp, mas também depende das primeiras derivadas de X e Y em p.

7.2 Geometria Riemanniana

Uma métrica Riemanniana é um produto interno suave de�nido em cada espaço tangente

da variedade. Um produto interno num espaço vetorial V é uma função 〈·, ·〉 : V ×V → R
bilinear, simétrica e de�nida positiva.

7.2.1 De�nição. Uma métrica Riemanniana em uma variedade suaveM é uma aplicação

g que assina a cada ponto p ∈M , um produto interno gp = 〈·, ·〉p no espaço tangente TpM ,
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dependendo suavemente de p, no sentido que, para qualquer dois campos de vetores suaves

X e Y , a função

p ∈M → 〈Xp, Yp〉p ∈ R

é suave. Se k ∈ N, dizemos que g é de classe Ck se a função anterior é de classe Ck. A

variedade M dotada da métrica Riemanniana é chamada uma variedade Riemanniana.

Esta de�nição não depende da escolha da parametrização local em M . Expressamos

a aplicação g em coordenadas locais: se (xi) um sistema de coordenadas locais em torno

de p, a base canônica de TpM é {∂ix : 1 ≤ i ≤ m}. Suponha que Xp = vi(p)∂ix e

Yp = wi(p)∂ix são dois campos de vetores suaves. Então

〈Xp, Yp〉 = vi(p)wj(p)〈∂ix, ∂jx〉.

Portanto a métrica Riemanniana em p pode-se escrever em termos das funções

gij(p) = gij(x1, . . . , xm) = 〈∂ix, ∂jx〉.

Estas funções formam uma matriz m×m (gij)i,j=1,...,m e temos que:

1. 〈X, Y 〉 = (v1, . . . vm)


g11 · g1m

. . .

gm1 · gmm




w1

...

wm

,

2. gij = gji, para todo i, j = 1, . . . ,m e

3. gijvivj > 0 para todo (v1, . . . , vm) 6= 0.

Em particular a matriz (gij) é invertível, também denotaremos por g tal matriz. Toda

variedade suave pode ser dotada de pelo menos uma métrica Riemanniana, com ajuda da

partição da unidade:

7.2.2 Teorema. Toda variedade suave tem pelo menos uma métrica Riemanniana.

O comprimento de um vetor tangente v ∈ TpM é de�nido por

|v| := 〈v, v〉1/2.

Do ponto de vista diferenciável, duas variedades são as mesmas se elas são difeomorfas.

Qualquer duas variedades são localmente as mesmas, uma vez que suas cartas são cópias

difeomorfas de Rm. Em contraste, duas variedades Riemannianas não necessariamente

são localmente os mesmos com respeito a suas próprias métricas.

7.2.3 De�nição. Sejam M e N duas variedades Riemannianas.
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1. Dizemos que M é isométrica a N se existe um difeomor�smo f : M → N tal que

para todo u, v ∈ TpM
〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p).

Tal aplicação é chamada uma isometria.

2. Dizemos que M é localmente isométrica a N se para todo ponto p ∈ M existe uma

isometria f : U → V de uma vizinhança U de p em M uma vizinhança V de f(p)

em N.

Lembremos a De�nição 1.1.2 que diz respeito à conexão a�m. Podemos expressar uma

conexão a�m em coordenadas locais (xi). Como ∇∂ix∂jx é um campo de vetores, seu valor

em cada ponto pode ser expressado como uma combinação linear de vetores da base do

espaço tangente

∇∂ix∂jx = Γkij∂kx.

As m3 funções suaves Γkij são chamadas os símbolos de Christo�el e eles determinam

unicamente a conexão a�m. De fato, se

X = ui∂ix, Y = vi∂ix,

são dois campos de vetores suaves, então

∇XY = ∇(ui∂ix)(vj∂jx) = ui∇∂ix(vj∂jx)

= uivj∇∂ix∂jx+ ui∂xivj∂jx

= uivj(Γ
k
ij∂kx)∂jx+ ui∂xivk∂kx

= (uivjΓ
k
ij + ui∂xivk)∂kx.

Este cálculo mostra que ∇XY em p depende só do vetor tangente Xp em p e do campo

de vetores Y.

Isto mostra também que toda variedade suave admite pelo menos uma conexão a�m.

De fato, dada qualquer carta, podemos escolher m3 funções suaves Γkij como deseja, e logo

de�nir a conexão a�m como na última igualdade do cálculo anterior. Depois, colamos

essas conexões a�ns locais usando partições da unidade.

Lembrando a de�nição 1.1.3 da derivada covariante e o campo do vetores paralelos ao

longo de uma curva, temos a seguinte de�nição.

7.2.4 De�nição. Sejam c : I → M uma curva em M e c(t0) um ponto na curva.

A aplicação Pc(t),c(t0) : Tc(t0)M → Tc(t)M de�nida por Pc(t),c(t0)Vc(t0) = V (t), onde

Vc(t0) ∈ Tc(t0)M, e V (t) é a única extensão de Vc(t0) para um campo de vetores paralelo ao

longo de c, é chamada o transporte paralelo de c(t0) a c(t).
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7.2.5 Proposição (Transporte Paralelo). O transporte paralelo Pc(t),c(t0) : Tc(t0)M →
Tc(t)M é um isomor�smo linear. Se V (t) é um campo de vetores ao longo da curva c(t),

lim
t→t0

Pc(t0),c(t)V (t)− Vc(to)
t− t0

=
DcV

dt
.

Tudo o que feito introduzido para as conexões a�ns é independente da estrutura

Riemanniana. O transporte paralelo, em geral, não preserva ângulos, como no caso das

superfícies. Para isto precisamos considerar conexões a�ns inteiramente relacionados com

a métrica Riemanniana.

7.2.6 De�nição. Sejam ∇ uma conexão a�m e 〈·, ·〉 uma métrica Riemanniana numa

variedade Riemanniana M . Dizemos que a conexão a�m é compatível com a métrica se

para toda curva c : I →M e todo par de campo de vetores paralelos V, W ao longo de c,

o produto interno 〈V,W 〉 é constante.

Isto é equivalente a dizer que todos os vetores de um campo de vetores paralelos têm

o mesmo comprimento e o ângulo entre qualquer par de campos de vetores paralelos é

constante.

7.2.7 Proposição. Uma conexão a�m ∇ é compatível à métrica Riemanniana 〈·, ·〉 se,
e somente se, para qualquer curva c : I → M, e para qualquer par de campos de vetores

V, W ao longo de c, temos que

d

dt
〈V,W 〉 = 〈DV

dt
,W 〉+ 〈V, DW

dt
〉

.

7.2.8 Corolário. Uma conexão a�m ∇ é compatível à métrica Riemanniana 〈·, ·〉 se, e
somente se,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

para todos campos de vetores suaves X, Y, Z em M.

7.2.9 De�nição. Uma conexão a�m ∇ numa variedade suave M é chamada simétrica

se

∇XY −∇YX = [X, Y ],

para todos campos de vetores suaves X, Y, Z em M.

No caso em que X = ∂ix e Y = ∂jx, relativo a algum sistema de coordenadas local

(xi), temos ∇XY −∇YX = (Γkij − Γkji)∂kx, enquanto [X, Y ] = 0. Portanto, ∇ é simétrica

se, e somente se Γkij = Γkji, para todos i, j e k.

Considere uma superfície parametrizada em M, i.e., uma aplicação suave s : U ⊂
R2 → M de um conjunto aberto U em R2 para M. Um campo de vetores suave ao
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longo de s é uma função suave que assina todo ponto (x, y) ∈ R2 um vetor tangente

Vs(x,y) ∈ Ts(x,y)M. Os campos de vetores ∂x e ∂y em R2 são levados pela diferencial ds

de s em dois campos de vetores suaves ∂s/∂x = ds(∂x) e ∂s/∂y = ds(∂y) na superfície.

Dado um ponto (x0, y0) ∈ U, considere duas curvas na superfície, x → s(x, y0), de�nida

para x dentro de algum intervalo em torno de x0, e y → s(x0, y), de�nida para y dentro

de algum intervalo em torno de y0. Para qualquer campo de vetores suave V ao longo da

superfície, de�nimos DV
dx

como a derivada covariante de V ao longo da curva x→ s(x, y0).

A derivada covariante DV
dy

é de�nido similarmente.

7.2.10 Proposição. A conexão a�m ∇ é simétrica se, e somente se, para qualquer

superfície parametrizada s em M, temos

D

dx

∂s

∂y
=
D

dy

∂s

∂x
.

7.2.11 Teorema (Teorema Fundamental da geometria Riemanniana). Dada uma

variedade Riemanniana, existe uma única conexão a�m que é simétrica e compatível à

métrica Riemanniana. Esta conexão a�m é chamada a conexão Riemanniana da variedade

(também chamada a conexão Levi-Civita).

Os símbolos de Christo�el Γkij correspondentes à conexão Riemanniana, com respeito

a um sistemas de coordenadas locais (xi), são

Γkij =
1

2

(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
xj
− ∂gij
∂xl

)
glk

onde (gkl) é a matriz inversa de (gkl) representando a métrica. Esta fórmula também

mostra que a conexão Riemanniana é unicamente determinada pela métrica.

Agora vamos a de�nir curvatura de uma variedade Riemanniana e listar suas principais

propriedades. A curvatura é uma medição da dependência do caminho do transporte

paralelo. Considere ∇ a conexão Riemanniana.

7.2.12 De�nição. A curvatura Riemanniana é uma aplicação R tal que dado X, Y e Z

campos de vetores, temos outro campo de vetores R(X, Y )Z satisfazendo

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Pela de�nição da curvatura, R é suave. Em verdade R é chamado também o tensor

curvatura já que é C∞-linear em suas variáveis e seu valor no ponto p ∈ M só depende

dos vetores Xp, Yp e Zp.

7.2.13 Proposição. A curvatura Riemanniana R satisfaz as seguintes propriedades,

dados f1, f2 ∈ C∞ e X, X1, X2, Y Y1, Y2, Z, Z1, Z2 campos de vetores, temos:
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1. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z,

2. R(f1X1 + f2X2, Y )Z = f1R(X1, Y )Z + f2R(X2, Y )Z,

3. R(X, f1Y1 + f2Y2)Z = f1R(X, Y1)Z + f2R(X, Y2)Z,

4. R(X, Y )(f1Z1 + f2Z2) = f1R(X, Y )Z1 + f2R(X, Y )Z2.

Expressaremos a curvatura R em coordenadas. Seja (xi) um sistema de coordenadas de

p emM. Dados X, Y e Z campos vetoriais, expressamos em coordenadas: X = ui∂i, Y =

vj∂j e Z = xk∂k. Assim, temos que

R(X, Y )Z = uivjwkR(∂i, ∂j)∂k.

Se R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l, temos que

R(X, Y )Z = uivjwkRl
ijk∂l,

e observe que da equação acima, R só depende dos vetores Xp, Yp e Zp. Por outro

lado, usando o fato que [∂i, ∂j] = 0, podemos expressar Rl
ijk em termos dos símbolos

de Christo�el,

Rl
ijk = ΓhjkΓ

l
ih − ΓhikΓ

l
jh + ∂iΓ

l
jk − ∂jΓlik.

Fazendo

〈R(∂i, ∂j)∂k, ∂l〉 = Rijkl,

podemos deduzir que Rijkl = Rh
ijkghl. Mais geralmente, podemos de�nir a função

R(X, Y, Z, V ) = 〈R(X, Y )Z, V 〉,

onde X, Y, Z e V são campos de vetores. É claro que essa função é um tensor e que em

coordenadas expressa-se como

R(X, Y, Z, V ) = uivjwkslRijkl,

onde V = sl∂l. Este tensor e seus coe�cientes Rijkl satisfazem algumas relações de

simetrias.

7.2.14 Proposição. As seguintes identidades são satisfeitas:

1. 〈R(X, Y )Z, V 〉 = −〈R(Y,X)Z, V 〉 ou Rijkl = −Rjikl.

2. 〈R(X, Y )Z, V 〉 = −〈R(X, Y )V, Z〉 ou Rijkl = −Rijlk.

3. 〈R(X, Y )Z, V 〉 = 〈R(V, Z)X, Y 〉 ou Rijkl = Rklij.
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4. Bianchi: R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 ou Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0.

Para um campo de vetores ao longo de uma superfície mergulhada numa variedade

Riemanniana, o tensor de curvatura mede a não comutatividade da derivada covariante

de segunda ordem, calculada em duas direções independentes.

7.2.15 Proposição. Sejam U um conjunto aberto em R2, (t, s) ∈ U → f(t, s) ∈M uma

superfície mergulhada em M e V um campo de vetores ao longo da superfície. Então

D

∂t

D

∂s
V − D

∂s

D

∂t
V = R

(
∂f

∂t
,
∂f

∂s

)
V.

Sejam p ∈ M, v, w ∈ TpM linearmente independentes, e π o plano gerado por v e w.

A área determinado por v e w é dada por

A(v, w) =
√
|v|2|w|2 − 〈v, w〉2.

7.2.16 De�nição. A curvatura seccional de M em p, determinada por π, é

K(π) =
〈R(v, w)v, w〉
A(v, w)

.

A de�nição de curvatura seccional depende do plano π mas não depende dos vetores v

e w que geram o plano. Se m = 2, existe só uma curvatura seccional em todos os pontos,

que é a curvatura Gaussiana. Se m > 2, a curvatura seccional de p ao longo de π é a

curvatura Gaussiana da superfície formada por todas as pequenas geodésicas saindo de p

com velocidade em π.

7.2.17 Proposição. Sejam p ∈ M, π um plano em TpM, e U uma vizinhança de 0 em

TpM onde expp é bem de�nida. A curvatura seccional K(π) é igual à curvatura Gaussiana

Kp da superfície Sπ = expp(π ∩ U).

A curvatura R determina todas as curvaturas secionais K, e a recíproca também é

verdade, i.e., a curvatura seccional K determina unicamente a curvatura R.

7.2.18 Proposição. Assuma que R1 e R2 são dois tensores em M satisfazendo as quatro

propriedades de simetrias da curvatura, i.e., tensores de curvatura. Se 〈R1(X, Y )Y,X〉 =

〈R2(X, Y )Y,X〉 para todo campos de vetores X e Y em M, então R1 = R2.

Obtemos imediatamente:

7.2.19 Corolário. Sejam R1 e R2 dois tensores de curvatura em M. Assuma que para

todo p ∈M e todo plano π em TpM, temos que K1(π) = K2(π). Então R1 = R2.



Capítulo 8

Apêndice 2: Sequências Periódicas e

Hiperbolicidade

Na prova do Teorema 6.2.3, usamos um resultado muito interessante e importante

que obtém hiperbolicidade de um certo conjunto a partir da presença robusta de

hiperbolicidade de órbitas periódicas. Este teorema foi mostrado por Mañé no importante

trabalho [17], onde ele mostra a conjectura da estabilidade.

O teorema de Mañé foi provado primeiramente para difeomor�smos. Ele tem duas

partes, a primeira é o mesmo resultado porém no contexto linear e a segunda é o Lema

de Franks.

Vamos fazer alguns comentários sobre a primeira parte. Note que uma órbita periódica

com período n de um difeomor�smo dá origem a n aplicações lineares A1,. . .An, a saber a

derivada do difeomor�smo ao longo da órbita. Como o ponto é periódico podemos pensar

nessas matrizes como uma sequência periódica de matrizes com período n.

A de�nição de hiperbolicidade de uma órbita periódica se traduz como a

hiperbolicidade da matriz gerada pelo produto dos Ai's . Mais ainda, se temos um outro

difeomor�smo próximo então a órbita periódica tem continuação para este difeomor�smo

e sua derivada em cada ponto da órbita é uma aplicação linear próxima da original. Ou

seja, para um difeomor�smo próximo temos uma outra sequência periódica de aplicações

lineares B1, . . . Bn. Note que o período é o mesmo.

Assim, se todas órbitas periódicas de um difeomor�smo f são hiperbólicas, podemos

associar ao difeomor�smo uma família, indexada pelo conjunto de órbitas periódicas, de

sequências periódicas hiperbólicas de matrizes. Mais ainda, se todas as órbitas periódicas

persistem para um difeomor�smo g próximo, então associado a g temos outra família,

indexada pelo mesmo conjunto de órbitas periódicas, de sequências periódicas de matrizes

dadas pelas continuações das órbitas periódicas como visto acima.

Daí, é natural de�nir o conceito de uma família de sequências periódicas estavelmente

hiperbólicas. Isto é, de�nindo uma métrica natural no conjunto de tais famílias, vamos
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exigir que qualquer família próxima nesta métrica seja hiperbólica (como no exemplo do

parágrafo anterior).

Por outro lado, mesmo que em uma família todas as sequências periódicas sejam

hiperbólicas, isto não quer dizer que as constantes de hiperbolicidade são as mesmas para

duas tais sequências distintas. Quando isto ocorrer, diremos que a família é uniformemente

hiperbólica.

A versão matricial do teorema de Mañé (ver Contreras [8]) diz que se uma família

de sequências periódicas estavelmente hiperbólica tem várias propriedades que famílias

uniformemente hiperbólicas possuem, por exemplo dominação. Porém, se supormos

além disso que as matrizes dessas famílias são formadas por matrizes simpléticas (que

é o que ocorre no caso geodésico), então de fato podemos garantir que a família será

uniformemente hiperbólica.

Sobre a segunda parte, o Lema de Franks essencialmente permite reduzir o problema

não-linear para a sua versão linear. A versão mais simples do lema diz o seguinte: se um

ponto �xo p de um difeomor�smo f tem derivada A, e B é uma matriz muito próxima de

A, então existe um difeomor�smo g próximo de f que realiza B como derivada, isto é, p

ainda é um ponto �xo de g e sua derivada é B.

Outra maneira de entender este enunciado é a seguinte: considere uma vizinhança U

de f e a seguinte aplicação g 7→ Dg(p). A imagem desta aplicação contém a matriz A

(pois é imagem de f). Então o lema de Franks pode ser entendido assim: A está no

interior da imagem deste mapa.

No caso em que estamos lidando as perturbações são feitas na métrica e não no �uxo.

Ou seja, o domínio da aplicação semelhante ao do parágrafo anterior é o espaço de métricas

e não o espaço de �uxos. Isto torna a prova do lema de Franks extremamente mais

intrincada. Este problema foi resolvido por Contreras em [8].

Finalmente, o conjunto E2M se encaixa neste contexto e a hiperbolicidade deste vem

como acima. De fato, se não podemos aplicar a versão simplética do teorema de Mañé

então existe uma família próxima com uma sequência periódica não hiperbólica. Porém,

pelo Lema de Franks, esta sequência estaria associada a uma órbita periódica de um �uxo

geodésico de uma métrica próxima, contradição com a de�nição de E2(M).

No que segue, de�niremos e enunciaremos estes conceitos e resultados de maneira mais

precisa.

8.1 Sequências Periódicas

Lembramos que uma aplicação linear T : R2 → R2 é hiperbólica se não tem autovalores

de módulo 1, ou seja, se existe uma decomposição R2 = Es⊕Eu e uma constante M ∈ N
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tais que T (Es) = Es, T (Eu) = Eu e

‖TM
∣∣
Es
‖ < 1

2
e ‖(T

∣∣
Eu

)−M‖ < 1

2
.

Neste caso, os subespaços Es e Eu são chamados subespaço estável e subespaço instável

de T , respectivamente.

Dizemos que uma seqüência ξ : Z → Sp(n) é periódica se existe m ≥ 1 tal que

ξi+m = ξi para todo i ∈ Z. Ela é hiperbólica se a aplicação linear
m∏
i=1

ξi é hiperbólica.

Neste caso, os subespaços estáveis e instáveis de
m−1∏
i=0

ξi+j são denotados por Es
j (ξ) e E

u
j (ξ),

respectivamente.

Uma família ξ = {ξα}α∈A de sequências em Sp(n) é limitada se existe Q > 0 tal que

‖ξαi ‖ < Q para todo α ∈ A e i ∈ Z. Dadas duas famílias de sequências periódicas em

Sp(n), ξ = {ξα}α∈A e η = {ηα}α∈A, dizemos que elas são periodicamente equivalentes

se têm os mesmos conjuntos de índices A e para todo α ∈ A os períodos de ξα e ηα

coincidem.

Dadas duas famílias periodicamente equivalentes de sequências periódicas em Sp(n),

ξ = {ξα}α∈A e η = {ηα}α∈A, de�nimos a distância entre elas por:

d(ξ, η) = sup{‖ξαn − ηαn‖ : α ∈ A, n ∈ Z}.

Dizemos que uma família ξ é hiperbólica se para todo α ∈ A, a sequência periódica ξα é

hiperbólica. Dizemos que uma família periódica hiperbólica ξ é estavelmente hiperbólica se

existe ε > 0 tal que qualquer família periodicamente equivalente η que satisfaz d(ξ, η) < ε

é também hiperbólica.

Finalmente, dizemos que uma família de sequências periódicas é uniformemente

hiperbólica se existem M ∈ Z e subespaços Es
i (ξ

α), Eu
i (ξα), α ∈ A, i ∈ N tais que

ξαj (Eτ
j (ξα)) = Eτ

j+1(ξα) para todo α ∈ A, j ∈ Z τ ∈ {s, u}

e ∥∥∥∥∥
M∏
i=0

ξαi+j|Esj (ξα)

∥∥∥∥∥ < 1

2
e

∥∥∥∥∥∥
(

M∏
i=0

ξαi+j|Euj (ξα)

)−1
∥∥∥∥∥∥ < 1

2
,

para todo α ∈ A, j ∈ Z.
Equivalentemente, existem K > 0, 0 < λ < 1 e subespaços invariantes Es

i (ξ
α), Eu

i (ξα),

α ∈ A, i ∈ Z, tais que∥∥∥∥∥
m−1∏
i=0

ξαi+j|Esj (ξα)

∥∥∥∥∥ < Kλm e

∥∥∥∥∥∥
(
m−1∏
i=0

ξαi+j|Euj (ξα)

)−1
∥∥∥∥∥∥ < Kλm,
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para todo α ∈ A, j ∈ Z, m ∈ N. Note neste caso que a seqüência ξα é hiperbólica

e os subespaços Es
i (ξ

α), Eu
i (ξα) necessariamente coincidem com os subespaços estável e

instável da aplicação
m−1∏
j=0

ξαi+j.

Com as notações anteriores, Contreras em [8] obteve o seguinte resultado.

8.1.1 Teorema. Se {ξα}α∈A é uma família estavelmente hiperbólica de sequências

periódicas de aplicações lineares simpléticas limitadas, então ela é uniformemente

hiperbólica.

8.2 O Lema de Franks para Fluxos Geodésicos

Dada g ∈ G2(M), de�nimos a seguinte aplicação

Kg : SM g −→ S(n)/O(n)

por Kg(θ) = [K], onde

Kij = 〈Rg(θ, ei)θ, ej〉π(θ),

S(n) e O(n) são as variedades das matrizes simétricas e ortogonais, respectivamente,

{θ, e1, . . . , en} é uma base ortonormal de Tπ(θ)M e Rg é o tensor curvatura de g.

Consideremos h : S(n)/O(n) −→ [0,+∞[ a função de�nida por

h([K]) :=
∏

1≤i≤j≤n

(λi − λj)2,

onde λ1, . . . , λn são os autovalores de K.

Finalmente, considere H : G2(M) −→ [0,+∞[ de�nido por

H(g) := min
θ∈SMg

max
t∈[0, 1

2
]
h(Kg(φgt (θ))).

O seguinte resultado foi mostrado por Contreras em [8] e é fundamental na prova de

um lema do tipo Franks para �uxos geodésicos.

8.2.1 Teorema. A função H : G2(M)→ [0,+∞[ é contínua, o conjunto

V := {g ∈ G2(M) : H(g) > 0}

é aberto em G2(M) e V ∩ G∞(M) é denso em G∞(M).

Seja γ = {φgt (θ) : t ∈ [0, 1]} um pedaço de órbita com comprimento 1 do �uxo geodésico

φgt da métrica g ∈ G∞(M). Sejam Σ0 e Σt seções transversais de φ
g
t em θ ∈ SM g e φgt (θ)
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respectivamente. Denotemos por Pg(Σ0,Σt, γ) a aplicação de Poincaré de Σ0 para Σt.

Podemos escolher Σ0 e Σt tal que a aplicação linear de Poincaré

P g(γ)(t) := DPg(Σ0,Σt, γ)(θ)

é uma aplicação simplética de N := N(θ)⊕N(θ) para Nt := N(φgt (θ))⊕N(φgt (θ)) e

P g(γ)(t)(J(0), J̇(0)) = (J(t), J̇(t)),

onde J é um campo de Jacobi ortogonal ao longo da geodésica π ◦γ e J̇ denota a derivada

covariante ao longo da geodésica.

Fixe um conjunto de coordenadas de Fermi ao longo de π◦γ. Então podemos identi�car

o conjunto de todas as aplicações lineares simpléticas de N0 para Nt com o grupo

simplético Sp(n).

Suponha que a geodésica π ◦ γ não tem auto-interseções em [0, 1], e seja W uma

vizinhança tubular desta. Denotamos por G∞(γ, g,W ) o conjunto de métricas g ∈ G∞(M),

onde γ é uma pedaço de órbita de longitude 1, g = g em γ([0, 1]) e tal que o suporte de

g − g está em W.

Dado qualquer conjunto �nito de segmentos geodésicos sem auto-interseções F =

{η1, . . . , ηm}, de�nidos em [0, 1], com as seguintes propriedades:

1. Os pontos extremos de ηi não estão contidos em W ;

2. O segmento π ◦ γ|[0,1] intercepta cada ηi transversalmente;

denote por G∞(g, g,W,F) o conjunto de métricas g ∈ G∞(γ, g,W ) tal que g = g em uma

vizinhança pequena de W ∩ ∪mi=1ηi([0, 1]).

Considere a aplicação S : G∞(γ, g,W ) → Sp(n) de�nida por S(g) = Pg(γ)(1). O

seguinte resultado, obtido por Contreras em [8], é o análogo para �uxo geodésico da parte

in�nitesimal do lema de Franks. Usamos V obtido no Teorema 8.2.1.

8.2.2 Teorema. Seja g0 ∈ V ∩ Gr(M), 4 ≤ r ≤ ∞. Dado U ⊂ G2(M) uma vizinhança

de g0, existe δ = δ(g0,U) > 0 tal que dados g ∈ U, γ, W e F como acima, a imagem de

U ∩ V ∩ Gr(γ, g,W,F) sob a aplicação S contém a bola de raio δ e centro em S(g0).

8.3 Hiperbolicidade de E2M

Dados um subconjunto A ⊂ SM e g ∈ G∞(M), seja P(g, A) o conjunto das órbitas

periódicas γ para φg tais que γ(R) ⊂ A. De�na

Per(g, A) :=
⋃

γ∈P(g,A)

γ(R),
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H := {g ∈ G∞(M) : γ é hiperbólico, para todo γ ∈ P(g, A)},

e

F2(A) := intC2H(A).

Sejam g ∈ V ∩ F2(A) e l o raio de injetividade de g. Para cada α ∈ A := P(g, A)

seja T = T (α) o período de α, e escolha 0 = t0 < t1 < . . . < tm = T (α) tais que

ti+1 − ti ∈ [1
4
l, 1

2
l]. Então α|[ti,ti+1] é injetiva. Seja

N (i, α) := {v ∈ Tα(i)SM : 〈v, α̇(ti)〉g = 0}. (8.1)

8.3.1 Teorema. A família ξ = {ξα}α∈A é estavelmente hiperbólica.

Demonstração. Se ξ não é estavelmente hiperbólica, então existe uma família periodi-

camente equivalente η com d(η, ξ) arbitrariamente pequena a qual não é hiperbólica.

Modi�cando η, se necessário, podemos assumir que existe uma única sequência não

hiperbólica em η, denotada por ηα0 .

Já que g ∈ V e d(ξα0 , ηα0) é arbitrariamente pequena, pelo Teorema 8.2.2, existe uma

métrica g1 ∈ G∞(M), a qual é C∞, tal que g1 está C2 arbitrariamente próxima de g (e

portanto g1 ∈ H(A)). Também, α0 ainda é uma órbita periódica para g1. De fato, g1 = g

em α(R) (portanto o mesmo subespaço N (i, a) satisfaz (8.1) para g1). Finalmente, temos

também que

ηα0
i = Dφg1ti+1−ti : N (i, α0) −→ N (i+ 1, α0)

para todo 0 ≤ i ≤ m(λ0). Como ηα0 é não hiperbólica e α0(R) ⊂ A, isso contradiz o fato

que g1 ∈ H(A).
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