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Resumo

Discutimos sobre a existéncia e unicidade de medidas e conjuntos invariantes por um sistema
finito de contracoes. Estudamos a convolucao de Bernoulli e, utilizando o método de trans-
versalidade de Peres-Solomyak, mostramos sua continuidade absoluta para certos parametros.
Aplicamos esse método em alguns exemplos de sistemas mais gerais, denominados produtos
tortos. Para esse tipo de sistemas nods investigamos medidas invariantes, sua continuidade

absoluta e propriedade SRB.

Palavras Chaves: Sistema iterado de funcoes contrativas, Medidas invariantes, Continuidade

absoluta de medidas, Produtos tortos.



Abstract

We discuss the existence and uniqueness of measures and sets invariant under a finite system
of contractions. We study the Bernoulli convolution and, using the method of transversality
by Peres-Solomyak, we show its absolute continuity for certain parameters. We apply this
method to some examples of more general systems, called skew products. For this type of

systems we investigate invariant measures, their absolute continuity and SRB property.

Key words: Iterated function system of contractions, Invariant measures, Absolute continuity

of measures, Skew products.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo principal a discussao sobre medidas invariantes por deter-
minados tipos de transformacoes e a continuidade absoluta de tais medidas. Medidas invarian-
tes absolutamente continuas sao importantes porque podem ser “vistas”, uma vez que possuem
distribuicao uniforme. Além disso, a medida de Lebesgue corresponde a maneira intuitiva de se
medir. Como muitas vezes ela nao é invariante por uma aplicagao, o fato da medida invariante
ser absolutamente continua a torna de certo modo também natural, possibilitando que ideias
intuitivas aparecam. Resultados validos para um conjunto cuja medida invariante é positiva

de fato irao valer para um conjunto de medida de Lebesgue positiva.

Sobre pré-requisitos, alguns resultados, especialmente de Anélise e Teoria da Medida, serao
admitidos, enquanto outros, considerados importantes para uma boa leitura do texto, serao

apresentados no primeiro capitulo, denominado Preliminares.

No segundo capitulo sao apresentados dois métodos de verificar a continuidade absoluta
(em relacao a Lebesgue) de uma medida de Borel finita em IR. Esses métodos serao utilizados

em alguns capitulos posteriores.

No Capitulo 3 sao tratados sistemas iterados de contragoes em IR". Seguindo as ideias
de um famoso artigo de Hutchinson [7], mostramos que, para um sistema finito, existe uma
tinica probabilidade de Borel p invariante satisfazendo [ |z du(z) < oco. Em seu artigo,
Hutchinson considerou um sistema finito de contragoes atuando em um espag¢o métrico (X, d)
completo e separavel. Ele afirmou que existia uma tunica uma probabilidade de Borel com
suporte limitado invariante por um tal sistema. Sua demonstracao utilizava o Teorema do
Ponto Fixo de Banach nesse espago de medidas munido da chamada distancia de Hutchinson,
a qual indicaremos por dy. Porém, ele omitiu a prova que tal espaco é completo, e, de fato,
tal espago nao o é se X for ilimitado (conforme pode ser verificado em [9]). Assim, a prova de
Hutchinson néo vale para o caso particular X = IR™. Akerlund-Bistrém [2] mostrou entdo que
0 espago M das probabilidades de Borel p em IR" satisfazendo [ ||z|| du(z) < oo é completo
com a distancia de Hutchinson. Repetindo a demonstragao feita em [7] para o espago (M1, dg),
é possivel garantir a existéncia de uma tinica medida em M} invariante por um sistema finito

de contragoes em IR". Seguindo as ideias de Hutchinson, mostramos também a existéncia



de um unico conjunto compacto nao vazio invariante por esse sistema. Ao final do capitulo,

apresentamos uma relacao entre tal conjunto e o suporte da medida invariante.

Os resultados obtidos nos capitulos anteriores sao fortemente usados no Capitulo 4, que
trata da chamada convolugao infinita de Bernoulli. Esta é uma medida invariante por um
determinado sistema de contracoes reais, que depende de um parametro A € (0,1). A con-
tinuidade absoluta de tal medida para % < A < 1 foi um problema que chamou a atengao
de muitos mateméticos ao longo do século XX. Em 1995, Solomyak [19] provou uma conjec-
tura de Garsia (ver também [19] para mais referéncias): a convolu¢ao infinita de Bernoulli é
absolutamente continua para quase todo pardmetro A € (3,1). Em [14], Peres e Solomyak
apresentaram uma prova simplificada desse resultado, substituindo métodos de transformada
de Fourier por métodos de diferenciacao de medidas. Essa prova sera detalhada, e para tal

serao apresentados também resultados sobre convolugoes de medidas.

Por fim, no Capitulo 5, sao tratadas transformacoes do tipo produto torto, que atuam em
S! x IR. Elas sao o “produto” de uma expansao em S' com contracoes em IR, que dependem
de S'. Essa dependéncia gera um sistema de contracoes reais. As medidas invariantes pelo
produto torto sao assim naturalmente relacionadas com a medida invariante pela expansao e a
medida invariante pelo sistema de contracoes. Também é feita uma discussao sobre a chamada
medida SRB, que é construida a partir de uma transformacao continua atuando em espaco
métrico e é automaticamente invariante pela mesma. Por fim, sdo tratados trés exemplos
especificos de produto torto: a transformacao generalizada do padeiro de Alexander e Yorke

[3], e generalizagoes de Tsujii [20] e Rams [17].



Capitulo 1
Preliminares

Neste primeiro capitulo abordaremos, sem entrar em detalhes, alguns conceitos e resultados
importantes para uma boa leitura do texto. Em geral, fatos bésicos vistos em cursos como
Anélise serao assumidos, enquanto resultados de Medida e Integracao serao revistos, dada a
importancia que terao neste trabalho. Quase sempre estaremos considerando o espaco euclidi-
ano IR" (muitas vezes para n = 1), mas alguns conceitos serao apresentados em um contexto

mais geral.

1.1 Notacoes Basicas e Resultados de Medida

Convém fixar de uma vez por todas algumas notacoes. Dados um ponto a € IR" e r > 0,

indicaremos por

Ula,r) :=={z € R": |z —a|] <7},
B(a,r) :={x € R": ||z —al <7}.

Denotaremos por IN o conjuntos dos inteiros positivos, isto é, o conjunto dos inteiros maiores

ou iguais que 1, e por INg := INU {0}. As seguintes notagoes cldssicas serao mantidas:
C(R™) :={f:R" = R: fé continua},
Co(R"™) :={f :R" — IR: fé continua e limitada},
C.(R™) :={f:R" — IR: fé continua e tem suporte compacto} .

Vamos a partir de agora fazer uma revisao sobre alguns fatos importantes de Teoria da
Medida e Integragao. Inicialmente, vamos explicitar o que chamaremos de medida ao longo
deste trabalho. Fixemos de uma vez por todas um espago mensuravel (X, Q). Diremos que

p: O — [0,00] é uma medida em (X, O) se



2. Uy Ai) =S 002, 1n(Ay), sempre que A; N A; = & para i # j.

Nesse caso, (X, O, u) serd chamado um espaco de medida. Se X for um espago topolégico, a o-
algebra dos boreleanos de X serd denotada por By, e uma medida p em (X, Bx) serd chamada,
como de costume, uma medida de Borel. No caso particular em que X = IR", denotaremos
sua o-algebra de Borel apenas por B. A medida de Lebesgue em IR" serda denotada por m.
Também como de costume, uma medida p serd chamada finita se u(X) < oo, e sera chamada
uma probabilidade se (X) = 1. Se X puder ser escrito como X = J 7, A,, com u(A,) < oo

para todo n, diremos que p é o-finita e que (X, O, u) é um espaco de medida o-finito.

Agora, se p* : P(X) — [0, 00] é uma funcao tal que

2. p*(A) < p*(B) sempre que A C B;
3o (U A < 2005, (A,
diremos que p* é uma medida exterior em X. Um conjunto A C X sera dito u*-mensurdvel se
p(E)=p (ENA)+p(ENA®) paratodoE C X.

Medidas e medidas exteriores se relacionam através do Teorema de Carathéodory (ver [6, 1.11
Carathéodory’s Theorem]) e do Teorema de Extensao de Carathéodory (ver [6, 1.14 Theorem]).
O primeiro afirma que dada uma medida exterior ©* em X, a classe O,+ dos conjuntos p*-
mensuraveis é uma o-algebra em X e a restrigao ,u*|@u* ¢ uma medida. Ja o segundo garante
que se p é uma medida em um espaco mensuravel (X, O), entao u pode ser estendida a uma
medida exterior p* em X no sentido que todos os conjuntos em O sao p* mensuraveis e
além disso p*|o = pu. Dessa forma, se chamarmos uma medida exterior de medida, estaremos
pensando na sua restrigao aos conjuntos mensuraveis. Quando X ¢é um espaco topoldgico, uma
medida exterior u* pode ser naturalmente chamada uma medida de Borel se Bx C O,«. Nesse

caso, estaremos considerando a restri¢ao pu*|s,

Uma medida de Borel p definida sobre o espago euclidiano IR" é dita uma medida de Radon

se satisfaz as seguintes condigoes:

1. u(K) < oo para todo K C IR" compacto;
2. w(E) =inf{u(A): E C A, A aberto} para todo E € B;

3. w(A) =sup{p(K): K C A, K compacto} para todo A C IR" aberto.



O seguinte resultado nos serd bastante 1til e sua demonstracao pode ser encontrada em [18,
2.18 Theorem].

Proposicao 1.1. Se p é medida de Borel finita em IR™ entao p é medida de Radon. Mais
ainda, para todo E € B, vale que

u(E) =sup{u(F): F C E, F fechado} .

Se (X, 0) e (Y, G) sdo espagos mensurdveis, uma funcao f : X — Y que satisfaz f~}(F) € O
sempre que F € G serd chamada, como de costume, uma fungao (O, G)-mensurdvel (ou apenas
fungao mensuravel se as o-dlgebras estiverem claras no contexto). Se X e Y forem espagos
topoldgicos e f for (Bx, By )-mensurével, entao f serd chamada uma fun¢ao de Borel. Quando
Y =R e f for (O, B)-mensurével, f serd dita apenas uma fun¢do mensurdvel real. Vamos, a
partir de agora e até o final da secao, revisar alguns resultados classicos relativos a integragao

em espagos de medida. As suas respectivas demonstragoes podem ser encontradas em [6].

Teorema 1.2 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (X, O, u) um espaco de medida.
Se uma sequéncia (f,) de fungdes mensurdveis reais positivas em X € tal que f, < fai1 para
todon € N e f = lim, o0 fr, entao [ fdp=1lm, o [ fndpu.

Dado um espago de medida (X, O, u), diremos que uma propriedade P vale para p-quase
todo ponto em X se existe F' € O tal que {x € X : xnao satisfaz P} C F e pu(F) = 0.

Teorema 1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (X, O, ) um espago de medida.
Se uma sequéncia (f,) de funcgoes integrdaveis é tal que (f,) converge para f em p-quase todo
ponto, e existe uma fungdao integrdvel g tal que | f,| < g também em p-quase todo ponto, entao
[ € integravel e [ fdu=lim, o [ frdp.

Consideremos agora i e v medidas definidas em um espago mensurével (X, O). Diremos
que u é absolutamente continua em rela¢do a v, e escreveremos i < v, se u(E) = 0 sempre
que E € O e v(F) = 0. No caso particular em que p é uma medida de Borel em IR" e v é a
medida de Lebesgue (em IR"), diremos apenas que p é absolutamente continua. Se existirem
conjuntos E, F € O tais que EUF = X, u(E) = 0 e v(F) = 0, entdo p e v serao ditas
mutuamente singulares. Novamente, no caso particular em que p é uma medida de Borel em
IR" e v é a medida de Lebesgue (em IR"), diremos apenas que p é singular. Quando p é uma

medida de Borel em IR", definimos o suporte de p como o conjunto
supp () :=R"\ {z € R™: Ir > 0tal que u(U(z,r)) = 0}.

O seguinte resultado é bastante conhecido e diz respeito a decomposi¢cao de uma medida.



Teorema 1.4 (Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym). Sejam p e v medidas o-finitas defi-
nidas em (X, Q). Entdo existem unicas medidas o-finitas vy, vy tais que vy L p, vo < p e

v =1+ vy. Além disso, existe uma fungao p-integrdvel f tal que
ve(E) = / fdu, Ee€O. (1.1)
E
Mais ainda, qualquer outra fun¢do que satisfaca (1.1) coincide com f em p-quase todo ponto.

A fungao f que satisfaz (1.1) é chamada a derivada de Radon-Nikodym de vy com respeito

dvy
dp
que no caso particular em que p e v sao medidas o-finitas tais que v < u, o Teorema 1.4

a p (ou ainda a densidade de v5 com respeito a p1) e é muitas vezes indicadas por <. Observe

garante a existéncia de uma funcao p-integravel f tal que
v(E) :/fdu, EeO.
E

Fecharemos a secao com um resultado que diz respeito a integragao em um espaco produto.
Dados dois espagos de medida (X, O, ) e (Y, G, v), denotaremos, como de costume, por p X v

a medida produto na o-dlgebra produto O ® G.

Teorema 1.5 (Teorema de Fubini). Sejam (X,0,u) e (Y,G,v) espagos de medida o-finitos.
Para toda fung¢ao (u x v)-integrdvel f definida em X XY, vale que

[ st dtute) <o) = [ ([ st avto) ) duto) = [ ([ se.0) dute)) vt

1.2 Os espacos [P e demais resultados

Vamos nesta secao fazer uma breve revisao sobre os espacos LP e citar alguns resultados
que serao utilizados neste trabalho. Fixemos de uma vez por todas (X, O, ) um espago de

medida e seja f : X — IR uma funcao mensuréavel real. Para cada p > 0, definimos

= ([ 171"

Quando p for a medida de Lebesgue em IR, escreveremos || f|| Lr(R): € quando estiver claro no

contexto com qual medida estamos trabalhando, escreveremos apenas || f||;,. Definimos ainda
LP(p) := {f funcao mensuravel real: || fl| () < oo}.

Novamente, no caso particular em que X = IR e p é a medida de Lebesgue, escreveremos
L7(n) = I(R).

Vamos apresentar alguns resultados cldssicos sobre os espagos (L”(i), ||-||;»)- Exceto quando

for indicado, suas respectivas demonstragoes podem ser encontradas em [18].



Proposicao 1.6 (Desigualdade de Holder). Assuma que p e ¢, 1 < p < 00, sao expoentes
conjugados, isto é, %—I— % =1. Se f € LP(u) e g € LUu), entao f-g € L' (n) e

1Fglle < 1f Mo gl o -

Proposicao 1.7 (Desigualdade de Minkowski). Suponha 1 < p < oo e f,g € LP(u). Entao
fH+gelP(u)e
1f + 9l < 1flle + Nl -

A prova da seguinte desigualdade pode ser encontrada em [6, 6.12 Proposition].

Proposicao 1.8. Suponha u(X) <oco e <p<q<oo. Se f & Li(u) entio f € LP(u) e

1l e < e (X)) 5.

Para 1 < p < o0, |||, ndo define uma norma em LP(u) porque podemos ter ||f||;, =0
com f # 0. A fim de obter uma norma em L”(1), definimos uma relagao de equivaléncia nesse

espaco da seguinte maneira:
f ~gse f(x) = g(x) para p-quase todo ponto = € X.

Considerando o espaco das classes de fungoes em LP(u) definidas por essa relacao de equi-

valéncia, podemos definir para uma classe F,

N El o = 1flln, fEF

Entao, por conveniéncia, vamos considerar daqui em diante LP(x) como um espago cujos
elementos sao classes de equivaléncia, e nao mais funcées. Dessa forma, (LP(u), ||||;,) serd um

espago normado e teremos o seguinte resultado.

Proposicao 1.9. (LP(u), ||-||;») € espago de Banach para 1 < p < oo.

Considerando o caso X = IR e p a medida de Lebesgue, temos o seguinte fato, que é

bastante conhecido.

Proposicao 1.10. (LP(IR),||||;») € um espaco separdvel para 1 < p < oo.

Para 1 < p < oo, temos ainda que C.(IR) C LP(IR) e vale o seguinte resultado.
Proposigao 1.11. C.(IR) ¢ denso em LP(IR) para 1 < p < c0.
Agora, se (X, ||-]|yx) é um espago normado e ¢ : X — IR é um funcional linear, definimos
|| := sup {|®(2)] : [[z[[x <1}

Se ||®]| < oo, ® é dito um funcional limitado. O seguinte resultado nos sera ttil.



Teorema 1.12. Suponha que

1. (X, ||llx) € espaco de Banach separdvel;
2. (®,,) € uma sequéncia de funcionais lineares em X ;

3. sup || P, = M < occ.

Entao existe uma subsequéncia (®,,) de (®,,) tal que o limite

®(z) = lim @, (x)

k—ro0
existe para cada x € X. Mais ainda, ® € linear e | P|| < M.

Dizemos que ® € o limite fraco de (¥, ), ou ainda, que (P, ) converge para ® fracamente.

Para fechar a secao, vamos relembrar dois resultados que dizem respeito a representacao de
funcionais lineares em espagos de fungoes. Considere p e g expoentes conjugados, e g € L(u).

Definimos a aplicacao
O, LP(pu) - R h—>/hgalu7

que é claramente um funcional linear em LP(u). A desigualdade de Holder (Proposigao 1.6)
nos garante que
®, é limitado e || D] < |lgll.q- (1.2)

O resultado abaixo nos diz que no caso em que p é o-finita, sempre é possivel escrever um

funcional linear limitado em LP(u) dessa maneira.

Teorema 1.13. Suponha 1 < p < 0o, p uma medida o-finita em X e ® um funcional linear
limitado em LP(p). Entao existe uma unica fungdo g € L9(p), onde q € o expoente conjugado

a p, tal que
o) = [ hy du, b€ )

Mais ainda, ] = gl .-

Por fim, enunciaremos o seguinte resultado classico, cuja demonstragao pode ser encontrada

em [6, 7.2 The Riesz Representation Theorem].

Teorema 1.14 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja ® um funcional linear positivo em

C.(IR). Entao eziste uma tunica medida de Radon p tal que

o(h) = /hd,LL, h € C(IR).



Capitulo 2

Continuidade absoluta de medidas

Neste capitulo vamos discutir duas formas de verificar a continuidade absoluta de uma
medida de Borel finita em IR. No6s sempre vamos considerar continuidade absoluta com respeito

a medida de Lebesgue.

2.1 Derivada local de medidas

Vamos primeiro apresentar um método fundamental para verificar a continuidade absoluta
estudando propriedades locais da medida. Para mais referéncias e detalhes veja também [12,
2].

Seja v uma medida de Borel finita em R. Para cada x € R definimos as derwadas inferior
e superior de v em z (com respeito a Lebesgue) por

D(v,z) := liminf iIJ(B(x, T)),

r—0t 2r
— ) 1
D(v,x) := limsup —v(B(z,r)),
r—0t r
respectivamente. No ponto x onde o limite existe, nds definimos a derivada de v em z (com
respeito a Lebesgue) como D(v, ) := D(v,z) = D(v,z).
Teorema 2.1. Seja v uma medida de Borel finita em R. Entao v € absolutamente continua

se, e somente se, D(v,x) < oo para v-quase todo ponto x € R.

Para provar esse teorema, usaremos o seguinte fato, cuja demonstragao pode ser encontrada
em [12, 2.8 Theorem].

Teorema 2.2 (Teorema do Recobrimento de Vitali). Seja v uma medida de Radon em R.

Sejam ainda A € B e F uma familia de bolas fechadas tais que cada ponto de A € o centro de
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bolas arbitrariamente pequenas de F, isto €, inf{r > 0: B(x,r) € F} = 0 para todo x € A.

Entao erxiste uma familia no mdximo enumerdvel de bolas disjuntas {B;}, B; € F tais que

v(A\UB;) =0.
Vamos também utilizar o seguinte lema.

Lema 2.3. Sejam v uma medida de Radon em IR, 0 <t < oo e A € B.

a) Se D(v,x) <t para todo x € A, entio v(A) < tm(A).

b) Se D(v,x) >t para todo v € A, entio v(A) > tm(A).
Demonstra¢ao. Vamos mostrar o {tem a). O item b) se prova de maneira andloga. Seja
e > 0. Como m é medida de Radon, existe um conjunto U C R aberto tal que A C U e

m(A) < m(U) < m(A) 4+ e Dado z € A, como D(v,z) < t, existe uma sequéncia (ri(x)) tal
que 7g(z) > 0 e

v(B(z,rp(x))) < (t + €)2rg(z) = (t + €) m(B(x, rp(z)) (2.1)

para todo kK € N. Como z € A C U e U é aberto, existe ainda um indice ko(z) tal que
B(z,ri(x)) C U para todo k > ko(z). Sejam entao

B, ={B(z,rx(z)): k > ko(x)} e F:= U B,.

z€EA

Como A, F e v satisfazem as condigoes do Teorema 2.2, segue que existe uma familia no
maximo enumerdvel {B;} tal que B; € F para todo i, BNB; =0sei # j,ev(A\UB;) =0.
Dai, vem que v(A) < > v(B;). De fato, como v é finita temos que v (A \ |J B;) = 0 implica

V(A)—V(AﬂUBi> =0

e como os conjuntos B; sao disjuntos,

V(A) = v (A nlJ BZ-> . (U(A N BZ-)> =3 uANB) <Y u(B). (2.2)

Utilizando (2.1), (2.2) e o fato que todos os conjuntos B; sao disjuntos e satisfazem | J B; C U,

temos que

A<+ m(B)=(t+m (UB) (t+m(U) < (t+ €)(m(A) +e),

pela escolha de U. Como € é arbitrario, temos que v(A) < tm(A). O

Vamos agora demonstrar o Teorema 2.1.
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Demonstracao do Teorema 2.1. Vamos supor que v < m. Definindo
E:={z€R: D(v,z) = oo},

temos que E D {zr € R: D(v,x) = co}. Assim, basta mostrar que m(E) = 0. Para cada
n € IN, definamos
E,:={z€R: D(v,z) >n}.

Entao

EyDFE,DE;3D... e FE= ﬂ E,. (23)

Vamos mostrar que os conjuntos £, sao boreleanos.

Afirmagao 1. Para cada r > 0, a fungdo x — v(B(z,1)) é fungdo de Borel.

Demonstragao. Note inicialmente que v(B(-,7)) é semicontinua superiormente. De fato, se
(z;) é uma sequéncia de numeros reais tal que lim; .., z; = x, entdo definamos para cada i
uma medida v;, pondo v;(A) := v(A+ (z —z;)) para cada conjunto A € B. Observe que v; — v

fracamente, isto é, para toda f € C.(IR) temos

[ 1wt = [ o= @-w)dviy) > [ 1) vty

De fato, como cada medida v; é medida de Radon, segue de [12, 14.13 Lemmal que basta

verificar que para cada r > 0, a sequéncia cujos termos sao

- {\/ (o —2)) - 1)) du<y>} J R 0,00) supp £ € B e Lip <1

converge para 0. Se r > 0 é tal que v(B(0,r + 1)) = 0, isso claramente ocorre. Suponha entao
que v(B(0,r + 1)) # 0 e seja € > 0. Escolha iy(r) € IN tal que para todo i > ig(r) vale que

lx — ;] < min{l } Para cada f : R — [0, 00) tal que Lip f <1 e supp f C B(0,r)

’ 0 ,r+1))
temos

/(f(y— (=) — f(y) dV(y)‘ < /If(y— (x — ) = f(y)| dv(y),

donde segue que

\ [ 16—y - | f<y>du<y>]s [, el v

e assim,

‘/f (z —24)) /f ) dv(y ‘_mu(B(O,T-I—l))Se

'Se f: IR — IR entdo Lip f := S, %
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Agora, usando [12, 1.24 Theorem (1)], temos

limsup v(B(x;,r)) < v(B(z,r)).

1—00
Assim, para cada a € IR, o conjunto v(B(-,7))"((—o0, a)) é aberto, donde segue que v(B(-,r))

é funcao de Borel. |

Afirmacgao 2. Para cada x € IR, a deriwada superior de v em x nao muda se considerarmos

o limite superior com r restrito ao conjunto dos racionais, isto €,

1 1
lim sup Q—V(B(ZL‘,T)): limsup —v(B(z,7)).

r—0t r r—0t, reQ 47"

Demonstracao. Basta mostrar que

1 1
limsup —v(B(z,r)) < limsup —v(B(x,r)).

r—0+ r r—0t, reQ 47

Fixado x € IR, temos, por defini¢ao, que existe uma sequéncia (r;) tal que r; > 0 para todo
i € N e limyo 5-v(B(z,7;)) = limsup,_,g+ 3-v(B(z,r)). Para cada i, sejam p; e ¢; racionais

tais que 0 < p; <7 < @i, |qi — 15| < 5 e |ri — pi| < %. Pela monotonicidade de v,

1 1 1

5 /(B(e.pi)) < 5 —v(Blam)) < o v(B(, ). (2.4)
Note agora que
lim 2 = jim 220 = (2.5)
1—=00 (; 1—=00 Ty ;

Lolf<teosfion
T T

03 7

ja que pela escolha de p; e ¢; temos 0 < < % para todo ¢z € IN.

Temos ainda que

1 B ;
limsup —v(B(z,r)) > limsup VB, ) = lim sup

r—0+, reQ 4T 1—00 2% i—»00

e assim, combinando (2.4) com (2.5),

1 1
limsup —wv(B(x,r)) > limsup —v(B(z,r)),

r—0t+, reQ 4T r—ot &l

0 que prova a afirmacao. L]

Juntando as Afirmacdes 1 e 2, temos que D(v,-) é o limite superior de uma familia enu-
meravel de fungoes de Borel, sendo, por [6, 2.7 Proposition|, também uma fungao de Borel.
Como E,, = D(v,-)~!([n,00)), segue que os conjuntos E,, sio boreleanos, e assim, pelo Lema
2.3, m(E,) < *v(E,) < Lv(IR) para todo n € IN. Entéo, como v ¢ finita, lim,_,. m(E,) = 0.
Como além disso m(E;) < oo, segue, por (2.3), que m(E) = 0.
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Supondo agora que a derivada inferior de v seja finita para r-quase todo ponto em IR,

vamos mostrar que v < m. Dado A € B tal que m(A) = 0, seja, para cada n € N,
A, ={x € A: D(v,z) <n}.

Seja ainda

A ={x € A: D(v,z) = o0}.

Pela Afirmagao 1 e por outra andloga a Afirmacao 2, podemos concluir que os conjuntos A,
e Ay sdo boreleanos. Temos, por hipdtese, que (A ) = 0. Além disso, pelo Lema 2.3 e por
A, C A, temos que
v(A,) <n-m(A,) <n-m(A)=0.
Assim, como A = A, U |J A4,, segue que
1

n=

v(A)=v (Aoo U G An> <v(Aw) + i v(A,) = 0.

n=1

Isso conclui a demonstragao do teorema. O]

2.2 Um método de Tsujii

Vamos agora discutir um outro método para verificar a continuidade absoluta de uma
medida, seguindo as ideias de Tsujii em [20]. Vamos primeiro definir um produto interno no
espaco M das medidas com sinal, de Borel e finitas em IR. Dadas medidas v,y € M, um

ponto x € R e um nuimero r > 0, seja

)= [ VU)o, 1) (2:6)
Lema 2.4. (-,-), define um produto interno em M.

Demonstragao. Segue diretamente da definigdo que (-, ), é bilinear, simétrico e além disso

satisfaz (v,v), > 0 para toda v € M. Basta mostrar que (v,v), = 0 implica v = 0.

Se (v,v), = 0, entao v(U(x,r)) = 0 para todo = € R. De fato, suponhamos por absurdo que
exista o € R tal que v(U(xg,7)) > 0. Disso vem que v((xg—1, z0]) > 0 ou v((zo,xo+71)) > 0.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que v((zg,xzo + r)) =: ¢ > 0. Entao para todo

x € (xg,z0 + 1) vale que v(U(z,r)) > ¢ > 0, e assim

/V(U(x,r))y(U(x,r))dm > / U DU (1)) dm > |50+ 7 — | = 2 > 0,

Zo



14

o que é uma contradigdo. Portanto, v(U(z,r)) = 0 para todo z € R, e se {g,} ¢ uma

enumeracao de Q, entao

:1/<UU(qn, ) Zy (Gn,7)) = 0.
n=1 n=1

Isso conclui a prova do lema. O

Assim, (-, ), induz uma norma em M, a saber,
[l == v/ (¥, ). (2.7)

Teorema 2.5. Seja v uma probabilidade de Borel em R. Se liminf, o+ X [|v]|, < oo, entdo
v € absolutamente continua. Além disso, a sua densidade (com respeito a Lebesgue) estd em
L*(R) e satisfaz

Demonstragio. Considere ¢ := liminf, o+ * [|v]|,. Para cada r > 0, nés definimos a fun¢ao

1
< liminf —||v|], .
L2(R r—0t 2

gr(z) == +v(U(z,r)). Entdo vale que

1
Il 2r) = > 11,

donde segue que liminf, o+ ||g: || j2r) = ¢- Seja (rx) uma sequéncia convergindo para 0 tal que
klggo 191, HL2(]R) =¢ (2.8)

Supondo, sem perda de generalidade, que |/g;, || 2wy < 00 para todo k, podemos considerar o

funcional

Oy IX(R) >R : hes / hge.dm, (2.9)

o qual jé vimos em (1.2) que ¢ limitado e satisfaz || ®4|| < [|gs, [ 2. Note que como g, (z) =0
para todo z € IR, cada funcional ®;, é positivo, isto é, h > 0 implica ®x(h) > 0. Temos que
supy, || @ || < oo, e como L%(IR) é separdvel e Banach, segue, do Teorema 1.12, que existem um
funcional ® : L?(IR) — IR e uma subsequéncia (ry,) de (r;), a qual por simplicidade vamos
supor a propria sequéncia, tal que

lim ®,(h) = ®(h) para toda h € L*(IR). (2.10)

k—oo

Note que o funcional ® também é positivo. Como para cada n € IN, existe um indice kg = ko(n)
tal que || ®x]| < ¢+ <, para todo k > ko, temos, também pelo Teorema 1.12, que ||®| < c+ 1.
Como isto vale para todo n € IN,

1] < c. (2.11)
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Além disso, pelo Teorema 1.13, existe g € L?(IR) tal que

o) = [hgdm o [0] = gl 212
Observe que o fato do funcional ® ser positivo junto com a primeira igualdade de (2.12) garante
que
/ gdm >0 paratodoE € B. (2.13)
E

Além disso, combinando (2.9), (2.10) e (2.12), temos que

/hg dm = klim /hgrkdm para toda h € L*(IR). (2.14)
— 00
Vamos mostrar agora que £ = 4 isto ¢, que
/ g dm =2v(E) paratodo E € B. (2.15)
E

Como cada boreleano em IR pode ser escrito como uma uniao no maximo enumeravel de
boreleanos limitados disjuntos, basta mostrar (2.15) para £ € B limitado. Sendo v medida de

Radon, temos para cada F € B que
v(E) =inf{v(A): E C A, A aberto}, (2.16)

donde basta mostrarmos (2.15) para os abertos A C IR. De fato, nesse caso temos, por (2.16),

que

2v(F) = inf {/ gdm: ECAA aberto}
A

:/gdm+inf{/ gdm:ECA,Aaberto},
E A\E

e combinando (2.11), (2.12), (2.13), a Proposicao 1.8 e o fato de E ser limitado,

2 (E) = /E g dm.

Como cada conjunto aberto em IR pode ser escrito como uma uniao no maximo enumeravel

de intervalos abertos disjuntos, segue que basta mostrarmos (2.15) nos intervalos abertos.

Observe agora que
v({a}) =0 paratodo a € R. (2.17)

De fato, suponha por absurdo que existe um ponto a € R tal que v({a}) > 0. Fixado r > 0,
como para todo z € U(a, §) vale que v(U(xz,7)) > v({a}), temos que

1

vl > </U(aT)U(U(:U,r))z/(U(:z:,r))dmy > (m(U(a,g))yqa})z)%.
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Disso segue que

v({a})

1
liminf — ||v||, > liminf —5— = oo,
r—=0 71 r—0 ra

o que contraria a hipotese do Teorema.

Pelos comentdrios anteriores e por (2.17), basta mostrar (2.15) nos intervalos da forma
I =a,b], a,b € IR. Para cada k € IN, a definicao de g,, nos da

/MWZ/]—mmw(wcm //—anwmw@wmy

Pelo Teorema 1.5,

Jawam= [ [ Starwgup@ dm@yivty) = [ (10 U.00) vy,

Dessa forma, para k suficientemente pequeno,

_ b—
/grkdm: (y a+1>du(y)+/ 2dv+/ ( y+1)du.
I [a—rg,a+7g] Tk (at+rg,b—rk) [b—Tk,b+7k] Tk

Por (2.17) e pelo Teorema 1.3,

. y—a , y—a
B f oy (o 7 800 = Jin [ Hcriar (57 5 1) dvt) =0,
[a’ T‘k,a-i-’r‘k] k k
e de forma andloga,
h—
lim (L +1)av=o.
k—o0 [b—’r‘k,b-i-T’k] Tk
Por fim, também por (2.17) e pelo Teorema 1.3,
lim 2dv =2v((a,b)) = 2v(I).

k—oo (a+rg,b—rk)
Por (2.14),
/ gdm =2v(I),
I
e portanto a igualdade vale para todo boreleano em IR, conforme comentado anteriormente.
Segue que v < m e além disso, pela unicidade da derivada de Radon-Nikodym, temos que
g

g =4 Ppor (2.11) e (2.12) concluimos a desigualdade do enunciado. O



Capitulo 3
Sistema de contracoes

Vamos neste capitulo tratar de medidas e conjuntos invariantes por um sistema iterado
de contragoes no espago euclidiano IR". Os dois principais resultados apresentados garantem,
para um sistema finito, a existéncia de uma tnica medida e de um 1nico conjunto invariante
satisfazendo determinadas condicoes. Tais resultados sao independentes, de forma que a Segao
3.1 e aSecao 3.2 também o sdao. Porém, na Segao 3.3, relacionaremos o conjunto com o suporte

da medida invariante. Nossa principal referéncia serd o artigo [7| de John E. Hutchinson.

Vamos introduzir algumas notacoes. Dada F': IR" — IR, definimos a constante de Lips-
chitz de F por

F(x) - F
Lip F = sup [£(z) = F)ll
w2yl =yl
Se Lip F' = A, entédo ||F(z) — F(y)|| < Al||lz — y|| para todos z,y € R", e Lip F' é o menor tal
A. A aplicacao F' é dita Lipschitz se Lip F' < co. Se Lip F' < 1, F' ¢é dita uma contragao.

Considere agora N > 2 um inteiro. Vamos neste capitulo considerar & = {Sy,..., Sy}
um conjunto de contragdes em IR" e p = {p1,..., py} um conjunto de nimeros reais com
0<p;<lparatodoi=1,....N, e Zfil p; = 1. Estudaremos medidas e conjuntos invariantes

com respeito desse sistema de contracoes S.

Considere M!(IR") o espago das probabilidades de Borel em IR" e M](IR") o subconjunto
de M*(IR™) formado pelas medidas v que satisfazem [ ||z — x| dv(z) < oo para algum ponto
z9 € R™. Observe que se uma medida v € M'(IR") é tal que [ ||z — x| dv(z) < co para
algum ponto zy € R", entdo [ ||z — 1] dv(z) < oo para todo z; € IR", uma vez que v ¢ finita.
Dessa forma, o ponto xy na definigao de M} (IR") pode ser qualquer e assim, pode ser o mesmo
para toda medida v € M1(IR"). Por simplicidade, escreveremos apenas M! e M} sempre que

estiver claro qual espago estamos considerando. O seguinte lema nos sera til mais adiante.

Lema 3.1. O espaco Mi(IR") coincide com o espago das medidas v € M (IR") tais que
[ ¢ dv < oo para toda fungao Lipschitz ¢ : R™ — IR.
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Demonstragao. Se v € Mji e ¢ : R" — IR é uma funcao Lipschitz, temos que

/ (6 — 6(0)) dv < Lip 6 / o di(z) < oo

e assim

/gbdy:/(¢—¢(O))du+/gb(0)du< 0.

Suponha agora que v € M! é tal que [ ¢ dv < oo para toda fungao Lipschitz ¢ : R" — R.

Como z + ||x|| é Lipschitz, temos que [ ||z|| dv(z) < 0o, 0 que conclui a prova do lema. [

3.1 Medidas invariantes

Vamos agora tratar de medidas invariantes por contracoes. O principal resultado desta

secao é o seguinte.

Teorema 3.2. Sejam S = {5}, ..., Sx} um conjunto de contracées em R" e p = {p1, ..., pn}
um conjunto de numeros reais tais que 0 < p; < 1 para todot=1,....N, e Zfil p;i = 1. Entao

eziste uma tnica medida v € Mj (S, p)-invariante.

Abaixo vamos explicar o que significa uma medida ser (S, p)-invariante. Hutchinson tentou
provar uma primeira versao do Teorema 3.2 em [7]. Em sua versao, ele queria mostrar a
existéncia de uma tnica probabilidade de Borel com suporte limitado invariante por (S, p), e
nao se restringia ao espaco euclidiano IR", mas sim considerava um espago métrico completo
e separavel qualquer. Ocorre que sua demonstragao continha uma falha (ver, por exemplo, [2]
ou [9]), que serd melhor explicada ao longo do texto. Em [2] se encontra a prova do Teorema
3.2 na versao que apresentamos. Uma extensao do Teorema 3.2 para o caso em que 0 espaco
considerado é um espago métrico completo e separavel qualquer, digamos (X,d), foi feita
por Kravchenko em [9]. Essa extensao torna verdadeiro o resultado de Hutchinson, uma vez
que o espaco das probabilidades de Borel com suporte limitado em X esta contido no espaco
M;i(X),! e atinica medida em M (X) invariante por (S, p) possui suporte limitado, conforme
veremos adiante. Kravchenko também obteve uma extensao do Teorema 3.2 para o caso em
que o conjunto de contragoes S e o conjunto p sao enumeraveis, utilizando a hipétese adicional
que Y2, pid(xy,2;) < oo, onde x; é o ponto fixo da contragao S;. Aqui, provaremos apenas
o Teorema 3.2 na forma enunciada, usando as ideias de Hutchinson [7] e de Akerlund-Bistrém

[2]. Antes de comegar a prova, vamos definir a invariancia de uma medida por um sistema
(S, p).

LM} (X) definido de maneira natural, como o espago das probabilidades de Borel p em X satisfazendo
[ d(z,z0) dpu(z) < oo.
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Seve Mbe f:R"— IR" é uma aplicacio de Borel, definimos a medida push-forward
f«v, colocando para cada EF € B

fo(E) = v(f~H(E)). (3.1)
Segue diretamente da definicao que f,v € M?.

Lema 3.3. Se S: R" — IR" é uma contragio e v € M3, entdo S.v € M;.

Demonstragao. Basta mostrar que se ¢ : R™ — IR é uma funcao Lipschitz entdo [ ¢ dS.v < oco.

Afirmacao 1. /(/5 dS,v = /(¢o S) dv.

Demonstracao. O resultado é valido quando colocamos funcgoes caracteristicas no lugar da

aplicacao ¢, pois se F € B, entao

/ Ip dS.v = v(S~N(E)) = / Tg1(p) dv = / (IyoS) dv.

Dai o resultado vale para fungoes simples, uma vez que se f é funcdo simples em (IR", B),

entao f = Z;”Zl ¢jlg, para algum m € IN, com E; € B para todo j =1,...,m, e

/f dS,v = ch/HEj S, => ¢ /(]IE]. 0 S) dv = /Z(cj]IEj o S) dv,
j=1 j=1 J=1

donde segue que
/f dS*I/:/(fOS) dv.

Entao o resultado vale para f funcao de Borel positiva, pois nesse caso existe uma sequéncia
(f;) de fungoes simples em (IR",B) tais que 0 < f; < fo < ... < f e f; converge para f

pontualmente (ver [6, 2.10 Theorem]). Assim, pelo Teorema 1.2,

/de*y—llim/fidS*y—_lim/fiode—/foSdu,
11— 00 71— 00

pois0< fioS < fob085<...<foS e f;0S converge para f oS pontualmente. Por fim, o
resultado vale para qualquer funcao de Borel f, pois nesse caso podemos escrever f = f+— f~

com fT e f~ funcoes de Borel positivas, donde segue que

/de*V:/f+ dS*y—/f‘ dS*l/:/(f+oS) dz/—/(f_oS) duz/(foS) dv.

[]

Como a aplicagiao ¢ o S é Lipschitz e v € M1, segue, da Afirmagao 1 e do Lema 3.1, que
J ¢ dS.v < co. Também pelo Lema 3.1, S, € Mj. O
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Vamos, a partir de agora, considerar a seguinte transformagao no espago Mj:
N
(S,p) : Mi = M} : v ZpiSi*z/. (3.2)
i=1

O lema a seguir garante a boa definicao dessa aplicacao.

Lema 3.4. Se v € Mi entio (S, p)(v) € M].

Demonstra¢ao. Como cada medida S;,.v é medida de Borel, segue que (S, p)(v) é medida de
Borel. Pelo Lema 3.3, se ¢ : IR"™ — IR é uma aplicagao Lipschitz, entao fqb dS;,v < oo para
todo i =1,..., N, e usando a linearidade da integral, concluimos que [ ¢ d(S, p)(v) < oo. Por
fim, para ver que (S, p)(v) é probabilidade, note que por defini¢ao

(S, p)(v)(IR") = ZPW(IR") =1L
Logo, (S, p)(v) € M]. O

Estamos entao em condicoes de dar a seguinte definicao.

Definigao 3.5. Uma medida v € Mj € (S, p)-invariante se (S, p)(v) = v.

Passaremos agora a demonstracao do Teorema 3.2. Ela serd baseada no seguinte resultado

classico.

Teorema 3.6 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) um espaco métrico completo.
Se S : X — X € uma contracdo entao S possui um unico ponto fixo, isto €, existe um unico

r € X tal que S(x) = x. Mais ainda, lim S*(y) = x para todo y € X.
71— 00

Para provar o Teorema 3.2, vamos definir uma métrica W, em M1 de forma que (M1, W)
seja um espaco métrico completo e (S, p) seja uma contragao em (M1, W;). Entao o Teorema

3.2 seguird imediatamente do Teorema 3.6. Definamos entao

Wi M x M} — [0,00) (u,y)l—>sup{/¢d,u—/¢dl/:<b:]R”—>]Re Lip¢§1}.

Tal métrica, conhecida como distancia de Hutchinson ou ainda distancia de Wasserstein-
Kantorovich, foi introduzida na década de 1950 por L. V. Kantorovich e G. Sh. Rubinshtein

(para mais referéncias, veja [9]).

Em [7], Hutchinson considerou, para um espago métrico completo e separavel (X, d), uma
métrica definida de maneira analoga a métrica W, porém sobre o espaco das probabilidades

de Borel em X com suporte limitado. Ocorre que com essa métrica, tal espaco pode nao ser
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completo, conforme mostra exemplo encontrado em [9, Assertion 1.1]. Uma alternativa para
a prova da versao original do Teorema 3.2, enunciada por Hutchinson em [7], seria considerar
uma métrica definida de maneira semelhante a métrica ¥W;, mas tomando o supremo sobre as
funcoes ¢ : X — IR tais que

sup |¢(x)| + Lip ¢ < 1.2
zeX

Essa métrica aparece em [5, Lecture 8|, onde ela é melhor explicada. Em [5, 8.3. Theorem],
¢ provado que sobre um espago métrico separavel, uma sequéncia de probabilidades de Borel

(14;) converge para um probabilidade de Borel p nessa nova métrica se, e somente se,

lim | odu; = /godu para todap € Cy(X).?

1—00

Porém, para essa nova métrica, a demonstracao de Hutchinson ja falharia pelo fato que com

ela (S, p) deixa de ser uma contragao.

Observe agora que a métrica W; em M1 poderia ter sido definida de uma maneira equiva-

lente, como mostra o lema a seguir.

Lema 3.7. Sejam x¢ um ponto de IR"™ e ¢ uma constante real. Entdo
Wi (p,v) zsup{/gb d,u—/gb dv: ¢ : R" — IR, Lipo <1 e ¢(xg) :c}.

Demonstracao. Seja s := sup {fqb dp— [¢dv: ¢:R" — R,Lipgp < 1e ¢(xg) = c}. E ime-
diato que s < Wj(u,v). Considere entdo ¢ : R" — IR tal que Lip¢ < 1. Para provar que
s = Wi (u,v), basta obter ¢ : R" — IR tal que Lipy < 1, ¢(xg) = ¢, e

/¢du—/¢duz/wdu—/¢dz/.

Defina ¢ := ¢ — ¢(xy) + ¢. Entado claramente ¥ (z¢) = ¢ e Lipyp < 1. Além disso, como
w,v € M}, a definicio de ¢ e o Lema 3.1 implicam que

Joidn= [wav=[odns [(cota)dn- (/¢dv+/<c—¢(xo>>du>,
e [ v du- /MV_/W /cbdv

ja que [(c— @(xo))dp = (c = ¢(w0)) u = (c = ¢(xo)) v = [(c— ¢(x0)) dv. 0

Para simplificar as notagoes, vamos, a partir de agora e até o final da secao, quase sempre

omitir a varidvel de integracao, ainda que esta aparega na funcao que esta sendo integrada.

2Se (X, d) é um espaco métrico e ¢ : X — IR é uma funcio, entdo Lip ¢ := sup, 2y W
3Cy(X) :={¢: X = R: ¢ é continua e limitada}
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Proposigao 3.8. (M1}, W) é um espago métrico.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em etapas.

Afirmacgao 1. W, (u,v) < oo para todas pu,v € Mj.

Demonstragdo. Sejam zo € R™ ¢ R > 0 tais que [ ||z — x|l dp < R e [z — 2ol dv < R.
Dada ¢ : IR" — IR uma funcao Lipschitz com Lip ¢ < 1, temos

[odu~ [oar= [6=ostdur [odu- [otn)ivs [ (o)~ 6)a
< [10= ool du+ [ otan)dn~ [ oan)dv+ [ 1o(0) o] dr

s/nx—xon du+/¢($o)d#—/¢($0) dv+/||xo—x|| v
< 2R,

uma vez que [ ¢(zo) dp = ¢(xo) p(R™) = ¢(z0) v(R"™) = [ ¢(x0) dv. O

Afirmacgao 2. W, (u,v) > 0 para todas p,v € Mj.

Demonstragio. Suponha que uma funcao ¢ : R" — R satisfaz Lipg < le [ ¢ du— [ ¢ dv < 0.
Entao —¢ ¢ tal que Lip(—¢) < 1le [(—¢)du — [(—¢)dv > 0. O

Afirmagao 3. Se W, (u,v) =0 entdo u = v.
Demonstragao. Suponha que Wy (i, v) = 0. Entao

/gzﬁd,u—/gzﬁduzo para toda ¢ : R" — IR com Lip¢ < 1. (3.3)

Queremos mostrar que u(E) = v(FE) para todo E € B, mas como p, v sdo medidas de Radon,
segue, de (2.16), que basta provar a igualdade das duas medidas nos conjuntos abertos. Além
disso, como p e v sao finitas, basta mostrar a igualdade para os conjuntos fechados. Seja entao
F C IR" fechado. Para cada m € IN, definamos

1, sex € F}
¢m :R" =R @) =4 1—md(z,F), se0<d(z,F) <L,
0, sed(z, F) > L.

E possivel verificar que ¢,, é Lipschtiz para todo m € IN, com Lip ¢,, < m. Assim, para cada

m € IN,
/%duz/ﬁb_md%
m m
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o que implica

/%w:/%w

Como a sequéncia (¢,,) converge pontualmente para [ e ¢,,(x) < 1 para todo x € IR", segue,

do Teorema 1.3, que

/]Ipdu— lim /(bmdu— lim /(bmdl/—/]lpdu,
m—0o0 m—0o0

0 que prova a afirmacao. O

Os dois fatos seguintes sao consequéncia direta da definicao de Wj.

Afirmagao 4. Wi (u,v) = Wi (v, 1) para todas p,v € Mj.
Wi (p,v) < Wi(p, A) + Wi\, v) para todas pi, A\, v € M.

Com isso concluimos a demonstragao da proposigao.

Proposigao 3.9. (M}, W) € um espagco métrico completo.

Faremos aqui a mesma demonstraciao dada por Akerlund-Bistrém em [2]. Precisaremos do

seguinte lema.

Lema 3.10. Se (p,,) € uma sequéncia de Cauchy em (Mi, Wy) entio para cada € > 0 existe

um conjunto compacto K C IR" tal que

/ ||| dpm < € para todom € IN.

Demonstragdo. Seja mg € IN tal que Wi (pm, t) < § sempre que m, [ > my.

Afirmacao 1. Eziste um conjunto compacto K C R" da forma K = {x € R": ||z|| < M}
para algum M € IN tal que

/( . ||| dtr, < g para todo m =1, ..., my, (3.4)

M‘N

onde & :={z e R": ||z|| < &}.

Demonstracao. Fixe m € IN e considere ¢ : IR" — IR dada por ¢(x) := ||z||. Para cada i € N,
seja ¢; : R" — IR dada por ¢;(z) = ||z| - Ip(,s). Entdo ¢1 < ¢y < ... < ¢ e ¢; converge para

¢ pontualmente. Assim, pelo Teorema 1.2, temos que

ti [ ésdy = [ o,
71— 00



e como [ ||z|| du, < oo, j& que pu, € Mi, segue que existe ig = ig(m) € IN tal que

€
el i =& < [ 64 din < [ Yol din.

€
/ ol < &
B(O,io)c

Basta entao escolher M = max {2(ig(m))): 1 < m < mg}.

Assim,

Definamos agora a fungao

(el sex € 4
fTR"—=R : flz):=¢ M—|z||, sexe K\%;
0, sex € R"\ K.

Afirmacao 2. A funcao f € Lipschitz e Lip f < 1.

K

Demonstracao. Se x € % ey c K\ 3,

forma que ||z|| = &. Entéao

M M
le =yl = llz ==l + Iz =yl = (lall = 5) + Iyl =) = llzll + llgll = 2.

2

De maneira andloga, ||z —y|| > M — (||z| + |ly]|), e assim
[z =yl = [llell = (M = llylDl = [f(x) = f(y)]-
Também se z € & e y € R" \ K, temos
M
[f(2) = f)l = lloll = - < lle =yl
Agora, se v € K\ 5 ey € R"\ K, temos

[f(2) = fy)l = M — [laf| < M —[lz]| + [yl = M = [lyl| = ll=[] < [l= = ]|

24

escolhemos z no segmento de reta que liga x a y de

Como cada uma das fungoes usadas na definicao de f é Lipschitz com constante de Lipschitz

menor ou igual que 1, a afirmacao esta provada.

]

Observe agora que f(z) < ||z|| para todo x € IR". De fato, basta notar que para z € K \ %

temos &L < [|z]| < M, e assim, 0 < f(z) = M — ||z|| < & < ||z||. Segue dessa observagao e do

fato que f(z) =0 para todo x € R" \ K, que

/fd;zm < / llz|| dp,  para todo m € IN.
K

(3.5)
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Da definigao de f e de (3.4) vem que

[ el = £)) din, = /(g)x

o que implica

)i < [ Vel i < 5

€
[ iy > [l don, 5. (3.6)

ja que as duas integrais acima sao finitas. Pela Afirmagao 2 e pelo fato de = — ||| ser

vl %

Lipschitz com constante de Lipschitz menor ou igual que 1, segue, da escolha de mg, que

para todom > mq (3.7)

‘/fdum—/fdumo <

' J el i = [ 1l din| <

Juntando (3.5) e (3.7), temos, para m > mg, que

€
[ el dion > [, 5,
K

o que agregado com (3.6) nos da

€ €
T dftmg — 5 — =

para todom > my. (3.8)

C»J|m

e agora juntando com (3.8),

Assim, temos que

/ |z|| diy, < € para todom > my.
Juntando isso com (3.4), temos que
/ ||| dpm < € para todom € IN.

]

Demonstra¢ao da Proposigao 3.9. Dividiremos a demonstragdo em etapas. Seja (i) uma

sequéncia de Cauchy em (M}, W)

Afirmacgao 1. Erxistem uma subsequéncia (fi,,,) de (p,) € uma medida pp € M* tal que

lim [ oduy,, = /(pd,u para toda ¢ € Cp(IR™).

1—00
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€
2
Como cada medida p,, é medida de Radon, para m = 1, ..., mq existe um conjunto compacto

Demonstragao. Fixado € > 0, seja mg € IN tal que Wi (fim, p) < < para todos m,l > my.

K,, tal que

- g < tm(Kp) < 1. (3.9)

Escolhamos entao nimeros reais aq, ..., ay, by, ..., b, de forma que

mo
U K C K= [a1,b1] X ... X [a, by,

m=1

e consideremos K :=[a; — 1,by + 1] x ... X [a,, — 1,b, + 1]. Para cada z € IR", definamos
d(z, K') :=inf {||lz —y| : y € K'} (3.10)

a distancia do ponto x até o conjunto K’. Definamos ainda uma funcao ¢ : IR" — IR pondo

1, se d(z, K') = 0;
g(x) =< 1—d(z,K"), se0<d(x,K) <1,
0, se d(x,K') > 1.

Segue diretamente das defini¢oes de g e de K que

/gd,um < /]IK dpty, = p(K)  para todom € IN (3.11)

/gdl’bmo Z /]IK’ dﬂmo = Mmo(K/)v

o que junto com (3.9) e o fato que K’ D K,;,,, nos da

€
/ Gty > g (Kog) > 1 5. (3.12)

E possivel mostrar que Lip g < 1, e isso implica que

/gdum—/gdumo

o que junto com (3.11) nos da

S Wl (/Jlma ,umo) para todom S N?

,um(K) Z /gd,umo - Wl(,uma,umo)v

e assim, por (3.12) e pela escolha de my,
pm(K) >1—¢€ para todo m > my.
Agora, se m = 1, ..., mg, temos, por (3.9), que
fin (1) 2> o (K) = pn (Kn) > 1 — % >1—e

Logo, 1 — € < py(K) < 1 para todo m € IN. Segue, de [5, 10.4. Theorem], que existem uma
subsequéncia (fiy,,) de (it,,) e uma medida p € M? satisfazendo as condigoes da Afirmagao
1. [l



27
Afirmagao 2. € M}

Demonstragao. Basta mostrar que [ ||z]| du < oo. Definamos f : R™ — IR pondo f(z) := ||z]|,
e para cada k € IN definamos

PR £ I P -
b LR f(ﬁ:c , se ||lz]| > k. '

Entao para todo k£ € IN temos que f;, é limitada e Lip fr, < 1. Além disso, 0 < f1 < fo < ... < f
e limy_o fr(z) = f(z) para todo x € IR". Fixemos € > 0 e escolhamos mg € IN tal que

Wi (ftm, pu) < € para todos m, 1 > mqg. Se ¢ := [ f dfim,, entao para todo m > mg vale que
[ i = [ faun, [ S~ [ Fny <t Wil gin) < e 6
o que junto com o fato que f, < f para todo k£ € IN, nos d&
/fk dp, < c+e€ para todok e para todom > my. (3.14)

Agora, se (i) ¢ uma subsequéncia de (i) tal como na Afirmagao 1, entao juntando (3.14)

com o Teorema 1.2, temos que

/fd,u:klim/fkd,u: lim lim/fkd,umigklim lim (c+€) = c+ € < o0.
—00

k—o00 t—00 —00 1—>00

Afirmacao 3. lim,, oo Wi (i, 1) = 0.

Demonstragdo. Fixemos € > 0 e escolhamos mo € IN de forma que Wi (pim, ;) < § para todos

m,l > mg. Pelo Lema 3.10, existe um conjunto compacto K = {x € R": ||z|| < M} tal que
/ ||| dppm < é para todom € IN. (3.15)
Kc

Seja f : IR" — IR uma funcao Lipschitz tal que f(0) = 0 e Lip f < 1. Definamos para
cada k € IN, fungoes fi, como em (3.13), com a tal fun¢do f assumindo o lugar da aplicacao
x +— ||z||. Entao fy é limitada, Lip fr, < 1e fx < f paratodo k € IN, e além disso ( fx) converge
para f pontualmente. Segue, do Teorema 1.3, que limy_,o0 [ frdp = [ fdp. Assim, é possivel

‘/fdu—/fkodu

Escolhamos agora m;, > mq de forma que p,,, pertence a subsequéncia de (u,,) que satisfaz

' [ i, = [ o

escolher ky > M de forma que

€
-. 3.16
<3 (3.16)

a condicao da Afirmacao 1 e

€
—. Nl
< 1 (3.17)
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Para todo m € IN, temos

‘/fdﬂm_/fdﬂ‘S'/fdﬂm_/fdﬂmio +’/fdumio—/fkodumio
+‘/fkodumio—/fkoduM/fkodu—/fdu’.

Como kg > M, temos que f,(z) = f(x) para todo x € K. Juntando isso com (3.16) e (3.17),
a equacao (3.18) nos dé que para todo m € IN

(3.18)

‘/f dhin— [ 1 du' < Wt i)+ /K = fl diy + S+ 5 (319

Agora, |f(z) = fro(2)] < |f(@)] + [fro ()] < 2][z]l, j& que f(0) = 0 = fi(0), Lipf < 1e

Lip fx, < 1. Juntando isso com o fato que m;, > mg, a equacdo (3.19) nos da para todo

‘/fdum—/fdu
/fdum—/fdu‘<e-

Como mg nao depende de f, segue, do Lema 3.7, que Wi (ptm, 1) < € para todo m > mg e

m > my

€ € €
<= 2|2 dyim, + < + <,
St [ 2Nl dimy + 5+ 5

e por (3.15)

portanto lim,, oo Wi (ftm, t) = 0, o que conclui a prova dessa afirmagdo e também da pro-

posicao. L]

Isso conclui a demonstragao da proposicao. O]

Proposigao 3.11. A aplicacio (S, p) é uma contragio em (M}, Wy).

Demonstragdo. Sejam u,v € M} e ¢ : R" — IR uma aplicagao tal que Lipgp < 1. Pela
Afirmagao 1 do Lema 3.3,

[odsow - [oas. sz/qsdsmu sz/fbd&*u
=;m </¢ S~ [ 6 dsz-*y)
:ém (fes)an- [wes)a)
_ épﬁ ([eoosydu- [umoosyar).
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onde r := max; {r;} e r; := Lip S;. Como Lip(r~'¢ 0 S;) < 1, segue que

/ b d(S. p)(j1) — / 6 dS.P)0) S Y prWalps) = Wala, ),

Dali,
WA((S, p) (1), (S, p)(v)) < TWi(p,v), com r <1,

0 que prova a proposicao. ]

Observacao. Poderia ocorrer r = 0 na demonstra¢ao da Proposicio 3.11. Porém, esse € o
caso em que cada contra¢ao S; € constante, e assim Lip(¢ o S;) = 0 para todo i = 1,...,N.
Dessa forma, poderiamos substituir a constante r por qualquer nimero 0 < r' < 1, uma vez
que teriamos Lip(%(b 05;)=0<1.

Observagao. Além de garantir existéncia de uma tnica medida v € M} invariante por
(S,p), conforme queriamos, o Teorema 3.6 garante que uma tal medida € atratora, isto €,

lim; 0o (S, p)' (1) = v (na métrica Wy ) para toda p € M;.

Definigao 3.12. A dnica medida em M3 (S, p)-invariante serd denotada por ||S, p|| .

Na tltima secao deste capitulo explicitaremos a medida ||S, p||. No momento, enunciaremos

como corolario do Teorema 3.2 a seguinte propriedade dessa medida.

Corolario 3.13. Sejam S e p como anteriormente e suponha que S satisfaz S;.m < m para
todoi=1,...,N. Entdo a inica medida em M3 (S, p)-invariante ou € absolutamente continua

ou € singular.

Uma aplicacao de Borel f : IR" — IR" que satisfaz a condicao f,m < m é dita nao
singular. A condi¢ao que S;ym < m para todo i = 1,..., N evita casos extremos, em que
a imagem inversa de um conjunto de medida (de Lebesgue) nula nao tem medida nula, por
exemplo, o caso em que uma das aplicagoes S; é constante. As contragoes lineares satisfazem
trivialmente essa condicao. Mais geralmente, toda contragao localmente injetiva satisfaz essa
condigao.

Demonstragdao do Coroldrio 3.13. Seja v a tinica medida em M1} (S, p)-invariante. Pelo Teo-

rema 1.4, podemos decompor v de maneira tinica como uma soma de medidas
v=u+1vy ondery<K<m e vy Llm. (3.20)

Queremos mostrar que v; = 0 ou v, = 0. Suponha, por absurdo, que v;(IR") = a, com
0 < a < 1. Uma generalizagao do Teorema 3.2 garante a existéncia de uma unica medida
(S, p)-invariante em M (espago das medidas de Borel g em IR" tais que pu(IR") = a e
[ llx = xo|| dp(z) < oo para algum ponto zo € IR™). Pela linearidade de (S, p), tal medida é
exatamente av. Também pela linearidade de (S, p), (S, p)(v) = (S, p)(v1) + (S, p)(v2).
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Afirmacao 1. (S,p)(v1) < m e (S,p)(r2) Lm.

Demonstragao. Seja E boreleano tal que m(FE) = 0. Paracadai=1,..., N, S;um < m implica
que m(S; 1(E)) = 0, e assim (S, p)(v1) < m, pela continuidade absoluta de v;. Agora, pela

finitude de v e vy, temos que

v —(8,p)(11) = (S, p)(v2) — 1. (3.21)

Sejam f =1 —«a e B € B tais que m(B) = 0 e 1p(B) = . Usando (3.21) e a continuidade

absoluta de vy e (S, p)(v1), temos que

(8,0)(r2)(B) = v2(B) = 5,

o que conclui a prova da afirmacao. O

Pela unicidade na decomposicao de v em (3.20), temos que (S, p)(v1) = vy e (S, p)(12) = 12,
e pela unicidade da medida invariante por (S, p) em M¢ e em ./\/lf, temos que v, = av e
ve = Prv. Assim v < m e v L m, o que implica v = 0 (contradi¢dao). Logo, ou v; = 0 ou

vy = 0, e o corolério fica provado. O

3.2 Conjuntos invariantes

Vamos tratar nesta secao de conjuntos invariantes por contragoes. Consideremos
K=K(R") :={K CR": K compacto e K # &}.
Para § = {51, ..., Sy} conjunto de contragoes em IR", nés definimos a aplicagao
N
S:K—K : Kw|JSi(K)
i=1

Definicao 3.14. Um conjunto K € K € dito invariante por S se S(K) = K.

O principal resultado desta secao é o Teorema 3.15, que garante a existéncia de um tnico

conjunto K € K invariante por S.

Teorema 3.15. Dado um conjunto S = {51, ..., Sn} de contracoes em R", existe um tunico

conjunto compacto nao-vazio K C IR" invariante por S.

Para provar o Teorema 3.15 vamos novamente seguir as ideias de Hutchinson em [7]. Assim
como na demonstracao da existéncia de uma uinica medida invariante feita na Se¢ao 3.1, vamos

definir uma métrica dy em KC, mostrar que (K, dy) é um espago métrico completo e que S é
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uma contragao em (K, dy). Para a € R" e B € K, considere d(a, B) a distancia entre o ponto

a e o conjunto B definida como em (3.10). Definimos entao
dy : Kx K —[0,00) : (A,B)w~ sup{d(a,B),d(b,A): a € A,be B}.

Proposicao 3.16. (K,dy) € espago métrico completo.

Demonstragao. Observe inicialmente se A, B € K, entao dy (A, B) < co. De fato, como A e B
sao em particular conjuntos limitados, existem um ponto x € IR" e uma constante R > 0 tais
que |la—z|| < R e ||b—z|| < R para todos os pontos a € A e b € B. Assim, fixado a € A,
temos que ||a — b|| < |la — z||+ ||]x — b]| < 2R para todo b € B, donde segue que d(a, B) < 2R.
Como isto vale para todo a € A, e um argumento analogo pode ser usado para cada ponto
b € B, temos que dy(A, B) < 2R.

Afirmacao 1. dy(A,B) > 0 e se dy(A, B) =0 entdo A = B.

Demonstra¢ao. A primeira parte segue diretamente da definicdo. Suponhamos entao que
A, B € K sao tais que dg(A, B) = 0. Dado a € A, pela defini¢ao de dy, existe uma sequéncia
(b;) tal que b; € B para todo ¢ e (b;) converge para a. Sendo B um conjunto fechado, temos

que a € B e assim A C B. Por um argumento analogo B C A, donde segue o resultado. [

Afirmagao 2. dy(A, B) = dy(B, A) para todos A, B € K.

Segue diretamente da definicao de dp.

Afirmagao 3. dy(A,C) <dy(A, B) 4+ dg(B,C) para todos A, B,C € K.

Dado um ponto a € A, temos que |la — ¢|| < |ja — b|| + ||b — ¢|| para todos os pontos b € B
e ¢ € C, donde, fixando b, temos que d(a,C) < |la — b|| +d(b,C) < ||a — b|| +du(B,C). Como
isso vale para todo b € B, temos que d(a,C) < d(a,B) + dy(B,C) < dy(A, B) + du(B,C).
Novamente, como isso vale para todo a € A e um argumento analogo pode ser usado para cada

ponto ¢ € C, temos o resultado.

Afirmagao 4. (K,dy) é completo.

Demonstragao. Seja (K,,) uma sequéncia de Cauchy em (K, dy) e defina K como o conjunto
dos valores de aderéncia de todas as sequéncias (x,,) possiveis tais que z,, € K,, para todo m.

Vamos mostrar que K € K e lim,,, o K,, = K na métrica dy.

Vejamos que K é nao-vazio e limitado. De fato, escolha m’ € IN tal que dy(K,,, K;) < 1
para todos m,l > m/, e sejam x € IR" e R > 0 tais que ||y — z|| < R para todo y € K,,,. Se
z € K, para algum m > m/, entdo existe y = y(z) € K, tal que ||z —y|| < 1, do contrario
d(z, Kmy) > 1. Entao ||z — z|| < ||z —y||+ ]|y — z|| < 1+ R. Como cada K, é nao vazio, segue

que é possivel obter uma sequéncia limitada (x,,) de pontos em IR", de forma que z,, € K,,
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para todo m. Tal sequéncia possui ao menos um valor de aderéncia, que, por definicao, deve
estar em K. Portanto, K é nao-vazio. Além disso, se w € K entao existem um indice m,,, o
qual podemos supor maior que m’, e um ponto ¥, € K, tais que ||w — ym,, || < 1. Entdo

|lw—z|| < ||w—=Ymy || + [|Um., — 2| <2+ R, donde segue que K ¢ limitado.

Vejamos agora que K é fechado. De fato, dado y € cl K, seja (y;) uma sequéncia em K tal
que (y;) converge para y. Para cada i escolhamos um indice m; e um ponto z; € K,,, de forma
que ||lx; — yil| < %, e que os indices m; sejam crescentes em i. Entao (z;) converge para y, pois
dado € > 0 basta escolher iy de forma que % < $ e |ly—uwill < § para todo i > iy, e assim
teremos ||x; — y|| < ||z — wil| + |lys — y|| < € para todo i > is. Como (x;) é subsequéncia de

alguma sequéncia (x,,) tal que x,, € K, para todo m, segue, da defini¢ao de K, que y € K.

Finalmente, vejamos que (K,,) converge para K na métrica dy. Com efeito, dado € > 0,
escolha M € IN de forma que

dy (K, K)) < % para todos m,l > M.

Se m > M, temos

Fixado z € K, existem mg > M e ,, € Ky, tais que ||z, — 2| < 5.
) > £), donde segue que

que existe x,, € Ky, tal que ||z, — Zp, || < 5 (do contrério d(zm,, K,

|2 = @] < |2 = 2o || + [[#my — 2wl <€, e portanto
d(xz,K,,) < € paratodom > M e para todo z € K. (3.22)

Fixemos agora m; > M e z,,, € K,,,. Escolhamos My > M; := M de tal maneira que
dp(Km, K;) < § para todos m,l > My, e consideremos my > max {my, Mz} e Ty, € Kp,
tais que || T, — Tm, || < § (é possivel escolher porque M; > M). Supondo obtidos um indice
m; > max {m;_1, M;}, onde M; é tal que dy (K, K;) < 5 para todos m,l > M;, e um ponto
T, € Ky, tal que me — $mi_1H < =1, seja My > M; tal que dy (K, K;) < 5%t para todos
<5 A

sequéncia (x,,,), construida indutivamente, é uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado v > 0,

m,l > M1, e sejam m;yq > max {m;, M1} € &y, € Ky, tais que mei“ — Ty,

como a série Y, 5% converge, é possivel escolher 4y de forma que Y %, 5% < 7. Assim,

se j >k > ig entdo ||z, — am, || < Zizkﬂ |Zm, — Tm, || < >, g < - Sendo ()
sequéncia de Cauchy, existe z € IR" tal que (z,,,) converge para z. Por definigao, z € K, e além
disso, tomando I € N tal que ||z, — || < §, temos que ||z, — || < ||Tm, — Zm, [|[+]|Zm, — 2]

e assim, ||z, —z| < (35, 757) + § =€ Logo,

d(zm,, K) <€ paratodo x,, € K,,, e paratodom; > M.

Juntando esse tltimo fato com (3.22), temos que dy(K,,, K) < € para todo m > M, donde
segue que (K,,) converge para K, o que prova a tltima afirmagao e conclui a prova da pro-

posicao. ]

]
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Proposicao 3.17. A aplicagio S € uma contragio em (K, dy).

Demonstracao. Para cada i =1,..., N, seja r; := Lip 5;.

Afirmacao 1. Se A, B € K entio dy(S(A),S(B)) < max dg(S;(A),S;(B)).

i<i<N

Demonstra¢ao. Com efeito, para cada xz € S(A), seja iy € {1, ..., N} tal que = € S5;,(A). Entao
por defini¢ao, d(z,S(B)) < d(z,S;,(B)) < du(Si,(A), Si(B)) < max;<;<n dy(S;(A), Si(B)).
Como isso vale para todo x € S(A) e um argumento andlogo pode ser usado para y € S(B),

a afirmacao esta provada. O]

Afirmacao 2. max di(Si(A), S;(B)) < max r;dg(A, B).

<N 1<i<N

Demonstracao. De fato, fixadosi € {1,..., N} ex = S;(a) € S;(A) temos, para caday € S;(B),
que ||z —y|| < r;lla— 10|, para todo b € B tal que S;(b) = y. Assim, d(z, S;(B)) < rd(a, B),
donde segue que d(z, S;(B)) < r;dy(A, B) < max;<;<n 7:dy(A, B). Novamente, como isso vale
para todo x € S;(A) e um argumento analogo pode ser usado para cada y € S;(B), segue que
dp(S;(A), Si(B)) < max;<;<ny r;dg(A, B), e como isto vale para todo i = 1, ..., N, a afirmacao

esta provada. O

Juntando as duas afirmagoes, temos que
dp(S8(A),S(B)) < max r;dy(A, B),
i<i<N
e como max;<;<y 1; < 1, concluimos a prova da proposicao. O

Defini¢ao 3.18. Denotaremos por |S| o unico conjunto compacto nao-vazio invariante por S.

Vamos agora explicitar o conjunto |S|. Para simplificar as notagoes, escrevamos K := |S|,
Ki:=Si(K),eparacadap e N, S; ; :=5;,0..08 e K; i =5 4 (K).

Proposicao 3.19. K € o fecho do conjunto dos pontos fixos de todas as contragoes da forma
Si.ip, onde 1 <i; < N ep e IN.

Demonstracao. Vamos fazer a prova em etapas.

N
Afirmagao 1. K, ;, = U Ky . iyipe para todo p € IN.

tp+1=1

Demonstragao. Pela definicao de K, temos K, ;, = Sz-l__ip(UN Si . (K)), e assim

ipt1=1 ipt1

N N
Kil...ip: U Si1...ipOSip+1(K): U Kil...ipipﬂ-

ip+1=1 ip+1=1
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Afirmagao 2. K D K;; D ... D Ky.5, D ... e ﬂ;il K, .., € um conjunto unitario, cujo

unico elemento serd denotado por k;, . K ¢ a uniao desses conjuntos unitdrios.

Demonstracao. O primeiro fato dessa afirmacao segue diretamente da definicao de K e da
Afirmacao 1. Para ver o segundo fato, fixe p € IN e denote por r; := Lip S; e respectivamente

r;; = Lip S;;. Para todos x,y € K temos que

P
1S (@) = St )] < Fiveers, 2 — 9] < (max {n}) =l

1<i<N

e assim

1500, (@) — Si_s ()] < ( nax {ri})p diam K.

1<i<N

onde diam K :=sup{|ja — b|| : a,b € K}. Como isso vale para todos z,y € K segue que

p
diam K, ;, < (max {n}) diam K, (3.23)

1<i<N

e como K ¢é limitado e max;<;<y {r;} < 1, temos que

lim diam K; =0.

1.2
p—00 P

Juntando isso com a primeira parte da afirmacao e com o fato dos conjuntos Kj,. ;, serem
compactos, concluimos que a intersec¢ao (-, K;,.; € composta por um unico elemento. Por
) p=1 *}i1...0p .
fim, vamos mostrar que K ¢é uniao desses conjuntos unitarios. Pelo que ja foi provado nessa
€ K. Por
outro lado, dado z € K, temos, por defini¢do, que existe 7; € {1,..., N} tal que z € Kj,.

afirmacao, fica claro que para qualquer sequéncia (iy, ..., %, ...) temos que k;, ;..

Supondo obtido i, tal que x € K; temos, pela Afirmagao 1, que existe i,41 € {1, ..., N} tal

1.-.0p)

que z € K; Assim, por inducao, podemos obter uma sequéncia (i1, ..., i, ...) de forma

]

Leipipt1

que = € K; para todo p € IN, donde segue que = € ﬂ;il K;

1...0p 1...0p "

Aﬁrmagéo 3 Sj1...jq(Ki1...ip) = Kj1---jqi1...ip e Sj1---jq (kuzp) = k:j1...jqi1...ip...'

Demonstracao. Basta provar o segundo fato. Note que Sjlqu(kiln_ip__) € ﬂ;il Sjl_,_jq(Kil._ip),
donde segue, do primeiro fato, que Sj, _;, (Ki,..i,..) € ﬂ;il Kj . jgi..i,- Pela Afirmacao 2, essa

interseccao ¢ composta de um tnico elemento, que denotamos por k; O

LeeGqitesdpen.t

Afirmagao 4. ki, _i,i,..i,... = Siy..i,, 0 Unico ponto fizo da contragao S;,. ., (em particular
Siy.ip € K) e ki, ...i,

= limy, 0 8i,..4, (em particular esse limite existe).

Demonstragdo. Pela Afirmacao 3, S, i, (Kiy.ipir..ip..) = Kiy.ipir..ip..., de forma que a unicidade
do ponto fixo da contracao S;,.;, nos dd o primeiro fato. Além disso, como s;, ,;, € K,

temos que s;,.., = Sil_,,ip(silmip) € K; para todo p, donde segue, da Afirmacao 2, que

1-0p

kil...ip... = limy, Sy i - O
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Uma vez provadas as quatro afirmagcoes, suponha que o ponto x é limite de uma sequéncia
(sm) de pontos fixos de contragoes da forma S;, ;. Pela Afirmacao 4, s,, € K para todo m e
como K é fechado temos que x € K. Como a outra inclusao segue diretamente das Afirmacoes

2 e 4, a proposicao esta provada. O

Observagao. Observe que na demonstracio da Proposicao 3.19, nao utilizamos o fato do
conjunto |S| ser dnico, de forma que essa caracterizagdao de |S| é uma outra maneira de provar

a unicidade do conjunto compacto nao-vazio invariante por S.

3.3 Relacao entre a medida e o conjunto invariante

Vamos agora explicitar a medida invariante [|(S, p)||. Ao fazermos isso, estaremos relacio-

nando ||S, p|| com o conjunto invariante |S|.

Seja Xf o espaco das sequéncias em N elementos, isto é, ¥ = {1,...,N}IN, munido
da topologia produto induzida pela topologia discreta em cada fator {1,..., N}. Uma base

enumeravel de abertos para essa topologia é a colecao de todos os conjuntos da forma

Ciriy ={(&1,&,..) EXF: & =i1,.., & =i}, (3.24)

onde i; € {1,..., N} e p € IN. Tais conjuntos sao chamados de cilindros. Seja agora T a medida
de Bernoulli em Y%, que nada mais ¢ do que a medida produto induzida pela medida (i) = p;
em cada fator {1,..., N}. A medida 7 ¢é obtida da seguinte maneira. Para um cilindro C;, ; ,

nos definimos

p
7(Ciy.ip) = Hpi]..
j=1

A classe de todos os cilindros em ¥}, é uma semi-algebra (algumas vezes chamada também de
classe elementar) nesse espago. A colegdo A formada por todas as unides finitas de cilindros
disjuntos forma uma &lgebra em X3, Assim, se A € A, nés podemos definir, de forma natural,
7(A) como a soma das imagens por 7 de cada um dos cilindros disjuntos cuja uniao é igual a
A. Essa fungao de conjuntos definida na algebra 4 pode ser estendida a uma medida, a qual
indicaremos também por 7, na o-algebra gerada por A (para mais detalhes ver [21]). Observe
que o fato da colecao de todos os cilindros formar uma base enumeravel de abertos para a topo-
logia produto em Y7, faz com que todos os boreleanos sejam 7-mensurdveis. Consideraremos

entdo a restricio de 7 aos boreleanos de ¥}

Usando a mesma notacao da demonstragao da Proposicao 3.19, vamos associar, de forma

natural, uma sequéncia em Y3, com um elemento em |S|, definindo a aplicagao

T35 =2 RY 0 (i1, ey, ) 2 K (3.25)

i1.dp..
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Lema 3.20. A aplicacdo m € continua.

Demonstragdo. Seja A um subconjunto aberto de IR™ e suponha que 7 '(A) # @. Dado
& = (i1, 49, ...) € m1(A), seja € > 0 tal que U(n(£),¢e) C A. Por (3.23), nés podemos escolher
po € IN tal que diam K; < €. Assim, se n € C;
m(n) € Ky, ..i,,, € assim 7(n) € A. Logo, C,..;,, C 7 '(A), donde segue que 7' (A) é aberto e

temos que ||7(n) — w(&)|| < €, pois

1--Ipg 1---ipg?

7 € continua. O
Proposigao 3.21. a) ||S, p|| = 7.7, onde m.7(E) = 7(7~(E)) para todo E € B.

b) supp (||S,pll) C |S], e os dois conjuntos sao iguais se, e somente se, p; # 0 para todo
i—1, ..N.

Observacgao. Observe que a continuidade da aplicacio m junto com o fato de T ser uma
probabilidade de Borel em X3, nos dd que m.7 € M?. E’possz”vel mostrar que de fato .7 € M;.
Demonstra¢ao da Proposi¢cao 3.21. a) Vamos mostrar que 7,7 é (S, p)-invariante. Da unici-
dade, seguird a igualdade. Para cada ¢ € {1,..., N}, consideremos o operador

g; . EE—)Z; : (7;1,2'2,...) — (i,il,ig,...).

Afirmacgao 1. S;om =moo;.

Demonstracao. Segue diretamente da Afirmagao 3 da demonstracao da Proposi¢ao 3.19. [

Afirmagao 2. 7 ¢ ({04,...,0n5}, p)-invariante.*

Demonstracao. Para A € Bzﬁ’ temos

T(A) =) 7(A), (3.26)

i=1
onde A; = C; N A = {(iy,12,...) € A: iy =i}. Como 7 é medida produto, temos que
T(AZ) = pﬂ'({(il,ig, ) S EJ_‘\—[ (i,il,?:27 ) S AZ})7
donde segue que
T(A4;) = pn({(il,iQ, ) €550 (iydy,09,...) € A}),
e portanto

7(4A;) = pit(0;1(A)) paratodoi=1,...,N.

2

Por (3.26),

(A) =Y piro (4).

1{o1,...,on}, p) definida pela mesma lei da defini¢io de (S, p) em (3.2).
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Note agora que para cada E € Bgn, vale que

D_piSi(mr)(B) = 3 _pimr (ST sz < sz (S;0m)H(E),

donde segue, da Afirmacao 1, que

N N

S iSi(mr)(B) = 3 pir(o7 (rHE)) = 3 prosr (v (E)),

=1 =1

e portanto
N N
> piSu(mT)(E) =Y pimi(0ur)(E
i=1 i=1

Dali, vem que
(S, p)(meT Zpﬂ* OisT). (3.27)

Além disso, para todo £ € Bgrn,

ZPW*(@'*T)(E) = (Z PiUz‘*T) (77N (E)) = m. (Z PiUz’*T> (E),

o0 que junto com (3.27) e com a Afirmagao 2 nos da
(S.p)(77) = 7o

Isso conclui a prova da parte a).

b) Como 7~ H(IR™\ |S]) = @, temos que 7(7~1(IR"\ |S|)) = 0, e assim ||S, p|| (R"\ |S|) =0
pela parte a). Como além disso IR" \ |S| é um conjunto aberto, fica provada a primeira parte

do resultado em b).

Suponhamos agora que p; # 0 para todo i = 1,..., N. Seja x € |S| e V um subconjunto
aberto de IR™ tal que € V. Entao 7 *(z) C 7 !(V), conjunto ndo-vazio e aberto em 73
pelo Lema 3.20. Assim, podemos escolher um cilindro Cj,_;, em E} tal que Cj, 4, C T V).
Como p; # 0 para todo ¢ = 1,..., N, temos que 7(C;, ;) > 0, e assim 7(7~*(V')) > 0, donde

segue que ||S, p|| (V') > 0, o que conclui a prova da proposicao. H



Capitulo 4

Continuidade Absoluta da Convolucao

de Bernoulli

Neste capitulo vamos estudar a convolucao infinita de Bernoulli, uma medida invariante
por um sistema de contracoes lineares em IR. Vamos provar sua continuidade absoluta para

um determinado conjunto de parametros.

4.1 Resultado de Solomyak

Fixado A € (0,1), consideremos a série aleatéria

Y)\ = io ﬂ:)\n,
1

onde os sinais + e — sao escolhidos de forma independente com probabilidade ;. Seja vy a

distribuicao de Y),, isto é, para cada subconjunto £ C R,
v (E) := Prob{Y, € E}.

A medida vy, é chamada convolugdo infinita de Bernoulli (na se¢ao 4.2 vamos falar sobre con-
volugoes com mais detalhes). Ela vem sendo estudada desde a década de 1930 e suas aplicagoes
em sistemas dinamicos e em estimativas para dimensoes de Hausdorff tém sido verificadas por
diversos autores (ver por exemplo [3]). O problema de verificar sua continuidade absoluta
chamou a atencao de muitos matematicos ao longo do século XX, conforme relataremos bre-

vemente a seguir. Todas as referéncias citadas podem ser encontradas em [14].

A medida v, pode ser vista de outra maneira, que nao a apresentada acima. Ela é a medida
invariante pelo sistema de contracoes que descreveremos a seguir. Sejam Sy e S, contragoes em
IR dadas por Si(z) =14 Az e Sy(x) = —1+ Az, e seja S = {51, S2}. Seja ainda p = {p1, p2},
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com p; = % para i = 1,2. Segue diretamente da definigdo, que v, é invariante por (S, p). Pelo
Teorema 3.2, vy ¢ a tinica medida em M1 com essa caracteristica e pelo Coroldrio 3.13, ou vy, é
absolutamente continua ou v, é singular. Esse tltimo fato foi observado ja em 1935 por Jessen-
Wintner. Também em 1935, Kershner-Wintner verificaram que para o caso em que \ < %, Uy €
singular, e a justificativa é simples. Pela Proposicao 3.21, o suporte K, da medida v, é o tinico
conjunto compacto nao-vazio que satisfaz Ky = 351(K,) + 352(K,). Como um conjunto do
tipo Cantor com medida de Lebesgue zero verifica essa condigao, segue que vy, é singular. Ainda
em 1935, Wintner mostrou que para A = %, a medida v, tem uma distribui¢ao uniforme em seu
suporte, o intervalo [—2, 2], e é absolutamente continua para A = 2%, com k € IN. Para o caso
A > £, novamente utilizando a Proposi¢ao 3.21, notamos que o intervalo [—(1—A)~%, (1+X) 7]
é o suporte da medida v,. Isso nos intui a pensar que v, talvez seja absolutamente continua
para todo \ € (%, 1). Porém, ja em 1939, Erdos mostrou que v, é singular quando A é o
reciproco de um numero PV (Pisot-Vijayaraghavan), por exemplo A = %‘?’ (ver [14] para
mais detalhes). Em 1962, Garsia obteve exemplos de outros nimeros algébricos entre % el,
que nao os da forma 2%, para os quais v, é absolutamente continua. No mesmo artigo em
que obteve tais nimeros, Garsia conjecturou que v, seria absolutamente continua para quase
todo A € (3,1) (para mais detalhes ver [14]). Essa conjectura foi confirmada apenas em 1995
por Solomyak [19]. O principal resultado deste capitulo é exatamente esse fato, enunciado no

teorema a seguir.

Teorema 4.1. A convolucao infinita de Bernoulli € absolutamente continua para quase todo

parametro A € (%, 1).

Apesar desse resultado ser bem forte, ainda nao ha uma caracterizagao mais especifica para

os parametros A entre % e 1 que fazem de vy, uma medida absolutamente continua.

Conforme mencionado acima, a prova do Teorema 4.1 é creditada a Solomyak. Aqui, porém,
seguiremos uma demonstra¢ao mais simplificada feita por Peres-Solomyak [14], onde métodos
de transformada de Fourier utilizados em [19] sao substituidos por métodos de diferenciacao

de medidas, ja introduzidos na Sec¢ao 2.1.

4.2 Convolucoes

Vamos nesta secao falar brevemente sobre convolucoes de medidas. Nosso principal objetivo
¢é provar a Proposicao 4.3, donde seguird o Corolario 4.4, fundamental na demonstracao do
Teorema 4.1. Em muitos momentos citaremos resultados que estao provados em [8]. Estaremos

sempre considerando o espaco euclidiano IR.

Dadas ji1, 1o medidas em M?, definimos a convolucio de py e ps como a medida juq * fio
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dada por
p % po(E) = /M(E —x)dus(z) para todo E € B,

onde £ —z = {y—xz:y € F}. A existéncia da integral na definicao de p; * uy pode ser
verificada em [8, 2] e o fato que py * 1o é uma medida de Borel segue do Teorema 1.2. Como

por definicao ji; * pp é uma probabilidade, segue que p; * iy € M1

Agora, para cada medida ;. € M! definimos a sua transformada de Fourier como a funcao
I'v: R=C : y—=TI,(y := /ei’”ydu(x).

Essa correspondéncia entre o espaco M! e o espaco das transformadas de Fourier das medidas
em M! é injetiva, isto é, I, = ', implica u = v. Além disso, se (i,) é uma sequéncia em M!*

e i € M! sdo tais que

n—oo

lim [ odu, = /(pdu para todag € Cy(IR), (4.1)

entdao (I',,) converge uniformemente para I', em cada intervalo fechado da forma [—a,al,
a € IR, e reciprocamente, se uma sequéncia de fungoes I',,, converge uniformemente em cada
intervalo [—a, a], entao a fungao limite ¢ a transformada de Fourier de alguma medida p € M?!,
e (4.1) se verifica para toda ¢ € Cy(IR) (para mais detalhes, ver [8, 3]). Com respeito a acao
da transformada Fourier sobre a convolugao de duas medidas, vale a regra multiplicativa,

isto ¢, I' ., = I',I',. Dessas consideragoes, seguem a comutatividade e a associatividade da

convolugao, isto &, i1 * iy = fig * (11 € (k1 * f1g) * p3 = pi1 * (2 * p13) para todas i, po, piz € M.
Lema 4.2. Suponha que j1 e po sio medidas em MY e que puy € absolutamente continua.

Entao py * po € absolutamente continua.

Demonstracao. Como a medida uy € finita e absolutamente continua, podemos usar o Teorema
1.4, que garante a existéncia de uma funcao f Lebesgue integravel tal que para todo F € B,

vale que 11 (E) = [, f dm. Assim, para todo E € B tal que m(E) = 0, temos

p x po(E) = / < E_mfdm) dpa().

Como a medida de Lebesgue é invariante por translagoes, temos que m(E — z) = 0 para todo

x € IR, o que implica fE_x fdm =0 e portanto u; * pus(E) = 0. O]

Vamos agora provar um resultado que junto com o Corolario 4.4 simplificara bastante a
demonstracao do Teorema 4.1.

Proposicao 4.3. A medida vy pode ser escrita como a convolugao vy = vy2 x u, para alguma
medida . € M.
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Antes de provar a Proposicao 4.3, vamos enunciar o seguinte fato, que é consequéncia

imediata do Lema 4.2 e da Proposicao 4.3.

Corolario 4.4. Se vy2 € absolutamente continua entao vy também o €.

Demonstracao da Proposicao 4.3. Para cada n € INg, seja
1 1
/,Ln . ,P(]R,> % I:O7 1] . E H 55_An + 55)\n7

onde §, denota a medida de Dirac no ponto x. Como pg e p; sao medidas em M*, podemos
considerar a convolugao fi; := g * p; € M?, e como p, € M! para todo n > 2, podemos

considerar, para cada n > 2, a convolucao fi, = fin_1 * fin = [o * ... * iy, € M. Definamos

~

Ho = Ho-

Afirmacao 1. Para todo E C IR e para todo n € Ny, 1i,(F) se E contém h dos 27!

pontos £X0 £ ... £ \".

- on+1 ’

Demonstrag¢ao. Para n = 0 a afirmagao segue diretamente da definicao de py. Suponha que
ela seja valida paran — 1, n € IN. Dado E C IR, temos que

fn(E) = sup {/S(m) dpt,(x): S simples e 0 < S(x) < i1 (F — a:)} ,
donde segue que
N 1 1 . ~
tn(E) = sup {55()\") + 55(—)\"): S simples e 0 < S(x) < 1 (E — $)} :

e portanto
1

~ ~ n 1 -~ n

Fn(E) = Slin—1(E = X") + SHu-1 (B +X%). (4.2)
Supondo que E contém h pontos da forma +14+... £ \""1 £ A", temos que E contém h; pontos
da forma +1 4 .... £ \""! + X" e hy pontos da forma +1 £ .... £ \»~' — A", com hy + hy = h.
Agora, E contém h; dos 2" pontos £1 4 ... £ \»71 + \" se, e somente se, E — \" contém h,
dos 2" pontos £1 4 .... £ \»"! e uma relagao andloga vale para E + \". Assim, segue de (4.2)

e da hipotese de inducao que

o U\ 1 (h\ ok
“”(E>_§(27)+§(2_n)_2n+1'

]

Como Y ((A")? = > (A" < oo, segue, de [8, Theorem 11], que existe uma medida

1 € M para a qual (4.1) se verifica com i, no lugar de y, e fi no lugar de u, e além disso a
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convergéncia é absoluta, isto é, a convergéncia se mantém qualquer que seja o reordenamento

dos indices n. Pela Afirmacao 1, para todo £ C IR e para todo n € IN, vale que

k=0

fin(E) = Prob {Xn: +\F ¢ E} , (4.3)

onde cada sinal tem probabilidade %, donde segue que i = vy, pela unicidade do limite no
sentido de (4.1) (ver [8, 2]). Pela comutatividade da convolugao e pela convergéncia absoluta

de i, podemos escrever
VA:JLIEO(MO*MQ*M*...*Mk*ul*gg*...*um), (4.4)

onde k = k(n) é o maior inteiro par que nao supera n, e m = m(n) o maior inteiro impar que nao
supera n. Como Y ((A)? < oo, segue, do mesmo argumento anterior, que (jig * fia * ... * fizg)
converge no sentido de (4.1) e a convergéncia é absoluta. Agora, pela definicao de 27, podemos

concluir, como em (4.3), que

k
o * 2 * ... % top(E) = Prob {Z(:I:)\Q)j € E} ,
j=0
donde segue que vy2 é o limite de (pg * fo * ... % fox) no sentido de (4.1), novamente pela
unicidade do mesmo. De modo analogo, (f1 * i3 * ... % f19;11) converge para alguma medida
p € M no sentido de (4.1). Pelas consideragoes feitas no inicio dessa se¢ao e por (4.4), temos
que Ty upon. spprpa g i converge uniformemente para I'), em cada intervalo fechado [—a, a].
Por outro lado, a agao multiplicativa da transformada de Fourier sobre uma convolucao nos
da que I ygupos. pugpunspise.. xp CONVErge para I'y 5., Pela unicidade do limite de fungoes e pela
correspondéncia injetiva entre M?! e o espaco das transformadas de Fourier das medidas em

M, segue que vy = vy2 * [i. O

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1

Vamos agora provar o Teorema 4.1. Devido a extensao da demonstragao, vamos dividi-la

em varios lemas.

Demonstracao do Teorema 4.1. Pelo Teorema 2.1, para provar a continuidade absoluta de vy,

basta mostrar que D(vy,x) < 0o, para vy-quase todo ponto z € R.

Lema 4.5. Seja I um intervalo em R. Se [, [ D(v, x) dva(z)d\ < oo, entdo para Lebesgue

quase todo parametro X € I, vale que D(vy,x) < oo para vy-quase todo ponto x € R.
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Demonstracao. Seja S = f[ fR D(vy,x) dvy(z)d\ e suponha, por absurdo, que existe um
conjunto B C I tal que m(B) > 0 e tal que para cada A € B existe Ay C R, com vy(A4,) >0
e D(vy,x) = oo para todo = € Ay. Como D(vy,x) > 0 para todo A € I e para todo = € R,

S > /B /R D(vy, ) dvy(z)d\. (4.5)

Agora, para cada \ € B,
/Q(V,\, x)dvy(x) > D(vy,x)dvy(z) > nvy(Ay) paratodon € IN,
R

e como vy (A,) > 0,
Dai, segue que

e como m(B) > 0,

//D Uy,T dl/)\ )d/\

o que implica S = oo por (4.5) (contradi¢ao). ]

Daqui em diante sempre indicaremos por S a integral dupla [, [ D(va, x) dvy(x)dX. Pelo

Lema de Fatou e pela definicao da derivada inferior, temos que

Sg/(liminf/mdu\(m)) d)\gliminf//wdw\(x)d)\,
I r—0t R 27’ r—0+ I JR 2T

e como nao estamos integrando em relacao a r,

S<hm1nf—//y,\ (x,7)) dvs(z)dA. (4.6)

r—0+t

Essa ultima desigualdade junto com o Lema 4.5, nos diz que para provar o Teorema 4.1, basta

mostrar que liminf, o+ o f(l N Jo va(B(x, 1)) dvy(x)dA é finito.
27

Consideremos entao o espaco das sequéncias em dois elementos com indices inteiros nao
negativos. Por abuso de notacdo, indicaremos tal espaco também por ¥ (na Secdo 3.3
haviamos indicado com essa notacao o espaco das sequéncias em dois elementos com indices
inteiros positivos). Por conveniéncia, vamos considerar sequéncias nos digitos —1 e 1, isto é,
i = {—1,1}"°. Munimos entdo ¥ com a topologia produto, j4 discutida na Secdo 3.3, e
consideramos 7 a medida produto em 3, induzida pela medida que d4 probabilidade % para

cada digito no espago {—1,1} (como na Secao 3.3). Para cada A € I, definimos o mapa

My 2R = (86 ) HZ&W
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A aplicacao 7, coincide com a aplicagao 7 definida em (3.25). Pelo Lema 3.20, m\ é uma

aplicagao continua.

Para 1, € X3, escrevamos ¢, ¢(A) := m\(n) — mx(§). Com essa notagao temos o seguinte

lema.

Lema 4.6. Para cada intervalo I C IR,

limmf— // vn(B(z,r))dvy(x)d\ = hmlnf— m{X € I: |ppe(N)| < r}d(TxT)(n,§).

r—0t r—0+ Z+ x E+

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.21, m,,7 = v, donde segue que

/IRVA(B( ) dva(z // Licess: jme)—ai<ry 4T(E)dva(2).

Usando Teorema 1.5, temos que

/IRV,\(B< )) dvy(x /y/ Lizer: |my (&) —a|<r} AV (2)dT(E),

| B an@ = [ nBEmeE.n) ae. (4.7

Mais uma vez usando que vy = 7,7, temos que

i (B(ma(§),7)) = /E+ Linesst: om0y 47 (0),

2

o que junto com (4.7) e com o Teorema 1.5 nos da

hmmf—//w (x,7)) dva(z)d\
r—0t
B hrrgégf— //2+ /2+ Tiness : 6, c00<ny A7 (M)AT(E)dA

= 1lm1nf_//2+ " {(8)eST x5F : |6 (V)| <r} d(r x 7)(n,€) dA
X

r—0+

= lim inf 1 m{X € I: |ppe(N)| <71} d(r xT1)(n,E).

r—0+t 2T E;r x E;

]

Fixados 7,§ € 37, temos que ¢,¢(A) = > 7 (n, — &)A™, pela convergéncia da série

Yo o A" Dado r > 0, vamos estimar

m{A e l:|¢ge(N)] <7r}). (4.8)
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Se n # &, considere
q:=q(n,§) =min{n: g, # &} (4.9)

O numero ¢ pode ser associado a distancia entre as sequéncias 7 e £. Isso porque podemos

definir uma métrica em X3 colocando
0, sen=4¢
dn,&) =4 .
500 sen# & eq=min{n: n, # &}

Denotemos por ¢ o operador deslocamento

o Z; — Z; : (60,61, ) — (51752, )

Entao, se n # € e ¢ é como em (4.9), definimos

b= b(n7§> = (b07b17 ) = (O-q(n> - O.q(g)) = (% (nq - 5‘])’ (UQ-H - §Q+1)7 )

N | —
N —

ap:I =R : g\):= anx\”.
n=0

Observe que a série que define g, converge se |\| < 1, que é o caso que estamos considerando.
Para n # &, temos que

bre(N) = 2X7g,(A). (4.10)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que b = (1,b1,bs,...) em (4.10). Por definicao,
a sequéncia b ¢ dessa forma apenas quando 1, — §, = 2, mas como nossa intencao ¢ estimar
um conjunto definido a partir de |¢,¢| (ver (4.8)), quando 7, — §, = —2, podemos escrever
Ppe(A) = —2X9g5(N), de forma que |¢,, ¢| ndo se alterara eb=(1,—by, —bs, ...) seré como acima.

Denotaremos por JF; a familia de todas as fungoes g, da forma
@:I—R gb()\):1+2bn)\", com b= (1,by,bs,...) eb, € {—1,0,1}.  (4.11)
n=1

A fim de estimar o integrando m({\ € I : |¢,¢(N)|} < r), introduziremos a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.7. Sejam f uma funcao definida em um intervalo J e § uma constante positiva.
Dizemos que f € d-transversal ou que f satisfaz a condi¢ao de d-transversalidade em J se
f'(x) < —0 sempre que x € J e f(x) < 6. Dizemos que uma familia de funcées definidas em
J € d-transversal ou satisfaz a condi¢ao de d-transversalidade em J se toda funcao da familia

é d-transversal.

Vamos agora fixar um intervalo I := [\, A\1] C (%, 1) e assumir que a familia F; satisfaz
a condicao de d-transversalidade em I para algum 6 > 0. Os extremos do intervalo I e a

constante ¢ serao especificados depois.
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Lema 4.8. Assuma que F, satisfaz a condi¢do de d-transversalidade em I. Entdo para toda

gy € F1 e para todo mimero real v > 0 vale que m({\ € I : |gy(\)| < 7}) < 2L

Demonstracao. Fixe v > 0e g, € F;. Como I C (%, 1), o lema é imediato para o caso vy > g.
Suponha entdo 7 < 2 e considere A = A(v,g) := {A € I: |g(N\)] <~} Se A = 2, o lema
também ¢é imediato. Se A # & entao A é um intervalo fechado. De fato, nesse caso, como
I é um intervalo fechado e g, é continua, temos que 3y := min A e y; := max A estao em
A, e pela condicao de d-transversalidade, temos que g, é decrescente em A, donde segue que
a(yo) > gp(A) > gp(y1) para todo A € [yo, 11|, e portanto A é um intervalo fechado. Assim,

também pela condicao de J-transversalidade, temos que

0 (41) — 9o(0) = / " ) AN < =5 — o),

Yo
€ CcoImno gb<y0) - gb(yl) < 27, vale que

2y
— < —
yl yO —_ 5 )

concluindo a demonstragao do lema. O

Vamos agora concluir a prova do Teorema 2.1. Para todo 7 > 0 e para todo A € [Ag, \1], a

_r_

equagao (4.10) nos dé que se [, ¢(A)| < entao |gy(\)| < 557,
0

donde segue que

(e ls ol <rhc {Ae T bl < 55 -

Usando a monotonicidade da medida de Lebesgue e o Lema 4.8, temos que

’
m({A € It |one(N) < 7}) < 355
0
Isso, junto com a defini¢ao de ¢ em (4.9), nos da que
1
lim inf — m({X €l |ppe(N)] <r})d(r x1)(n,§)

r—0t 27" E; X Z;r

.1 r
< llTII_1>(1)I+1f > /zszj )\g("f)(sd(T x 7)(n,§)

(4.12)
! L (e x )(n.)

2 s« )\g("’g)
=1 1
DY Z A 2471
q=0
Como A\g > %, temos que ﬁ < 1, donde segue que

lim inf 1 m({Xe€l:|ppe(N)] <r})d(r x1)(n,§) < occ.

r—0+ 2T E2+ % E;

Juntando essa tltima conclusao com o Lema 4.5, a desigualdade em (4.6) e o Lema 4.6, temos,

pelo Teorema 2.1, que a medida v, é absolutamente continua em 1. O
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4.4 Garantindo a )-transversalidade

Vamos agora discutir sobre a condicao de d-transversalidade definida na Secao 4.3 (ver
Defini¢ao 4.7) e assumida para a familia F; em um determinado intervalo /. Vamos obter
tal intervalo e a constante 6 = 0(I) onde F; é d-transversal. Antes disso, faremos alguns

comentarios sobre o significado dessa condicgao.

Geometricamente, o fato da familia F; ser d-transversal em [ para algum § > 0 faz com
que, nesse intervalo, o grafico de cada funcao g, € F; cruze transversalmente, com inclinagao
no maximo —d, toda linha horizontal abaixo da linha horizontal de altura § que ele encontra.
Assim, além de ser decrescente no intervalo formado pelos pontos A € I tais que |gy(\)| < 6,
caso ele seja nao-vazio, o grafico de g, nesse mesmo intervalo fica abaixo de uma determinada
reta de inclinacao —d que o tangencia no ponto correspondente ao infimo do intervalo. Isso
nos permitiu majorar o comprimento de todos os conjuntos da forma A(7,g,) definidos no
Lema 4.8, para 7 constante positiva. A cota superior para a medida de tais conjuntos foi
fundamental na prova que liminf, o+ o fz§x2; mA{XN €I :|ppe(N)] <r}d(r x1)(n,§) < oo,

e assim, na prova do Teorema 4.1.

Fixemos agora um intervalo I e uma constante positiva 6. Observe que se uma funcao
g» € JF1 tem uma raiz dupla em algum ponto = € I, entao ela nao é d-transversal em I, e assim
JF1 nao satisfaz a condicao de d-transversalidade nesse intervalo. De fato, como Z é raiz dupla
de gy, podemos escrever g,(z) = (x — Z)?¢(x), com ¢ € C*((—1,1)). Assim, g;(z) = 0, o que

prova nosso comentario.

Em suas notas de aula, Pollicott [15] repete a demonstragao do Teorema 4.1 feita por Peres-
Solomyak [14] e faz comentdrios sobre a condigao de d-transversalidade, que é definida por ele

de maneira semelhante. Considerando
y :=inf {x > 0: 3¢, € F; com gy(x) = g,(z) =0},

ele afirma que dado € > 0 existe 0 = J(¢) tal que a familia F; é d-transversal em [0,y — ¢).

Ele também afirma que y > (%)g, o que nos da, em particular, que a J-transversalidade pode

ser garantida em [(0, (%)§] (para mais detalhes, ver [15, 7]). Aqui, vamos mostrar diretamente
que a condicao de d-transversalidade é satisfeita por F; em [0, (%)3]

O resultado a seguir, consequéncia imediata do Corolario 4.4, nos diz que basta garantir a

d-transversalidade da familia 7 em [0, (3)2].

Lema 4.9. Se v, ¢ absolutamente continua para quase todo ponto X € (3, (%)%), entdao vy €

absolutamente continua para quase todo ponto A € (%, 1).

Entretanto, a familia F; nao podera ser d-transversal em [ se este tiver um niimero menor

1 . . .
que 0,67 como seu extremo esquerdo e (%)5 como seu extremo direito, uma vez que existe uma
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fungao em F; com uma raiz dupla préxima de 0, 68 (para mais detalhes, ver [14]). Precisaremos

entao fazer uma adaptagao do nosso método, considerando uma familia andloga a familia ;.
2

Inicialmente, vamos mostrar que para algum 6 > 0, a familia F; é d-transversal em [0, (%)5]

Definicao 4.10. Uma série de poténcias h(z) é chamada uma (x)-funcao se

k—1 00
h(z)=1-— Zx’ + apx® + Z 2’ ondek>1 eay€ [—1,1]. (4.13)
1=1 i=k+1

Temos o seguinte resultado.

Lema 4.11. Suponha que uma (x)-funcao h satisfaz h(zg) > 6 e h'(xg) < —0& para algum
zo € (0,1) e para algum § € (0,1). Entao a familia Fy € §-transversal em [0, zo].

Demonstra¢ao. Vamos primeiro provar a seguinte afirmacao.

Afirmacao 1. h(z) > 0 e h/'(x) < —0 para todo x € [0, x].

Demonstra¢ao. Vamos derivar a série que define h. Para todo = € [0,1), temos que

( 00
ap + Y axh sek = 1;
i=2
Wz)={ —1+2ax+3 irtt, sek = 2;
i=3
k-1 00
—1 =Y ia" kapat + YD it sek > 2,
{ =2 i=k+1
e
r 00 '
2+ > i(i — 1)a 2, sek = 1;
i=3
2a0 + i1 — 1)z™2, sek = 2;
h'(x) = =5 o ‘
—2+ 6agx? + > i(i — 1)z, sek = 3;
i=4
k-1 00
—2 =570 — D22+ k(k — Dagz® 2+ Y i(i — )22, sek > 3.
\ =3 i=k+1

Pela expressao da derivada segunda de h, vemos que A" tem no méximo uma raiz no intervalo
(0,1). Além disso, temos que
R'(0) < —4. (4.14)

Com efeito, se k > 1 isso é imediato. Agora se k = 1, temos h'(0) = a; e como h'(zy) < —0
por hipétese, a expressao de h' garante que a; < —d. Observe ainda que lim, ,;- h'(x) = oo,

fato que junto com (4.14) e com a hipdtese h'(zy) < —0, nos garante que

h'(x) < —§ para todox € (0,0), (4.15)
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pois do contrario h” teria pelo menos duas raizes em (0,1). Por fim, (4.15) garante que h é

decrescente em (0, z¢), donde segue que h(z) > h(zy) > 0 para todo = € (0, zy). O

Sejam agora g, € Fi(I) e f, :== g» — h. Pelas definigoes de g, e h em (4.11) e (4.13),

respectivamente, temos que

l (3]
folz) = Zcixz - Z o',
i=1 i=l+1

onde ¢; > 0 paratodoi € Nel=Fk—1oul ==k Além disso, se f,(z) < 0 entdo fj(x) < 0.
De fato, se fy(z) < 0 entdo ., ez’ < > ooy Gty e assim S il < X et
Juntando esse tltimo comentario com a definicao de f, e a Afirmagao 1, temos, para todo
x € [0, ], que

g(x) <= filz) <0= fi(z) <0 = gy(z) < 0.

Agora, consideremos a (x)-fungao

1 oo A
_ 2 3 4 i
hMr)=1—z—2" —x +§x +ZE_5$.

Utilizando o software MATLAB, verificamos que h((%)%) > 0,07 e h’((%)%) < —0,07. Assim,

1

o Lema 4.11 garante que a condicao de -transversalidade é satisfeita por F; em [0, (5)%] para

§=0,07.

Conforme comentado anteriormente, esse mesmo método nao poderia ser aplicado direta-

mente para o intervalo [0, (%)%], o que concluiria a prova do Teorema 4.1 segundo o Lema 4.9.

Para contornar esse problema, vamos agora definir uma familia andloga a familia F; e obter
1

resultados semelhantes ao Lema 4.11 que se apliquem ao intervalo [0, (%)2]

Para cada parametro A € (0, 1), consideremos
Z)\ = Z :t)\n,
n#2+3j

a série com os “terceiros termos” removidos, onde novamente a soma se faz sobre todos os
inteiros nao-negativos e os sinais + e — sao escolhidos de forma independente, cada um com

probabilidade % Seja zy a distribuicao de Z,, isto é, para cada E C IR,
z\(E) :=Prob{Z, € E}.

Lema 4.12. Se zy € absolutamente continua entdo vy também o €.
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Demonstracao. De acordo com o Lema 4.2, basta mostrar que v, pode ser escrita como a
convolugao vy = zy * p para alguma medida u € M. Seguindo a demonstracao da Proposigao
4.3, definimos, para cada n € INg, medidas pu, e [, como na tal proposi¢cao. Dessa maneira,
temos que zy = liMy o0 nto43j o * fl1 * [I3 * [lg * g * ... * [l, € assim, vy = 2y x p, onde

po=1imy, o0 n=o43j f2 * fi5 * ... * [L,,. Isso prova o lema. ]

A demonstracao do Teorema 4.1 feita na Secao 4.3 pode ser refeita para a medida z,, apenas
com algumas adaptacoes. Nao vamos refazer todas as contas, mas sim indicar os pontos onde
algumas mudancas devem ser feitas. Nas prévias do Lema 4.6, consideramos o espaco 5 das
sequéncias em dois elementos e a medida produto 7 em X3 . Ao substituir Yy por Z, devemos
também trocar X3 pelo espago E;ﬂ C X7 das sequéncias em trés digitos com indices inteiros
nao negativos, cujos “terceiros termos” sao sempre 0, e os demais 1 ou —1. Melhor explicado,
£ e Zg“ﬁ se & = (&,£1,0,83,£4,0,&5,...), com &, = —1 ou &, = 1. Também devemos trocar a
medida produto 7 em X7 pela medida 7 em Z;u, que nada mais é do que a medida produto
induzida pela medida que da probabilidade % a ocorréncia dos digitos 1 e —1 em cada fator
{=1,1} para n # 2+ 3j, j € INg, e pela tnica probabilidade possivel de ser definida em cada
fator {0} para n = 2+ 35, j € INg. Para esse novo espago, o nimero ¢ = ¢(n,&) definido em
(4.9), menor indice n tal que &, # n,, ndo pode ser da forma 2 + 35, j € INy, pois para um tal

n, temos obrigatoriamente &, = 7,. Assim, a fungao g, que aparecera em (4.10) sera da forma

BN =1+ > b\, seq=3j (4.16)
n=1,n#3j+2
ou serd da forma .
a(A) =1+ Z b, A", seq=3j+1, (4.17)
n=1,n#3j5+1

com b, € {—1,0,1} em ambos os casos. Desse modo, a d-transversalidade aqui é exigida para

uma familia que contém menos fungoes.

Outra diferenca entre a demonstragao da continuidade absoluta da medida vy e a demons-
tragao da continuidade absoluta da medida z) ocorre em (4.12). Se o nimero ¢ da defini¢ao
em (4.9) for da forma ¢ = 3j, teremos

(Tx7T)({(n,€): min{n:n, # &} =q}) = 2;“ S

223—‘1—%-1’

pois min {n: n, # £,} = ¢ se, e somente se, 1, = &, para as 2j primeiras coordenadas de 7 e
§ com n # 2+ 3i, 1 € Ny, e além disso 73; # &3;. Ja se ¢ for da forma ¢ = 35 + 1, teremos
-~ ) 1
(7 57 (. min o, £ 6} = a}) = .
3 3
por motivo andlogo. De qualquer maneira,

lim (7 x 7) ({(n,&): min{n:n, # &} =q}) =

q—0o0 2

1
PR
3
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Assim, em (4.12) precisaremos da convergéncia do somatério » 2 /\ig%], 0 que ocorre se \g é

23
tal que (%)% <X <1.
Por fim, na nova demonstragao, substituimos o Lema 4.11 por dois lemas analogos. Pri-

meiro, precisamos de defini¢oes analogas a Definicao 4.10.

Definicao 4.13. Uma série de poténcias h(zx) € chamada uma (xx)-fungdo se para algum
k>1,k+#3j+2,j€ Ny, epara algum aj, € [—1,1], temos

k—1 0
h(z)=1-— Z zt 4 apa® + Z . (4.18)
i=1,i#3j+2 i=k-+1,i£3j+2

De maneira andloga, uma série de poténcias h(x) é chamada uma (% **)-fungdo se para algum
k>1,k+#3j+1,j €Ny e para algum ay, € [—1,1], temos

k—1 [e'S)

h(z) =1-— Z o'+ apa® + Z . (4.19)

i=1,i#3j+1 i=k+1,i#3j+1
Temos entao os seguintes lemas.

Lema 4.14. Suponha que uma (xx)-fun¢ao h satisfaz h(xg) > § e h'(zg) < —0 para algum
zo € (0,1) e para algum § € (0,1). Entao a condi¢io de d-transversalidade vale em [0, xo],

para toda fungdao gy, como em (4.16).

Lema 4.15. Suponha que uma (* * x)-funcdo h satisfaz h(zg) > § e h'(xg) < —9 para algum
zo € (0,1) e para algum § € (0,1). Entao a condi¢iao de d-transversalidade vale em [0, xo],

para toda fungao gy, como em (4.17).
Finalmente, para concluir a demonstracao do Teorema 4.1, escolhemos

hi(z)=1—a2—2° 2! —|—Zx3j + ¥t
=2

o
ho(z) =1 — 2% — 2% — 2% — 2° +Zx3j—1 + 2%
=3
como (*%) e (* * *x)-fungdes respectivamente. Novamente através do software MATLAB verifi-

1\3 1\3
h1<(§) )%0,0194 e h’1<<§> )%—O, 1539

h2<<%>é> ~0,00974 ¢ h;<<%>é> ~ 2, 8779.

Assim, h; e hy estao nas condigoes dos Lemas 4.14 e 4.15 respectivamente, de forma que a

camos que

e além disso,

demonstracao da continuidade absoluta de z) pode ser concluida de maneira analoga a que

fizemos para a medida v,. Com isso, também concluimos a demonstracao do Teorema 4.1.



Capitulo 5
Transformacoes do tipo produto torto

Este capitulo tem como objetivos apresentar alguns exemplos de transformacoes onde a con-
tinuidade absoluta de medidas invariantes serd discutida, além de apresentar, em um contexto
nao tao geral, transformagoes do tipo produto torto e medidas SRB. Também aqui veremos
outros exemplos nos quais se pode aplicar o método de transversalidade discutido no Capitulo
4. Dados esses objetivos, salientamos desde ja que alguns resultados serao apresentados sem

muitos detalhes.

Vamos estudar uma classe de transformacoes atuando em S' x IR, onde S' = IR mod 1
munido da métrica induzida pela métrica euclidiana de IR. Tais transformacoes serao chamadas
de produto torto, nome que vem do fato delas consistirem em um “produto” de uma expansao
em S!' com contracoes em IR que dependem de S'. Mais precisamente, trataremos de mapas

da forma
T:S'xR—S'xR : T(x,y9):=(f(x),S(z,y)) (5.1)

onde f é uma expansao em x e {S(z,-)}, o uma familia de contracoes em y. Estudaremos
medidas invariantes por esse tipo de transformacao e a continuidade absoluta de tais medidas.
Para tal, discutiremos sobre a medida SRB e sobre o produto de medidas invariantes. A
medida SRB é construida a partir de uma aplicacao continua atuando em um espaco métrico
e é automaticamente invariante por essa aplicacao. J4 a discussao sobre o produto de medidas
invariantes é natural, uma vez que sob determinadas condigoes, sempre existe a medida SRB
para a expansao f (explicaremos melhor depois). Descreveremos uma situagdo em que o
produto de uma medida invariante por f com uma medida invariante pelo sistema {S(z, )}, .

é invariante por 7.

Discutiremos, em especial, a continuidade absoluta de medidas invariantes para trés casos
de transformacgoes do tipo produto torto. O primeiro trata da chamada transformacgao do
padeiro generalizada linear ou simplesmente transformacdo do padeiro generalizada, um caso

em que a expansao f e as contracoes do sistema {S(x,-)}, . sdo lineares em z e em y
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respectivamente, e além disso, a familia {S(x, )} _o é composta por um niumero finito de

z€eS
aplicagoes. Esse caso foi estudado por Alexander e Yorke [3]. Em seguida abordaremos um
caso que foi tratado por Tsujii [20], onde f é ainda linear, mas cada contragao S é a soma
de uma aplicacao linear em y com uma aplicacao de classe C? em x. Por fim, trataremos de
um caso que generaliza os dois anteriores, quando f é uma aplicacdo expansora de classe C? e
{S(x,")},cq um sistema composto por aplicagoes contratoras satisfazendo algumas condicoes
especiais. Esse iltimo foi estudado por Rams [17]. Antes de tratar cada caso especifico, vamos

fazer uma abordagem geral sobre medidas invariantes por um produto torto.

5.1 Medidas invariantes para transformacoes do tipo pro-

duto torto

Vamos nesta secao discutir sobre dois métodos de obter uma medida invariante por uma
transformagao 7" definida como em (5.1). No primeiro, vamos tratar da chamada medida SRB,
e no segundo, trataremos do produto de medidas invariantes pela aplicacao f e pelo sistema
{S(x,)},cq- Nesta e nas demais segoes deste capitulo, consideraremos X = IR munido da
métrica euclidiana, X = S com a métrica induzida pela métrica euclidiana de IR, ou ainda
X = S'xIR com a métrica induzida pela métrica euclidiana de IR?. A o-dlgebra dos boreleanos
de X sera indicada apenas por B, o espaco das probabilidades de Borel em X sera indicado
por M!(X) ou apenas por M!, e o espaco das funcoes continuas e limitadas de X em IR serd

indicado por Cp(X).

Definicao 5.1. Seja H : X — X wma transformacdo continua. Suponha que existem um
subconjunto Xy C X com medida de Lebesque' positiva e uma medida i € M* tais que para

todo ponto z € Xy,

n

Z@(Hz(z)) = /gpd,u para todap € Cy(X). (5.2)

=0

1m

Entao p é chamada medida de Sinai-Ruelle-Bowen para a aplicacio H, ou simplesmente,

medida SRB para H. Um ponto z que satisfaz (5.2) € chamado um ponto genérico para .

Definicao 5.2. Seja h : X — X wma aplicacio de Borel. Uma medida p € M é dita
h-invariante se u(h™'(E)) = u(E) para todo E C X conjunto de Borel.

Temos entao o seguinte resultado.

'A medida de Lebesgue em S' é definida da maneira natural, a partir da medida de Lebesgue em IR, e a

medida de Lebesgue em S' x IR como o produto da medida de Lebesgue em S' com a medida de Lebesgue em

R.
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Proposicao 5.3. A medida SRB para uma transformacao continua H : X — X é H-

muvariante.

Demonstracao. Sejam p a medida SRB para H e F' C X fechado. Pela Proposigao 1.1, basta
mostrar que u(F) = p(H*(F)). Seja (p,) uma sequéncia de fungoes em Cy(X) que converge

pontualmente para Ig e tal que |p,(z)] < 1 para todo n € IN e para todo z € X, por exemplo,

1, sez € I
on: X =R @u(2) =1 1—nd(z F), se0<d(z,F) <2
0, sed(z,F) > <.

Entao, pelo Teorema 1.3 e pela definicao de p,

wu(F) :/]Ipdu: lim /gon dp = lim lim —ZS% (5.3)
n—oo

para todo ponto z € X, onde Xy C X é um conjunto de medida de Lebesgue positiva. Para
cadan € IN, fagamos v, = ¢, 0 H. Entao v, converge pontualmente para Iy-1p e [1),(2)| < 1
para todo z € X. Desse modo, assim como em (5.3),

w(HY(F)) = /]IHI(F) du:JLI&/@bndu = lim lim —Z@Dn (5.4)

n—oo m—oo 1M, +

para todo z € Xy. Agora a definicao de ,, implica que

Ji i S = i fi S S

para todo z € X tal que os limites acima existam, em particular para todo z € Xj. Isso junto

com (5.3) e com (5.4) nos dé que u é invariante por H. O

Vale notar que uma medida u € M! que satisfaz as condicoes da Definicao 5.1 também é
chamada de medida fisica para a aplicagao continua H : X — X. Vale ressaltar ainda que
também se encontra a definicao de uma medida SRB para um difeomorfismo H : X — X
de classe C? como uma medida p € M! invariante por H cujas medidas condicionais nas
variedades instéveis sao absolutamente continuas. Ledrappier-Young [11] mostraram que com
essa definicao, se H é um difeomorfismo de classe C? em uma variedade compacta, entao
uma medida é SRB se, e somente se, ela satisfaz a chamada féormula de Pesin. Também é
verdade que se H é um difeomorfismo de classe C? em uma variedade compacta que satisfaz
o Axioma A, entao uma medida é SRB se, e somente se, ela ¢ fisica (para mais detalhes, veja
também o resumo de Young [22]). Em nosso caso nao trataremos de difeomorfismos, mas
sim de endomorfismos. Resultados correspondentes aos anteriores para endomorfismos foram

mostrados por Qian e Zhu [16].

Vamos agora obter outro método para encontrar medidas invariantes por uma trans-

formacao do tipo produto torto. Para tal, vamos formalizar a seguinte definigao.
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Definicao 5.4. Uma aplicacao diferencidvel h : S' — S' € dita uma expansio se existe uma

constante ¢ > 1 tal que |W/(z)| > ¢ para todo x € S*.

Suponha que a transformagao T definida em (5.1) é tal que a expansao f é da forma
f(r) = Nz para algum inteiro N > 2. Suponha ainda que o sistema {S(z,-)}, . ¢ finito e
constante em cada intervalo [%, %), k=1,.. N, de S*. Entao a transformacao T definida
em (5.1) pode ser escrita como

(5.5)

—1
T:S"xR—=S"'xR : T(z,y) = (Nz, Se(y)), sexe[k k),

"N 'N
onde cada aplicagao Si : R — IR é uma contragao. O mapa considerado em [3] é um exemplo
de transformagao satisfazendo tais condigoes. Observe que nesse caso a medida de Lebesgue
(que aqui também serd indicada por m) é invariante por f (consequéncia imediata de [6, 1.21
Theorem]). Vamos determinar uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma medida
v € M!(IR) seja tal que m x v é invariante por T. Consideremos os conjuntos S = {54, ..., Sy}
e p=A{p1,....,pn}, onde p, = % para todo k = 1,..., N, e o operador (S, p) definido como em

(3.2), porém agora sobre o espaco M!(IR). Temos entao o seguinte resultado.

Proposigao 5.5. Sejam T uma transformagao definida como em (5.5) e v € M'(IR). Entao

a medida produto m x v € T-invariante se, e somente se, v € um ponto fixo para o operador

(S, p).

Demonstragio. Note inicialmente que se m € M*(S') ev € MY (IR) entao pxv € MY (S'xR).

Suponha que a medida m x v seja T-invariante e seja B um boreleano em IR. Entao
(m x v)(T7HS' x B)) = (m x v)(S* x B). (5.6)

A imagem inversa de S' x B por T é composta por N subconjuntos disjuntos de S* x IR,

a saber, {(a:,y) € [%, %) x R: Sk(y) € B}k:1. e donde segue, da definicao de medida

produto, que
N
_ 1 _
(mx )T N(S"'xB) =Y N(V(sk 1(3))). (5.7)
k=1
Por outro lado, também da definicao da medida produto, (m x v)(S! x B) = v(B), o que junto

com (5.6) e com (5.7) nos dé
v(B) =Y pv(S;(B)).

Portanto v é ponto fixo do operador (S, p).

Suponha agora que v é um ponto fixo para o operador (S, p) e seja

E={EecS" xR: (mxv)(T(E)=(mxv)E)}.
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Como as imagens inversas de conjuntos disjuntos em S! x IR por T nao se intersectam, temos
que £ é uma o-dlgebra em S' x IR. Assim, basta mostrar que se A é um boreleano em S?
e B um boreleano em IR, entao (A x B) € £. A imagem inversa de A x B por T também

é composta por N conjuntos disjuntos, a saber, (f_l(A) N [k—]’vl, %)) X S’l( )yk=1,..,N,
k—1

NN
medida de Lebesgue do conjunto A. Juntando esse fato com a defini¢ao da medida produto7

sendo que cada um dos conjuntos f~1(A) N [ ) tem medida de Lebesgue igual a da

temos que
iy
o g-1
(m x v)(T™HA x B)) ,}_1 Nm ( - (B)),

e como v é ponto fixo de (S, p), segue que
(m x v)(T"'(A x B)) = (m xv)(A x B),

mais uma vez pela definicao da medida produto. O

Observe que a Proposicao 5.5 nos garante a existéncia de pelo menos uma medida invariante
por uma aplicagdo 1" definida como em (5.5), uma vez que o Teorema 3.2 garante a existéncia

de um ponto fixo v € M|} para o operador (S, p).

Vamos agora considerar um caso mais geral para a transformacao 7" definida em (5.1). Para

tal, precisamos das seguintes definigoes.

Definicao 5.6. Seja H : X — X uma aplicacao de Borel. Uma medida invariante n € M* €
dita ergédica para H se para todo E € B tal que H™'(E) = E wvale que u(E) =0 ou p(E) = 1.

Definicao 5.7. Uma aplicacio f : S' — S' é dita C? por partes se existe uma particdo

{0=a¢p < a1 <..<ay=1} de S tal que para cada k = 1,...,N a restri¢io f|(,_,.a, € de

classe C? e pode ser estendida de forma C? ao intervalo [ak_1, ag].

Definicao 5.8. Uma aplicacdo f : St — S* serd dita N para 1, para algum N € IN, se existir
uma particao {0 =ag < ay < ... <ay =1} de S tal que para cada k = 1,....N a restrigdo
Je = fliap_1,an) Satisfaz fr(lax—1,ar)) = S*.

Definicao 5.9. Uma aplicacdo f : S* — S' serd dita C? por partes N para 1 se ela for C?

por partes, N para 1, e as particoes na definicao de cada uma dessas condi¢oes coincidirem.

Suponha agora que que f : S' — S! ¢ uma expansao C? por partes N para 1 para algum
inteiro N > 2. Entao o Teorema Folclore (ver [1]) garante a existéncia de uma medida em
M invariante e ergddica para f, equivalente & medida de Lebesgue?. Um resultado cldssico
da Teoria Ergddica (ver por exemplo [4, (5.9) Proposition]) garante que uma tal medida é a
medida SRB para f.

2Duas medidas sdo ditas equivalentes quando cada uma delas é absolutamente continua em relacao & outra.
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Fixemos entao ¢ uma medida invariante por f. Vamos determinar uma condi¢ao necessaria
para que uma medida v € M!(IR) seja tal que pu X v é invariante por 7. Em [13], Mendivil

trata de um caso mais geral que o tratado por Hutchinson em [7], e considera o operador
Ay MUR) - MYR) A (v)(B) = /S v(S(x, )" (B)) du(x)

para todo conjunto de Borel B C IR. Dizemos que uma medida v € M!(IR) é um ponto fizo

para o operador A, se A, (v) = v.

Proposicao 5.10. Seja T' uma transformacgao definida como em (5.1). Suponha que f é uma
expansio N para 1 para algum inteiro N > 2, que admite uma medida invariante p € M*(S1).
Se uma medida v € M*(IR) € tal que a medida produto i X v € invariante por T entdo v é um

ponto fizo para o operador A,,.

Demonstracao. Seja B C IR um boreleano. Pela invariancia de g x v por T' e pela definicao

de medida produto, temos
(ux v)(T7H(S" x B)) = u(S")v(B) = v(B). (5.8)

Observe agora que a imagem inversa T-1(S' x B) é composta por N conjuntos disjuntos,
digamos T, ' (S* x B),k =1,..., N, tais que a projecao de T}, *(S* x B) sobre S! é o intervalo
fH(SY) (fx como na Definigao 5.8). Assim, obtemos

N

(X TS X B) = S x IS ) B =Y [ u(S(a ) (B) dule),

k=1 k=1 fx (51
e portanto

(4 x V)T 1S x B)) = / v(S(x, ) (B)) du(z).

Sl
Juntando essa igualdade com (5.8) temos que v é ponto fixo para o operador A,, o que prova

a proposicao. ]

Vale notar que a reciproca da Proposicao 5.10 nem sempre é verdadeira. De fato, basta
considerar a aplicacao T(z,y) = (2z,x mod 1). Nesse caso, a medida de Lebesgue m é
invariante pela expansao x + 2z em S'. Agora, fixados v € M!(IR) e B € B, temos, para
cada z € S*, que v(S(z,-)"*(B)) = Ipnpa(z). Assim,

/51 v(S(z,-)"Y(B))dm(x) =m(BNI0,1]).

Portanto, a medida vy dada por vy(B) = m(B N[0, 1]) para cada B € B, é ponto fixo para o
operador A, porém o produto m x vy ndo é invariante por T', ja que (mx1)([0, 3)x[1,3)) = 5.
e (m x 1)(T4([0, 3) x [3,3))) = 0.

’ 2 402

O seguinte resultado também é valido e serd admitido sem demonstragao.
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Proposicao 5.11. Seja T uma transformacao definida como em (5.1). Suponha que f é uma
expansio C? por partes N para 1 para algum inteiro N > 2 com medida de SRB u. Entdo
existe uma medida SRB v para T. Além disso, se V' é uma medida ergédica para T cuja

projecao em St coincide com p, entio v = v.

Para finalizar esta se¢ao, vamos fazer um breve comentario sobre a continuidade absoluta
de uma medida invariante por um produto torto. O seguinte resultado é um exercicio de um

curso de Teoria da Medida.

Proposigao 5.12. Se y € M*(S') e v € M'(IR) sao absolutamente continuas, entdo p X v €

absolutamente continua. Se uma das duas medidas € singular, entao p X v € singular.

Assim, a Proposicao 5.12 nos déd uma condigao para garantir a continuidade absoluta de
uma medida invariante por uma transformacao do tipo produto torto quando esta pode ser
escrita como um produto de duas medidas. Garantir a continuidade absoluta no caso geral é

mais complicado, conforme veremos nos exemplos de Tsujii [20] e Rams [18].

A partir da préxima secao, vamos tratar com mais detalhes cada um dos exemplos de

produto torto apresentados no inicio deste capitulo.

5.2 Transformacoes gordas do padeiro

Vamos nesta secao discutir sobre a chamada transformacao do padeiro generalizada linear
ou apenas transformacao do padeiro generalizada. Vamos calcular uma medida invariante para

esse tipo de transformacao e discutir sua continuidade absoluta.

Para 0 < A < 1, consideremos as contragdes reais S1(y) = A\y+(1—X) e Sa(y) = Ay—(1—-X),
e a expansao f : S — S! dada por f(x) = 2x. Definimos entao a transformagdao do padeiro

generalizada por

(f(x),S1(y)), se3 <z modl<I;

T :S'xR—=S"'xR : Tz,y) =
g . . \(@y) {(f(:v),SQ(y)), se0 <z modl< 3.

Se < A< % dizemos que T} é uma transformag¢ao magra do padeiro, se A\ = % dizemos apenas
que T\ ¢é a transformacgao do padeiro, e se % < A < 1 dizemos que T\ é uma transformac¢ao
gorda do padeiro. A aplicacao Ty é um produto torto que satisfaz as condigoes da aplicagao
definida em (5.5). Alexander e Yorke [3] estudaram esse tipo de transformagao para o caso
% < A < 1. Para um tal caso, eles mostraram que o produto m x v, da medida de Lebesgue em
St com a convolugao infinita de Bernoulli, discutida no Capitulo 4, é a (tinica) medida SRB
para a transformacao T}, e além disso, que m X v, é absolutamente continua se, e somente se,

vy 0 é. A invariancia da medida m x v, bem como o 1ltimo comentario sobre sua continuidade
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absoluta sao consequéncias imediatas dos resultados do Capitulo 4 e da Secao 5.1. O primeiro
fato, que sera enunciado no teorema a seguir, ¢ uma consequéncia da Proposicao 5.5, uma vez

que a medida de Lebesgue é claramente invariante pela aplicacao f e a convolucao infinita de

11

Bernoulli é invariante pelo sistema (S, p), onde S = {51, S} e p = {3,4} (ver Capitulo 4).

Teorema 5.13. A medida m x vy é Tx-invariante.

Pela Proposigao 5.12, a continuidade absoluta da medida invariante m x v, esta diretamente
relacionada a continuidade absoluta da medida v,. Temos que m x v, é absolutamente continua
para os parametros \ tais que vy o é, e m X v, é singular para os parametros A tais que v, é

singular. Assim, o seguinte coroldrio é consequéncia imediata do Teorema 4.1.

1

Corolario 5.14. Para quase todo parametro A € (5,1), a medida m x vy € absolutamente

continua.

5.3 Uma transformacao tratada por Tsujii

Vamos nesta secao discutir sobre um caso particular do que chamaremos transformacao
generalizada do padeiro nao-linear, seguindo aqui a notacao de [17]. Estudaremos a medida
SRB para esse tipo de transformagao e discutiremos sua continuidade absoluta. Para tal,
seguiremos as ideias de Tsujii [20]. Alguns fatos serdo apresentados sem demonstragao, visto
que o objetivo aqui é apenas apresentar resultados relativos a um exemplo de transformagao

do tipo produto torto.

Fixemos de uma vez por todas N > 2 um inteiro. Para cada ¢ : S' — IR aplicacao de

classe C? e 0 < A < 1, consideremos a aplicacao
T:S'xR—S'xR : T(z,y):= (Nz, \y+ o(z)). (5.9)

Assim como no caso da transformacao do padeiro generalizada, a aplicacao T é o produto torto
de uma expansao linear na primeira coordenada com uma contracao uniforme na segunda, que
depende da primeira. Porém agora, essa dependéncia pode nao ser constante em intervalos.
Tsujji [20] mostra a existéncia de uma medida SRB para esse tipo de transformagao, a qual
indicaremos por ur. Esse fato também segue da Proposicao 5.11. Uma tal medida é tnica,
ja que ele prova que Lebesgue quase todo ponto é genérico para ur. Descreveremos a me-
dida pr e estudaremos sua continuidade absoluta. Para tal, vamos fixar também a aplicagao
. No caso em que o parametro A da definicao de T' é tal que AN < 1, a medida SRB é
singular, uma vez que T contrai areas. Nos concentraremos no caso em que AN > 1, que é
o correspondente ao caso A > % na transformacao do padeiro generalizada linear. Para esse

caso, Tsujii apresenta exemplos de transformacoes T' em que pr é absolutamente continua e
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em que pr é singular. Porém, o principal resultado de [20] e também principal resultado desta
secao garante a continuidade absoluta de pr para “quase toda transformacao” 1" no seguinte

sentido.

Considere C%(S',IR) o espaco das aplicagoes de classe C? de S! em IR munido da norma
C?, que é definida da seguinte maneira. Para cada ¢ € C%(S', IR),

d2
Considere ainda em (0,1) x C%(S*,R) a topologia produto induzida pela topologia candnica

em (0,1) e a topologia induzida pela norma C? em C?(S',R). Sejam D C (0,1) x C*(S*, R)

o conjunto dos pares (\, ) para os quais T" possui medida SRB pr absolutamente continua, e

6l = sup max (o)l | 1060

int D o interior de D. Entao vale o seguinte resultado.

Teorema 5.15. Suponha % < A < 1. Entao existem n € IN e uma colecao finita de funcoes
de classe C* ¢; - S' — R,i = 1,...,n, tais que para toda fungdio v € C*(S', IR),

m ({(tl,...,tn) e R": (A,¢(m) +th¢i(x)> ¢ int D}) —0.

Como corolario do Teorema 5.15, temos ainda o seguinte fato.

Coroldrio 5.16. O subconjunto int D € aberto e denso em (x,1) x C*(S* x R).

Demonstragdo. O Teorema 5.15 nos garante que para cada par (A, ¢) € (5,1) x C2(S*,R) ¢
possivel escolher uma sequéncia (t,,) = (tm,, ---, tm, ) de pontos em IR" tal que lim,, oo t,, =0
e Ym =A@+ > tm®;) € int D para todo m € IN. Como a sequéncia (y,,) converge para
(A, ¢), o corolario fica provado. ]

O Teorema 5.15 foi provado por Tsujii [20] utilizando a ideia da transversalidade ja usada
anteriormente na prova do Teorema 4.1. Aqui, vamos apenas dar uma ideia de sua demons-

tragao, mas antes vamos descrever a medida SRB para a aplicacao 7T'.

Mantendo fixo o inteiro N > 2, sejam + < A < 1 e ¢ € C*(S',IR). Considere o mapa
f:8'—=S8" : z+ Nz

Considere ainda A = {1, ..., N}. Fixado p € N, seja A? o conjunto das p—uplas ou letras de
comprimento p formadas com elementos de A. Para cada letra a = (a4, ...,a,) € AP e para
cada 1 < ¢ < p, nés indicaremos por [a], a letra formada pelas ¢ primeiras coordenadas de a,

isto é, [a], = (a;),. Seja P a partigao de S’ nos intervalos

E—1 k

Pk) = [Tﬁ> ke A
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e PP a particao de S! nos intervalos

ﬂ [ (Play=)),  a=(ai)f_, € A,

Note que para cada x € S1, existem N? pontos y € S! tais que fP(y) = z, mas pela definigao
de PP, para cada a € AP, existe um tnico ponto y € P(a) tal que fP(y) = x. Nés denotaremos
tal ponto por a(z) (o indice p ficard implicito). Se p > 2, temos que fP~!(f(a(z))) = z e
f(a(z)) € P([a],—1) pela definicao de PP, o que implica

fla(z)) = [a],—1(x) para a e AP. (5.10)

Observe agora que para uma letra a € AP e para um ponto (z,0) € (P(a) x {0}), vale que

p

T¥(w,0) = (@), Y Ne(f7(@))).

i=1
Como o ponto x também pode ser escrito como = = a(f?(x)), segue que a imagem do segmento

P(a) x {0} por T? é o gréfico da funcao
S(a): ' >R Z)\’ Lo( i ZA’ ! ), (5.11)

sendo a tltima igualdade vélida pela equagao (5.10). Agora, para uma letra a = (4;)2; € ¥k

nods definimos

S(z,a) = lim S(x Z)\’ ! (5.12)

1—00

Note que o limite acima de fato existe e além disso z +— S(z,a) é uma fungao de classe C? em

S\ {0}, pois para r = 0,1, 2, a regra da cadeia nos dé

7’

> [t (llal(o)] £ AN eles < o (5.13

=1 =1

Agora, para cada ponto z € S, seja w(z) € A tal que P(n(z)) contém z. Para uma
letra a = (ay, ...,a,) € AP, defina 7(x)a = (7(x), a1, as, ...,a,), e para a = (4;)2; € Lk, seja

m(x)a = (w(x),a1,as,...). A definicdo de S nos da
S(f(x),m(x)a) = p(x) + AS(x,a). (5.14)
tanto para a € AP quanto para a € Y. Sejam agora os mapas

U:S' xSl =S xR : VY(z,a) = (z,5(z,a)) (5.15)

O:S'x YL =S %<2 Ox,a) = (f(x), 7(x)a).



62

A equagao (5.14) nos dé a relacdo comutativa

ToVU=Vo00:S5" x¥, =S xR, (5.16)

Indiquemos por 7 a medida de Bernoulli em X}, induzida pela medida que d4 probabilidade

]%, a ocorréncia de cada digito no espaco {1, ..., N} (ver Secao 3.3). O seguinte lema nos sera

util.
Lema 5.17. A medida produto m X T € invariante e ergddica com respeito ao mapa ©.

Demonstracao. Vamos justificar apenas a invariancia, uma vez que a ergodicidade foge aos
objetivos desta secao. Pelo mesmo argumento usado na demonstracao da Proposicao 5.5, basta

mostrar que m X 7 € invariante nos conjuntos da forma E x Cj} onde F/ é um boreleano em

Ste Ci,..i, ¢ um cilindro em Yk (ver definigao (3.24)). Se p = 1, temos, pela definigao de O,
que
O N ExCy) ={(z,a) € S' xT}: f(z) € E,m(z) =ire a € T} },

A invariancia de m com respeito a f e a definigdo de m(z) nos dao
m({z € S": f(z) € Een(z) =i1}) = —m(E), (5.17)
e assim,

(mx 1) (O Y E xCy)) = %m(E) =(mx7)(E x Cy).

De forma anéloga, se p > 1, temos, também pela definicao de ©, que
0 HE x Ciy..i,) = {(x,a) € S'x Xl f(x) € E,m(z) =di1eac C’hm,;p} ,

o que junto com (5.17) nos da

(m x 1)(© N (E x Cyy..0)) = %m(E) () = (mx T)(E % Copo).

Agora, indiquemos por 7 a medida em S* x IR dada por
pr(E) = (m x 7)(¥Y(E)) paratodoE € B.

Observe que pur depende de fato da aplicagdo T', uma vez que ¥ definida em (5.15) depende de
S definida em (5.12), que por sua vez depende de N, A e @, e portanto depende de T'. A relagao

comutativa dada em (5.16), o Lema 5.17 e a Proposigao 5.11 nos dao o seguinte resultado.

Proposicao 5.18. A medida pur € invariante e ergodica com respeito ao mapa T'. Mais ainda,

pur € a medida SRB para T'.
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Agora que ja descrevemos a medida SRB para a aplicagao T' definida em (5.8), vamos dar
uma ideia da demonstracao do Teorema 5.15. A demonstragao detalhada pode ser encontrada
em [20]. Para provar o Teorema 5.15, Tsujii utilizou a ideia da transversalidade, também usada
por Peres e Solomyak [14], e na qual nos baseamos para provar o Teorema 4.1. Basicamente,
Tsujii mostra que a medida SRB para a aplicacao T é absolutamente continua se “muitos”
pares de graficos das aplicacdes S(-,a),a € ¥}, definidas em (5.12), sdo transversais entre si.

Formalizaremos esses conceitos a seguir.

Para cada x € S*, consideremos a medida up, em S* x IR dada por
pr, (E) = (0, x 7)(UH(E)), Ee€B

onde J, é a medida de Dirac no ponto x. Para cada r > 0, consideremos ainda

10)i=17 [ ] dmo)

onde |[|-||, é a norma definida em (2.7). Como Corolario do Teorema 2.5, Tsujii prova a seguinte

condicao para que a medida pup seja absolutamente continua.

Corolério 5.19. Se liminf, o I(r) < oo, a medida SRB pr € absolutamente continua.

Sejam agora p € IN; 1 < ¢ < o0, e letras ¢ € AP e a € A% A funcao S(-,a) pode ser
descontinua no fecho de P(c) se P(c) tiver o ponto 0 como seu extremo direito, porém a
restricio de S(-,a) a P(c) pode ser estendida a uma funcio de classe C? no fecho de P(c).

Indicaremos tal extensao por S.(-, a).

Definigao 5.20. Sejam € e § constantes positivas, p € IN e 1 < g < 0o. Dadas letras ¢ € AP
ea,be A, as funcoes S(-,a) e S(-,b) sao ditas (€, §)-transversais em P(c) se
d

d
|Sc(x,a) — Sec(z,b)] > € ou %Sc(x,a) - %Sc(x, b)| > 6

se mantém para todo x € cl(P(c)). Caso contrdrio, as fungdes sao ditas (e,0)-tangentes em

P(c).

Com essa definicao, Tsujii mostra que dados p,q € IN e letras ¢ € AP e a,b € A?, com
p,q € IN, tais que as fungoes S(-,au) e S(-,bv) sao (e,d)-transversais em P(c) para cada

u,v € ¥}, entdo existem uma constante (em relagao a r) dy e um nimero 7y tais que
/ r’z(Tq(,uTa(z)),Tq(,uTb(z)))r dm(z) < dy para 0 <r <y, (5.18)
P(e)

onde (-,-), é o produto interno definido em (2.6). Como ele também prova que a invariancia

de pp com respeito a 1" nos da

7"2/( ) H/’LTzHidm = N*QQ Z 7"2/( )(Tq(lu/Ta(z))’Tq(MTb(I>))T dm(l‘))
P(c Ple

(a,b)eATx A1
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o fato das integrais em (5.18) serem uniformemente limitadas junto com o Corolario 5.19 nos
garante que para mostrar a invariancia da medida SRB ur, basta, por exemplo, obter p € IN
tal que para cada letra ¢ € AP exista g € IN satisfazendo que para quaisquer letras a,b € A9,
os pares S(-,au) e S(-,bv) sdo (e, d)-transversais em P(c) para todas u,v € 3, sendo que ¢
e 0 podem depender de a e b. Assim, nos interessa garantir que “muitos” pares de funcoes
definidas como em (5.12) sejam (¢, 0)-transversais para algum par de constantes positivas € e
0, ou ainda, cotar superiormente a cardinalidade do conjunto dos pares de funcoes que sao

(¢, 9)-tangentes para algum par de constantes positivas € e 9.

Com esse intuito, Tsujii define para p,q € IN, ¢ € AP, € e § constantes positivas, o conjunto
FE(q,c;€,8) que consiste em todos os pares (a,b) € A7 x A para os quais existem u,v € X},
tais que as fungoes S(-, au) e S(-,bv) sao (¢, d)-tangentes em P(c). Além disso, ele define

e(q,p;e,0) :=maxmax# {b € A?: (a,b) € E(q,c;¢,0)}.

cEAP ac Al

Como e(q,p;e,0) é decrescente com respeito a p e crescente com respeito a € e d, podemos
definir

e(q) == min{e(q,p;€,0): € > 0,0 > 0,p € N} = lim lim lim e(q, p; €, §). (5.19)

p—o0 e—05—0

Entao Tsujii prova que

I(r) < (AN) %e(q,p;€,0) I(\" %)+ R (5.20)

para todo p,q € IN,e > 0,0 > 0 e r suficientemente pequeno, sendo R constante em relagao a
r. Assim, combinando a equagao (5.20), com a definigao de e(gq) em (5.19) e com o Corolario
5.19, segue que se e(q) < (AN)? para algum inteiro positivo ¢, entao pr é absolutamente
continua. Tsujii entao usa o fato que S(-,a) depende continuamente de a € ¥}, A € (0,1)
e ¢ € C*(S',R), para concluir que a (e, §)-transversalidade de um par dessas fungoes ¢ uma

condicao aberta em a, A\ e ¢, e assim chegar a um resultado mais forte.

Proposicao 5.21. Se e(q) < (AN)? para algum inteiro positivo q, entao (X, ) € int D.

Observe que apesar da funcao parametro ¢ nao aparecer explicita na desigualdade da
hipétese da Proposicao 5.21, o nimero e(q) depende de ¢, uma vez que ele depende de S(-, a).
A Proposicao 5.21 nos da entao como condicao suficiente para que um par (A, ) esteja contido

no interior de D, que o crescimento de e(q) seja menor que o crescimento exponencial de AN.

E possivel ainda obter uma outra condi¢ao suficiente para que um par (A, ) esteja no
interior de D. Para € e § constantes positivas, p,q € IN e ¢ € AP, nés definimos d(q, ¢; €, 6)
como a cardinalidade maxima de um subconjunto {as, ...,aq} C A? satisfazendo as seguintes
condicoes:

a) as primeiras letras [a;]; € A,1 < i < d, sao distintas duas a duas;
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b) S(-,a;) e S(-,a;) sao (AN (1—=X) " ||l gz + € ANNI(1 =) ||| o2 + )-tangentes em P(c).
Definimos ainda
d(q, p;e,9) := maxd(q, ¢, 0), (5.21)

e como d(q, p; €,0) é decrescente em relacao a p e crescente em relagao a € e §, podemos definir
d(q) := min{d(q,p;€,0): € > 0,0 > 0,p € IN}. (5.22)

Com essas defini¢oes, Tsujii prova que

e(q) < Hd(i),

o que junto com a Proposicao 5.21 nos da o seguinte resultado.

Proposicao 5.22. Se limsup,_,., d(q) < AN entao (), ¢) € int D.

Obtemos assim mais uma condicao suficiente para que a medida SRB pr de uma aplicagao
T definida como em (5.9) seja absolutamente continua. Vamos a partir de agora considerar
nao apenas uma aplicagdo 7" definida como em (5.9), mas uma familia de aplicagdes definidas
a partir de um novo parametro, um ponto t € IR". Para tal, além de N > 2 inteiro ja fixado,
fixemos também N7t < A < 1e 1 € C?(SL,R), e sejam ¢; : ST — IR, 1 < i < n fungoes de

classe C"°. Consideremos a familia de funcgoes
e ST =R 1 p(x) =) + Ztigb,;(x),
i=1

tendo como parametro t = (t1,t, ..., t,) € IR", e a correspondente familia de mapas

T,:S'xR—= S*'xR : Tyx,y) := (Nz, \y + o(z)). (5.23)

Para uma aplica¢ao T; como em (5.23), os nimeros d(q, p; €,d) e d(q) definidos em (5.21) e
em (5.22), respectivamente, serao indicados por d(q, p; €, 9;t) e d(g;t). Dessa forma, de acordo
com a Proposigdo 5.22, precisamos cotar superiormente limsup,_, d(q;t) para quase todo

parametro t. Para tal, vamos dar algumas definicoes.

Vamos definir o Jacobiano de um mapa entre dois espagos euclidianos. Seja L : E — F
um mapa linear entre dois espagos euclidianos. Se L é sobrejetivo, nds definimos o Jacobiano

de L por
Mier(zy+ (L7 (Bp(0, 1)) Nker(L)*)’

Jac(L) :=

onde ker(L)* indica o complemento ortogonal do nticleo de L e os indices em B e m indicam

onde estao sendo consideradas a bola e a medida de Lebesgue, respectivamente. Se L nao
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¢ sobrejetivo, nds colocamos Jac(L) = 0. Para um mapa afim A : E — F nds definimos o

Jacobiano de A como o Jacobiano de sua parte linear.

Vamos agora definir o que chamaremos de condigao de (7, §)-genericidade. Indicaremos por
S(-,a;t) a fungdo definida como em (5.11) e em (5.12) com ¢; no lugar de ¢, e por S.(+,a;t) a
tinica fungao de classe C? definida em ¢l (P(c)) que coincide com S(-,a;t) em P(c). Para um
ponto z € S! e uma sequéncia finita o = (ag, ay, ..., a) de elementos em 3, nés definimos o

mapa

d d d d
. TR k. — ) . ) .
Gro:R" =R Gua(t): (de(a:,al,t) de(m,ao,t), s de(x,ak,t) de({B,a(),t))

Agora estamos em condigoes de dar a seguinte definigao.

Definigao 5.23. Sejam 0 <y <1, >0 ez € S*. Uma familia definida como em (5.23) é
dita (v, d)-genérica em z se dado qualquer conjunto finito 8 = {ai, ...,aq} de sequéncias em 33
tais que as primeiras letras [a;]; sao duas a duas disjuntas, e dado um inteiro positivo k < ~yd,
nos podemos escolher uma sequéncia o = (bg, by, ..., b;) formada com elementos do conjunto (
tais que Jac G, o > 8. Uma familia definida como em (5.23) € dita (v, )-genérica em S* se

ela € (v, 0)-genérica em cada ponto de S*.

Convém aqui observar que como a parte linear do mapa G, , nao depende da funcao v,
e o Jacobiano de G, é o Jacobiano de sua parte linear, ¢ nao afeta a (7, d)-genericidade de

uma familia definida como em (5.23).
Temos o seguinte resultado.

Proposigao 5.24. Assuma que uma familia definida como em (5.23) € (v, 8)-genérica em S*
para algum 0 < v <1 e para algum 6 > 0. Entao

2log N
limsupd(q;t) <~ * (— o8 + 3)
q—00 10g A

para Lebesgue quase todo ponto t € IR".

Observe que mesmo que a (7, §)-genericidade em S! seja garantida para uma familia definida
como em (5.23), a cota superior para limsup,_, ., d(¢;t) obtida na Proposicao 5.24 pode ndo
ser menor que AN, conforme pede a Proposigao 5.22. Para contornar esse problema e finalizar
a prova do Teorema 5.15, vamos usar o seguinte truque. Seja T; uma familia de mapas definida
como em (5.23). Para cada t € IR", o m-ésimo iterado da aplicagao T; pode ser escrito na
forma

T (z,y) = (N™z, \"™y + wgm)(:c)), (5.24)

onde

@™ () = DA ) + Yt (Z Am-ﬂ'-lasi(fﬂ'(as))) .
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Fazendo

3
3
L

WU (@) =Y NI (fI () e oM (@) =Y NI (U (),

J J

Il
o
Il
=)

a funcao gpﬁm) pode ser escrita na forma

o (@) = 9 (@) + ) o™ (2),
=1

(m) ¢ C>(S', R) para todo ¢ = 1,...,n. Assim, todas as consi-

com ™ € C2(SLR) e ¢;

deragoes feitas até aqui para a familia de mapas T; se aplicam a correspondente familia de

mapas 1;". Agora, para todo m € IN, temos o seguinte resultado.

Proposigao 5.25. Dado m € IN, ¢ possivel escolher n = n(m) e uma colegio ¢; : S' — R,

i=1,...,n de funcoes de classe C™ tal que a familia T, definida como em (5.24), é (WLH, 1)-

genérica em S*, independente da funcdo de classe C* 1 : St — RR.

Como AN > 1, nés podemos escolher mg inteiro positivo tal que

(mo + 1) (—M + 3) — (mo+1) (—QIOgN + 3) < (AN)™.

log Ao log A

Por fim, o fato da medida SRB para T, ser a mesma que para T} junto com uma combinagao

das Proposigoes 5.22, 5.24 e 5.25 conclui a prova do Teorema 5.15.

5.4 Uma transformacao tratada por Rams

Vamos nesta segao tratar de um caso mais abrangente de transformagao do tipo produto
torto atuando em S! x IR, no qual a expansao em S! pode nao ser linear, e as contracoes
em IR assumem uma forma mais geral. Vamos discutir sobre a medida SRB para esse tipo
de transformacao e sobre a continuidade absoluta de tal medida. Seguiremos as ideias de
Rams [17]. Assim como na Secao 5.3, o objetivo aqui é apenas fazer comentarios sobre um

determinado exemplo de aplicagao do tipo produto torto.

Seja f : S* — S! uma aplicacao de classe C? e N para 1. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que f(0) = 0, uma vez que sempre é possivel parametrizar S! de forma que
isso ocorra. Denotemos os N ramos inversos da aplicagao f por f, 'k =1,..,N (seguindo
a Definicdo 5.8), e as imagens de S* pelos ramos inversos por Ry := f, '(S'). Consideremos

entao a aplicacao

T:S'xR—S'xR : T(z,y):= (f(x),S(z,y)) sex € Ry, (5.25)
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onde S, : Ry x IR — IR é uma aplicagao de classe C? em int (R, x IR) para todo k = 1,..., N,

95k
9y

No6s assumiremos que T' é de classe C? por partes.

e satisfaz a condicao de contracao 0 < ¢ < < (' < 1 para algum par de constantes c e C'.

Para cada aplicagao T' definida como em (5.25), a Proposi¢ao 5.11 garante a existéncia de
uma medida SRB, a qual indicaremos por pur, assim como na Se¢ao 5.3. Rams [17] prova que
a medida SRB pur é absolutamente continua sempre que o mapa T satisfaz as condigoes que
ele denomina gordura e transversalidade. Vamos entao explicar o que significa para Rams uma

aplicacao definida como em (5.25) ser gorda e transversal.

Dados n € N e & = (&,...,&,), com & € {1,..., N} para todo i = 1, ...,n, nés definimos

Re, .., = (fg_ll ©..o0 fg_nl)(sl)-
Suponha I um intervalo em IR satisfazendo que T'(S* x I) C (S x I), e seja J outro intervalo
em IR contendo estritamente o intervalo /. Considere F := S' x [ ¢ D := S! x J. Para cada
& €{1,..., N}, defina
F§1 = T(F N (R& X IR))7
e para cada & = (&1, ...,&,), com & € {1,..., N}, seja
Fél_“gn = T(F&gn N (Rg1 X IR,))

Isso define de forma indutiva uma familia de conjuntos encaixados. Uma outra familia pode

ser definida de maneira analoga usando como conjunto inicial o conjunto D. Definamos agora

para 5 = (517527 ) € ZE?
Ag = ﬂzoleglmgn. (526)

Os conjuntos A¢ correspondem as “variedades instdveis” para a transformacao 7. Rams mostra
que cada um deles é o grafico de uma funcao de S' em IR com um certa regularidade. Seja
por fim

d(&y, .., &) = meax diam (Dg, ¢, N ({2} X R)).
Estamos agora em condicoes de dar as seguintes definigoes.

Definicao 5.26. Uma aplicagio T definida como em (5.25) é dita transversal se todas as

intersecgoes entre conjuntos da forma A¢, & € X3, definidos em (5.26), o sdo.

Definicao 5.27. Uma aplica¢iao T definida como em (5.25) € dita gorda se existem constantes
K e e >0 tais que para todo n € IN e para todo (&1, ...,&,), com & € {1,..., N}, vale que

diam R, ¢, < K(d(&, ....&))"

O principal resultado de [17] é o seguinte.

Teorema 5.28. Se uma aplicagao T definida como em (5.25) € gorda e transversal, a medida

SRB pur para a aplicacao T' é absolutamente continua.
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