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Resumo

Consideramos um sistema de Boussinesq do tipo KdV - KdV em um intervalo
limitado. Introduzindo condig¢oes de contorno adequadas provamos a boa colocagao
e a estabilidade exponencial das solugoes com dados iniciais pequenos.

Palavras Chaves: Sistema de Boussinesq, Estabilizacao, Korteweg - de Vries.



Abstract

A Boussinesq system of KdV - KdV type posed on a bounded interval is considered.
Introducing appropriate boundary conditions we prove the global well-posedness
together with the exponential stability of the solutions issued from small initial
data.

Key words: Boussinesq system, Stabilization, Korteweg - de Vries.
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Introducao

O sistema de Boussinesq cléssico foi obtido pela primeira vez por Boussinesq
para descrever a propagagao de ondas (de pequena amplitude) na superficie de um
canal de agua. Atualmente, ja se sabe que esse tipo de sistema, assim como suas
generalizagoes, também sao extremamente tteis quando se estuda a propagacao de
ondas em grandes lagos, oceanos, etc.

Recentemente, J. Bona, M. Chen and J.-C. Saut [5] obtiveram uma familia de

sistemas do tipo Boussinesq para descrever fenomenos da mesma natureza:

Nt + wy; + (nw>x + QWyzr — bna:act =0 ( )
1

Wt + Ny + Wy + CNyze — dw:m:t = 0.
Os parametros a, b, ¢, d € R, sao escolhidos de acordo com cada situagao fisica,

porém devem satisfazer as seguintes relacoes

1 1
a+b:—(92——> , c+d=

2
5 3 (1-6%) >0, 6€]0,1].

N | —

No que se refere ao estudo matematico desses sistemas, apenas o problema de
Cauchy tem sido sistematicamente estudado, o que inclui as propriedades de boa
colocagao [6]. Entretanto, o uso pratico do sistema de Boussinesq nao envolve
somente o problema de valor inicial, problemas envolvendo condi¢ao de contorno
aparecem com frequéncia nas aplicagoes.

Neste trabalho, onde vamos nos basear no artigo [22], estamos interessados no

decaimento exponencial da energia total associada ao sistema de Boussinesq do



tipo KdV-KdV (isto é, a = ¢ >0 e b= d =0) em um intervalo finito I = (0, L)

N+ we + (NW)e + Weee =0, 0 <z < L, t >0 )
2

W+ N + Wy + Mz =0, 0 <z < L, 1t >0

satisfazendo as condigoes de contorno

w(0,t) =0, w,(0,t) = an.(0,t), we(0,8) =0, >0

w(L,t) = aon(L,t), wy(L,t) = —cqn(L,t), wee(L,t) = —ane(L,t), t >0
(3)

e as condigoes iniciais

77($70> = TIO(‘r)a O<z<L
(4)
w(z,0) =we(z), 0 <z < L.

Em (3), ap, a1 e ag denotam constantes reais nao negativas. Por simplicidade,
assumimos que a = ¢ = 1. Também é esperado que o sistema KdV-KdV admita
solugoes globais em R e que também possua boas propriedades de controle no toro
[19].

Observemos que, multiplicando a primeira equagao de (2) por 7, a segunda

equagao por w, integrando em (0, L) e somando os resultados, obtemos (formal-

mente)

d
EE@) = —CY2|77(L7t)|2 - a1|nx(La t)|2 - 040|77m(07 t)|2

1 L
~3Wl@oF - [ whnds,
0

onde E(t) := %fOL(|77|2 + |w|?) dx é a energia total associada ao sistema (2).
Portanto, é possivel observar que as condigdes de contorno (3) atuam como um

mecanismo dissipativo, pelo menos para o sistema linear, visto que os dois tltimos



termos nao aparecem na derivada da energia do problema linear. Logo, surgem as

seguintes perguntas naturais:

e E(t) — 0, quando t — 4007

e Se este for o caso, podemos determinar uma taxa de decaimento?

O Teorema Central deste trabalho foi provado em [22] e nos d4 uma resposta para

estas perguntas e sera enunciado a seguir.

Teorema 0.0.1. Assuma que ag >0, a3 >0 e as = 1. Entao, existem constan-
tesp>0, C>0 e p>0, tais que, para quaisquer (ny,wo) € [L*(I)]* com
| (10, wo) 22 < p, o sistema (2) - (4) admite uma tnica solugao

(n,w) € CRF; [L*(1)]*) N CR*5 [HY(D)]?) N L0, 1; [HY(I)]*) que satisfaz

1(n, ) (O lz2(ny2 < Ce™* (0, wo)lliz2(ryz, Yt >0, (5)
6fat
[, w) () |z (ryz < € 7 (10, wo)lliz2(ryz, ¥t >0, Va € (0, ). (6)

O principal interesse no Teorema acima esta no fato de que, com as condigoes
de contorno propostas em (3), a estabilizacao é vélida para qualquer comprimento
do dominio, ao passo que em [18] e [24], por exemplo, provou - se que, sob condigoes
de contorno homogéneas, o decaimento das solugoes do sistema linear nao ocorre
para alguns valores criticos do comprimento do intervalo (0, L). Esse fato pode ser
facilmente comprovado se considerarmos a mudanca de variavel v =n+w e u =
n — w. Nesse caso, o sistema (2) é transformado em um sistema acoplado de duas
equacoes de Korteweg-de Vries nao lineares:

Ut 4 Vg + Vagw + 1 [(v — 0) (v + )]s + F(v — ) (v — u), =0,

Up — Uy — Ugge + 2[(v — w) (v + u)]; — (v —w)(v —u), = 0.



Logo, as condigoes de contorno v(0,t) = v(L,t) = v,(L,t) =0 e u(0,t) =u(L,t) =
uz(L,t) = 0, aparentemente mais naturais para esse tipo de sistema, garantem a
existéncia de solugao global, mas o decaimento exponencial da energia associada
ao problema linear nao ocorre para alguns valores de L.

A prova do Teorema 0.0.1 é obtida da seguinte maneira: Primeiro estudamos
o sistema linear para deduzir algumas estimativas a priori e o decaimento expo-
nencial das solucoes na norma L2 Estabelecemos o efeito regularizante de Kato
usando o método dos multiplicadores, enquanto o decaimento exponencial é ob-
tido com a ajuda de alguns argumentos de compacidade que reduz o trabalho a
um problema espectral (Ver, por exemplo, [24]). Com essas estimativas, provamos
a boa colocacao global e a estabilidade exponencial das solucoes do sistema nao
linear partindo de dados iniciais pequenos em [L?(I)]%. A idéia central consiste em
combinar o efeito regularizante de Kato e a taxa de decaimento das solugdes em
[H'(I)]? para estabelecer uma estimativa pontual e, entdo, aplicar o Teorema do

Ponto Fixo de Banach no espaco
F:={U=(n,w) € CR"; [H'(D]); ||e“tU(t)]|Loo(R+;[H1(I)]2) < 00},

onde p > 0, sera determinado posteriormente.

Vale ressaltar que devido a falta de estimativas a priori na norma de [L*(1)]?,
a questao da existéncia global de solugoes é dificil de resolver. Entretanto, a
existéncia global juntamente com a estabilidade exponencial podem ser estabe-
lecidas para dados iniciais suficientemente pequenos. Para este propédsito, o efeito
regularizante de Kato e a taxa de decaimento exponencial em X; sao combinados

em uma estimativa pontual no tempo.



A andlise descrita acima foi organizada da seguinte maneira: No Capitulo 1,
estao algumas defini¢oes e alguns resultados importantes que serao utilizados ao
longo do trabalho. No Capitulo 2, estudamos o sistema linear para deduzirmos
algumas estimativas a priori, o decaimento da solucao deste sistema e o efeito
regularizante de Kato. No Capitulo 3, voltamos ao problema inicial usando os
resultados do Capitulo 2 para estabelecermos uma estimativa pontual que serd a
chave para provarmos a boa colocagao do problema e a estabilidade exponencial
das solugoes com dados iniciais pequenos em [L?(I)]?. Provamos, entao, o Teorema

central deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos algumas defini¢oes e enunciaremos alguns resultados rele-

vantes que serao uteis posteriormente.

1.1 Espaco das Distribuicoes

Definicao: Seja ¢ : @ C R" — R, uma funcao continua, onde {2 é um aberto.
Definimos suporte de ¢ como o fecho em {2 do conjunto dos pontos de €2 onde ¢

nao se anula. Vamos denotar o suporte de ¢ por supp(p). Logo, temos

supp(p) = {x € & p(x) # 0},

Definigao: Representamos por C§°(§2) o espago vetorial das fungoes de classe
C*> em (), que possuem suporte compacto em 2.
Dizemos que uma sequéncia de fungoes (p,)nen em C§°(£2) converge para ¢

em C3°(Q2), quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Existe um subconjunto compacto K C €, tal que supp(p,) C K, Vn €



N, e supp(p) C K;
i) gpg) — V) uniformemente, para todo j € N, quando n — co.

Definigao: O espaco vetorial C§°(€2), munido da nocdo de convergéncia acima,
serd denotado por D(Q2) e denominado espago das fungoes testes. Denominamos
distribuigao sobre  a toda forma linear 7' : D(£2) — R, continua com respeito a
topologia de D(€2), isto é, se (¢,) é uma sequéncia em D(£2) convergindo para ¢
em D(£2), entao

(T, on) = (T,¢), quando n — oo,

onde (T, p) representa o valor da distribui¢ao 7" na funcao teste .

Definicao: O conjunto das distribuicoes escalares sobre {2 é um espaco vetorial

real, denotado por D’(2), denominado espago das distribuigoes escalares sobre (2.
Dizemos que uma sequéncia de distribui¢oes escalares (7)) converge para a

distribuigao 7' em D'(2), quando
(Th,0) = (T, p) em R, Yy e D(2), quando n — oo.

Com esta nogao de convergéncia, D'(€2) é um espago vetorial topolégico.
Defini¢ao: Dada uma distribuigao 7" € D'(€2) e um multi-indice o = (v, ..., ) €
N", denominamos derivada distribucional de ordem |a| € N de T, como sendo a

distribuigao D*T" : D(Q2) — R, dada por

<DaT7 ()0> = (_1)‘a|<T7 Da@)? VSO € D(Q)a

olel

P— DY [C —_—
onde || = a1+ -+, e D* = T an
1 T,



1.2 Espacos de Sobolev

Definigao: Seja 2 C R™, aberto. Denotamos por LP(2), com 1 < p < 00, 0 espago
vetorial das (classes de) fungoes mensuraveis u : 2 — R, tais que |u|P é integravel

a Lebesgue em (), que, munido da norma

el iy = ( / |u<x>\de) |

é um espaco de Banach.
No caso p = oo, denotamos por L*(£2), o espago vetorial das (classes de) funcoes
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em €2, isto é, existe uma cons-

tante C' > 0, tal que
lu(x)] < C, quase sempre em ),

que, munido da norma
[[ul[ oo () = sup ess[u(z)],
e

é um espago de Banach. Em particular, se p = 2, temos que L?(Q) é um espaco de

Hilbert cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

Jull 2oy = ( / \u@)pdxf e () = [ ule)ole) de

Dizemos que uma sequéncia (¢,) em LP(€)) converge para ¢ em LP(Q) se @, —
90||Lp(g) — 0, quando n — oo, para 1 < p < oo.
Definicao: Se p e ¢ sao indices conjugados, isto é, se 110 + % = 1, entao temos que
o dual topoldgico de LP(S2), denotado por [LP(2)]', é o espago L%(12).

Além disso, se 1 < p < oo, entdo LP(Q2) é separdvel e se 1 < p < oo, LP(Q) é

reflexivo.



Lema 1.2.1. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p,q < oo, tais que %+% =

1, feLP(Q) e ge LYQ). Entio, fg e L) e

/Q F@g(@)] dz < || oyl ooy

Demonstragao: Ver [7]. [
Definicao: Sejamm € N*, e 1 < p < 0o. Definimos o espago de Sobolev de ordem
m, denotado por WP (), como sendo o espago vetorial das (classes de) fungoes
em LP(€)), para as quais suas derivadas de ordem |o|, no sentido das distribuicoes,

pertencem a LP(2), para todo 0 < |a| < m, ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q); Du € LP(Q),V 0 < |a| < m},

onde D%u denota a derivada fraca ou distribucional. O espago W™P(€2) munido

da norma

1
P
lullwmo@) = | D Dl | + se 1<p < oo,

la<m

¢ um espaco de Banach e, quando p = oo, definindo a norma

lullwmee@) = D 1Dl 1),

0<|a|<m

temos que W™>°(Q) é um espago de Banach.
Temos ainda que W™P(2) é um espago separavel se 1 < p < 0o, e reflexivo se
1 < p < oco. Em particular, se p = 2, o espago W™?(€) é um espaco de Hilbert,

separavel e reflexivo, que é denotado por
H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q),V |a| <m},

cuja norma e produto interno serao denotados, respectivamente, por

1
2

lullam@ = | D IDulZe0) | € (wo)am@ = Y (D, D) p2q).

laf<m laj<m



10

Com a estrutura topoldgica acima, temos H™(Q) — L*(Q).

Definigao: Definimos o espago Wy (§2) como sendo o fecho de D(€2) em W™P(2).
O dual topolégico do espago Wy () é representado por W="-4(Q),se 1 < p <

oo com p e ¢ indices conjugados. Se ¢ € W™4((2), entdo ¢|p(q) pertence a D'(€2).

No caso p = 2, Wy*(Q) é denotado por H*(Q), cujo dual é H-™(Q).

Teorema 1.2.2. (Teorema de Imersao) Sejam m > 1,1 <p < oo e Q C R”

um subcongunto aberto, limitado e com fronteira reqular.

1 1 1
Se-— "~ 0, entao W™P(Q) C L1(Q2), onde — = — — .
p n g p n

1
Se — — 2 =0, entdo W™(Q) C LI(2), onde g € [p,+o0).
P n
1
Se = — m < 0, entao W™P(Q) C L>®(Q),
p n

sendo as imersoes acima continuas.
Demonstragao: Ver [17]. [

Lema 1.2.3. (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 C R™ um aberto limitado
em alguma dire¢io z; de R™, ou seja, existe uma dire¢ao e; tal que |m;()| < C,
C constante, onde m; : R® — R € a projecao sobre o eixo e;. Entdao, existe uma

constante Cq > 0, tal que
ullZ2) < CallVullza ),
para qualquer u € HJ ().
Demonstragao: Ver [17]. [

Observagao 1.2.1. Pela desigualdade de Poincaré, mostra-se que as normas ||u|| g (o)

e ||Vullr2) sdo equivalentes em H)(S).
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Teorema 1.2.4. (Rellich - Kondrachov) Seja Q) C R" um subconjunto aberto,

limitado e com fronteira reqular.

2
Sen > 2m, entao H™(Q) <. LP(2), onde p € ll, n {;
n—2m
Sen =2m, entio H™(Q) —. LP(Q2), onde p € [1,4+00);
Sen < 2m, entio H™(Q) <. C*(2), onde k ¢é um inteiro ndio negativo tal que

kE<m—(5)<k+1,

onde as tmersoes acima sao compactas.
Demonstracao: Ver [7]. [

Teorema 1.2.5. (Teorema do Traco) Seja Q@ C R™ um conjunto aberto li-
mitado de classe O™ com fronteira I'. Entdo existe uma aplicagdo tragco v =

(Y0, V15 -y Ym—1), de H™(Q2) em (L*(Q))™, tal que

i) Se v € C>(Q), entdo y(v) = v|r,71(v) = 8%[r, e Y1 (v) = g;n;iﬂp, onde

v € o vetor normal unitdrio exterior a fronteira I.

m—1
i) A imagem de 7y € o espago H H™ =V,
=0
13) O nicleo de v é H' ().
Demonstragao: Ver [12]. ]

1.3 Interpolacao de Espacos de Hilbert

Sejam X e Y espacos de Hilbert separaveis, tais que X < Y, com imersao
continua e densa. Sejam (-,-)x e (-, )y os produtos internos em X e Y, respecti-
vamente.

Indicaremos por D(S), o conjunto das fungbes u, definidas em X, tais que a
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aplicagdo v — (u,v)yx, v € X, é continua na topologia induzida por Y. Entao,
(Su,v)y = (u,v)x define S, como sendo um operador ilimitado em Y, com dominio
D(S), denso em Y.

Assim, temos que S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando
a decomposicao espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, 6 € R.
Em particular, usaremos A := S 2. 0 operador A é auto-adjunto, positivo definido

em Y, com dominio X e
(u,v)x = (Au, Av)y, Y u,v € X.
Definigao: Com as hipdéteses acima, definimos o espaco intermediério
[X,Y]p:=D(A"™"), 0€]0,1],
onde D(A'?) representa o dominio de A=Y, munido da norma
lullper = (lully + 14 ully)
Temos as seguintes propriedades:
. X = [X,Y]p—=Y;
2. lullpcyyy < ullilullf, ¥ ue X;
3. Se 0 <6y <0 <1,entdo [X,Y]s, — [X,Y]o;
4. [[X, Yoo, [X, Yoy ]g = [X. Y](1-0)00+00, -

Para a demonstracao desses e outros fatos, ver [15].
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1.4 Espagos LP(0,T; X)

Definigao: Sejam X espago de Banach e T' > 0. Denotamos por LF(0,7;X), 1 <
p < 00, o espago vetorial das (classes de) fungoes u : (0,7) — X, fortemente

mensuraveis, tais que a fungao ¢t — ||u(t)||% ¢é integravel a Lebesgue em (0,7"), que,

T 7
lll oo = ( [ s dx) ,
0

¢ um espaco de Banach. No caso p = 2 e X um espago de Hilbert, o espaco

munido da norma

L*(0,T; X) é, também, um espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(11, 0) 0730) = /0 (), o(t)) x dt.

Se p = 00, denotamos por L>(0,7"; X), o espaco vetorial das (classes de) fungoes
u:(0,T) — X, fortemente mensuraveis, tais que a funcao t — |lu(t)||x pertenca a

L*>(0,T), que, munido com a norma

[ullzorix) = sup essflu(t)]x,
te(0,T)

¢ um espaco de Banach.
Além disso, quando X ¢é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, temos que LP(0,7; X)
¢ um espaco reflexivo e separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de

Banach L?(0,7; X'), onde p e ¢ sdo indices conjugados e X’ é o dual de X.
Teorema 1.4.1. (Aubin-Lions) Sejam By, B e B, espacos de Banach tais que
BO e B — Bl,

onde By e By sao reflerivos, — denota imersao continua e <., imersao compacta.

Defina W = {u € L*(0,T; By);u' € L9(0,T;By)}, onde 1 < p,q < oo e T < o0,
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munido da norma
[ullw = llullzer:0) + 14 | Lao.1:3,)-

Entao W € um espago de Banach e W <. L*(0,T; B).
Demonstragao: Ver [14]. [

Observagao 1.4.1. Note que, pelo Teorema de Aubin-Lions, temos o sequinte re-
sultado:

Se (Un)nen € uma sequéncia limitada em L*(0,T; By) e (ul,)nen € uma sequéncia
limitada em L?(0,T; By), entdo (up)nen € limitada em W, donde existe uma sub-
sequéncia (un, )ren de (Un)nen, tal que u,, — u, forte em L*(0,T;B), quando

k — oo.

Definicao: Sejam X espaco de Banach e T" > 0. Entao definimos o espaco das
fungoes fracamente continuas como sendo o espago vetorial das (classes de) fungoes
u e L>(0,T; X), tais que, u : [0,7] — X e a aplicagdo t — (@, u(t)) é continua de

[0,7] em R, Vo € X’ = L(X;R). Este espago serd denotado por C,([0,T]; X).

Teorema 1.4.2. Sejam X e Y espacos de Banach tais que, X — Y e X reflexivo.

Entao temos

L®(0,T; X) N C.([0,T);Y) = O, ([0, T]; X).

Demonstragao: Ver [27]. [

1.5 Alguns Resultados Importantes

Teorema 1.5.1. (Ponto Fixo de Banach) Sejam E um espago de Banach e

F C E um subespago fechado de E. Se f: F — F é uma contragao, entao existe
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um unico z € F, tal que f(z) = z.
Demonstragao: Ver [25]. [

Teorema 1.5.2. Seja X um espago normado e B1(0) C X, a bola fechada unitdria.

Entao, By(0) € compacta se, e somente se, X possui dimensao finita.
Demonstragao: Ver [7]. [ |

Teorema 1.5.3. Se X € um espaco vetorial normado e M é um subespaco de X

de dimensao finita, entdo M € fechado.
Demonstracao: Ver [2]. [

Teorema 1.5.4. (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam (f,) uma

sequéncia de fungoes mensurdveis de Q em X, f:Q — X e g e LY(Q). Se

|fu(z)] < g(x), quase sempre em Q,Vn € N

e
nh_)r{)lo fu(z) = f(), quase sempre em €,
entao,
lim fn(x)da::/f(x)dx
n—ee Ja Q
Demonstragao: Ver [10]. [ |

Lema 1.5.5. (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0 e p,q > 0, tais que

1,1 _ ~
1—)—1—5*1. Entao,
Pob
abga——i-—.
p q

Demonstragao: Ver [10]. [
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1.6 Teoria de Semigrupos

Definigao: Seja X um espaco de Banach. Uma aplicagao S : RT — £(X) é um

semigrupo de operadores lineares limitados de X, se

i) S(0) =1, onde I é a aplicacao identidade do espago X;

i) S(t+s) = S(t)S(s), Vt,s € RT.

Dizemos que S é de classe Cj, ou fortemente continuo, se
tl_i)r(r)1+ ISt)x — z||x =0, V€ X.

Dizemos que S é uniformemente continuo se

lim [|S(t) — I|| = 0.

t—0t+

Teorema 1.6.1. Se (S(t))i>0 € um semigrupo de classe Cy, entdo existem cons-

tantes w > 0 e M > 1, tais que
1S(t)]| < Me*', Wt > 0.
Demonstragao: Ver [23]. [

Corolério 1.6.2. Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy. Entdo, para cada
x € X, a aplicagcao

t— S(t)x

¢ continua. FEquivalentemente, para cada x € X,

lim S(t)z = S(s)x, Vt,s € RT.

t—s
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Demonstragao: Ver [23]. |
Definicao: Se ||S(t)|| <1, Vt >0, dizemos que S ¢ um semigrupo de contragoes.

Definicao: O operador A definido por

D(A) = {x € X; lim % existe}

h—0t

Az = lim M

h—0t h ’

¢ chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.

Observagao 1.6.1. Note que A € um operador linear e D(A) é um subespago de

X.

Teorema 1.6.3. Seja (S(t))i>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infi-

nitesimal. Entao,

t+h

i) liml S(s)xds = S(t)z, Yz e X,

h—0 h h
i) /tS(s):Uds €ED(A), Ve X, e A (/t S(s)xds) =S(t)r — x;
i1) Para todo x € D(A), S(t)r € D(A) e iS(t)a: = AS(t)x = S(t)Ax;

dt

t ¢
tv) Para todo x € D(A), S(t)x — S(s)x = / AS(T)xdr = / S(T)Azdr.

0 0
Demonstragao: Ver [23]. [

Corolario 1.6.4. Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C,

entio A € fechado e D(A) = X.

Demonstragao: Ver [23]. [
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Proposicao 1.6.5. Um operador fechado com dominio denso é o gerador infinite-

simal de, no maximo, um semigrupo de classe Cj.

Demonstracao: Ver [11]. [
Defini¢ao: Sejam X espago de Banach, X* o dual de X e (-,-) a dualidade entre

X e X*. Para cada x € X, defina

J(z) = {a" € X*; (z,27) = [|2[l% = [l="[I%-}-

Note que, pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) # (), Va € X.

Defini¢ao: Uma aplicacao dualidade é uma aplicagdo j : X — X*, tal que j(z) €
J(x), Yo € X, ouseja, (z,j(x)) = ||z = [j(z)].

Defini¢ao: Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X é dissipativo se,

para alguma aplicagao dualidade 7,
Re(Ax, j(x)) <0, Yz € D(A).
Se, além disso, existir A > 0, tal que Im(A — A) = X, entdo dizemos que A é
m-dissipativo.
Observagao: Se X é um espago de Hilbert, entao dizemos que A : D(A) C X — X

é dissipativo se

Re(Ax,x) <0, Yz € D(A).

Notagao: Dizemos que A € G(M,w), quando A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe Cy, S, que satisfaz
IS < Me®!, vt > 0.

Teorema 1.6.6. (Lumer - Phillips)

A€ G(1,0) se, e somente se, A é m-dissipativo e possui dominio denso em X.



19

Demonstragao: Ver em [23]. |

Proposicao 1.6.7. Seja A : D(A) C X — X um operador linear de X, espaco

de Banach. Se D(A) = X, A e A* sao dissipativos e A é fechado (condi¢do

equivalente a A*™ = A), entao A € G(1,0).

Demonstragao: Ver [23]. |

1.7 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X espaco de Banach, A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um
semigrupo de classe Cy, (S(t))i0, € f € L'(0,T; X).
Dado up € D(A), o problema de Cauchy Abstrato consiste em determinar uma

fungao u(t), tal que
d
ity = Auft), t>0
dt (1.1)
u(0) = uo.
Defini¢ao: Dizemos que u ¢ solugao classica (ou forte) de (1.1) em [0, 4+00), se u

satisfaz (1.1) e u € C(R™; D(A)) N CH(RT; X).

Teorema 1.7.1. Se A € G(M,w) e uyp € D(A), o problema (1.1) possui uma

unica solucao cldssica.

Demonstragao: Ver [11]. [ |

Considere, agora, o seguinte problema

Ccll_;‘(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0 (1.2)

u(0) = up € X.
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Definigao: Uma funcdo u : [0,+00) — X ¢é uma solugao classica de (1.2) em
0, +00) se u satisfaz (1.2) em [0,400) e se u € C(R; D(A)) N CHR'; X). Uma

funcao u € C([0,77]; X), dada por

u(t) = S(t)uo + / S(t— 8)f (s, uls)) ds,

¢ chamada de mild solution ou solugao generalizada de (1.2) em [0, 7.

Note que se f =0, entao u(t) = S(t)ug, up € X, é a mild solution de (1.1).

Teorema 1.7.2. Seja f:[0,+00) x X — X wuma funcao continua em t. Suponha

que, para cada T > 0, existe uma constante L = L(T), tal que

1F(t2) = Ft )l < Lz —yll,

Ve,y € X eVt € [0,7]. Entdo, para cada vy € X, (1.2) possui uma tnica
mild solution uw € C([0,7]; X). Além disso, a aplica¢io ug — u é continua de

X em C([0,7]; X).

Demonstragao: Ver [11]. |



Capitulo 2

O problema linear

Neste capitulo, estabelecemos uma série de estimativas a priori que serao usadas
posteriormente. Para comegar, vamos aplicar a Teoria Cléassica de Semigrupos para

provar a existéncia e unicidade de solucoes do sistema linear
M+ We +Wepe =0, 0<x <L, t>0 (2.1)
Wi+ Me+Mewe =0, 0< < L, t >0, (2.2)

com condigoes de fronteira
w(0,t) =0, we(0,t) = apne(0,t), wee(0,8) =0, t >0

w(L,t) = aon(L,t), we(L,t) = —ayn.(L,t), wee(L,t) = —aone(L,t), t >0

(2.3)
e condigoes iniciais
n(x,0) =no(z), 0 <x <L
(2.4)
w(z,0) = wy(z), 0 <z < L.
Considere X, = [L*(I)]?, onde I = (0,L) com seu produto interno usual e o

operador
A:D(A) C Xo — Xo

21
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com dominio

e definido por

A(U; (,U) = (_wx — Weaz, — Nz — nwmx)

Observacao 2.0.1. Para descrever o dominio do operador A, temos que analisar

o problema de determinar (n,w) satisfazendo

(nvw) € XOa A(n7w) = (fa g) € X(),

com as condi¢oes de contorno acima. Uma andlise semelhante a esta foi feita no

Lema 2.0.8

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.0.3. Sea; > 0,1 =0,1,2, entdo A gera um semigrupo de contragoes

lineares de classe Cy, (S(t))i>0, em Xo.

Demonstracgao: A idéia da demonstracao é utilizar a Proposicao 1.6.7.

Note que D(A) = X, pois C®(I) = L*(I), C=(I) x C=(I) C D(A) e

Co(I)x Cx(I) = L*(I) x L*(I) = Xo. Vamos provar agora que A e A* sao
dissipativos.
Primeiro, vamos definir D(A*) e A*. Note que, por definigao, A* é tal que (y, Az) =

(A*y,x),Vo € D(A) e Vy € D(A*). Logo, dados (f,g) € D(A) e (u,v) € X, temos
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que

<(ua U)a A(fa g))Xo = <(u, U)a (_gx — Gxaz, _fx - f:c:r:a:))Xo
= <U, —0z — gxzx>L2(]) + <U, _fa: - fxwm)LQ(I)
L L L L
/0 ugdx /o UGprrdT /0 v fedx /0 U frzedx
L L
— —toulf = [ guade) = (geculf = [ g
L L
_<fU|OL - /0 Juzdz) — (fmU|OL - /0 JeaVad)
L
L ’ L
[ guttde) = FLp() + [ fundo — ol
0 0
L
L d
“fornlf = [ frvasda)
L
= —o(DL)+ [ gude = g Dpu(E) + gl
L L
L
0
L L
0 0
—Gue(L)u(L) + gatia]g — 9(L)ta(L) — f(L)v(L)

_facacv|0L + fxvx|€ — f(L)vee (L) + f(0)v22(0).

Como (f,g) € D(A), temos que

(w0 Ay = [ gl + o [ ot vn)ds = aaf (Du(D)
+a2f:c:c(L)u(L) - alfl’(L)um(L) - aOf:c(O)u:c(O) - a2f(L)ux:c(L)

+£(0)v22(0).
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Logo,

D(AY) = {(u,v) € [H})]* v(0) =0,v(L) = aou(L), v,(0) = —au,(0),

A" D(A*) C Xog— Xo
é dado por
A*(U, U) = (U:J: + Vpga, Ug + umxm)

Por um processo andlogo a esse, podemos mostrar que
kok
A = A,

ou seja, A é fechado.

Agora vamos mostrar que A é dissipativo. Seja (n,w) € D(A). Logo,

<A(777 w), (777 W)>X0 - <(_w93 — Wagg, Tz — nzzz)v (777 w)>X0
= <_w:v — Weza, 7]>L2(I) + <_7733 - nx2m7w>L2(I)
L L L L
= —/ wyndr — / WezeNdr — / Npwdr — / NezzwWdT
0 0 0 0
L L
= —(W?ﬂg - / andx> - (wmn’g - / wm%dl’)
0 0
L L
—/ Newdx — (nmw\OL — / NeeWedx)
0 0 .
= —w(DL) =l D0(L) + (el — [ o)
0
L
—w(L)ne (L) + / NeaWzdx
0
= —w(L)n(L) — wee (L)N(L) + wae(L)n: (L) — we(0)n.(0)

_w(L)n:c:B(L)
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= —aa|n(L)]* + e (L)n(L) — a1 |na(L)|* — aolna(0)[?
_OCQU(L)UJCJC(L)

= —aan(L)]* = ar|n.(L)|* = aoln.(0)]* < 0.
De forma andloga, temos que para quaisquer (u,v) € D(A*),

(A" (u,0), (u,v)) = —azlu(L)]* — arfus(L)|* — aolus (0)* < 0.

Assim, A e A* sdo dissipativos. Portanto, como D(A) = X, e A é fechado, temos
que A € G(1,0). |

Como consequéncia do resultado acima, temos o seguinte Teorema:

Teorema 2.0.4. Se (n9,wo) € D(A), o sistema (2.1) - (2.4) possui uma iUnica
solugdo cldssica. Se (ny,wp) € X, o sistema (2.1) - (2.4) possui uma tinica mild

solution.

Demonstracao: Observe que, com as notagoes anteriores, o sistema (2.1) - (2.4)

pode ser reescrito como

dU
(=AU, t>0
U(O) = Uy,

onde U = (n,w) e Uy = (no,wo). Logo, o resultado é obtido aplicando a Proposigao
2.0.3, o Teorema 1.7.1 e o Teorema 1.7.2 (f =0). |

A préxima Proposigao nos fornece estimativas tteis para a solucao de (2.1) -
(2.4). As duas primeiras sao estimativas de energia padrao, enquanto a ultima

revela o efeito regularizante de Kato.
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Proposigao 2.0.5. Sejam (no,wo) € Xo e (n,w) = S(-)(no,wo). Entao, para todo

T >0,

/0 (I0(@)? + fwo () ) — / (. T)P + fole, T)P)de

—2 / {aln(L, )P + cane (L. £) + ol (0, D[}t (2.5)
z / (In0(2)? + Jwolz / / (P + wf?)dedt
n / (T — t){asn(L, ) + crn (L ) + aolma (0, )]} (2.6)

Se, além disso, ag = 1, entao (n,w) € L*(0,T;[H'(I)]?) e
17, W)l z2 0,251 02y < Cll (0, wo) [ x5 (2.7)
onde C = C(T) € uma constante positiva.

Demonstracao: Seja (19,wp) € D(A). Multiplicando a equagao (2.1) por n, a
equagao (2.2) por w, somando os resultados e integrando em (0, L) x (0,7, temos

que

L T L T L T
0 = / / nmdtda:Jr/ / wmndtdx+/ / WageN dtdx
o Jo o Jo o Jo
L T L T L T
+/ / wtwdtdx+/ / nxwdtdx—i—/ / Nezaw dtdx
o Jo o Jo
oo T L
= / / 28t|77|2dtdx+ /0 my|0dt—/ / wn, dxdt)
(/0 Waene dt — //wmnzdxdt // 2at|w|2dtdx
/ / new dtdz + / Neaw]|d dt—/ / Nezwy dxdt)
0
= 3 b s [ ontbar- ([ wnlba

/ / Wy Nee dzdt) / / NeaWy drdt
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I I
= 5 [ @ DP 4w TP e = 5 [ (ol + ) da
0 0
T T T
+ / (L, (L, 1) db — / wn( L )na( L, 1) dt + / 0y (0, )0 (0, ) dt
0 0 0
1 [ 1 [
= 3 e DP + e PPz =5 [l + e do

T T
+/ 042\77(L,t)| dt+/ 041]7733(L,t)\2dt+/ ao\nx(O,t)\th.
0 0 0

Assim,

3] P+l do = [t TOF + ol TP o) =

T
/ az|n(L, t)|* + anlns (L, 1)]* + aoln. (0, 1) dt,
0

o que prova (2.5). Para provar (2.6), multiplicamos (2.1) por (T" — t)n, (2.2) por
(T — t)w, somamos as duas identidades e integramos em (0, L) x (0,7"). Logo, se

(10, wo) € D(A),

T L T L T L
/ / (T — t)myn dxdt + / / (T — t)w,n dxdt + / / (T — t)wypen dxdt
o Jo o Jo o Jo
T L T L T L
+/ / (T — t)wyw dxdt + / / (T — t)n,w dxdt + / / (T — t)Nggewdzdt = 0.
o Jo o Jo o Jo

E, entao, como

T T 1 T
/ (T — tynndt = / (T~ )5 o Pt = ST -0l + / inf? dt,

temos que

1 L 1 L T T
3| e —ofae s [0 [ P+ ([ @ = el
/ / T — tyn, didz) + ( /( ecnan|E dt — / / T ), dide)
/ lw|2(T — t)|E do + = / / |w|? dtdx) + / / T — t)nw dzdt
+( /0 (T — ) el dt — / / t)Npaty dadt)
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T L 1 L pT
— =g [ PP [ o deda
2 0 2 0 0

+ / T (D (L) i+ / YT D (L (L) d

) (/OT(T_t)wznz|édt_/T/L(T—t)wxnwxdl'dt>

T
+/ (T — t)Nau (L, t)w (L, t) dt—/ / T — t)Ngaw, dzdt
= ——/ 0?4 |wol|* dx + = / / In|® + |w|? dtdzx
b [0 Dl O — a2 00, 0) + (L. OF + a0,
0

+aon(L, t)ne, (L, 1)} dt.

Assim,

T
[ ok ayae = 5 [ [ o o) i
0

+LA(—QMM@ﬁF+mm@ﬁmem@ﬂﬁ,

o que prova (2.6).
Finalmente, vamos provar (2.7).

Multiplicando (2.1) por zw, (2.2) por a7, integrando em (0, L) x (0,7") e somando

os resultados, obtemos

L T L T L T
/ / rmw dtdx + / / Twew dtdx + / / TWypaw dtdx
o Jo o Jo o Jo
L T L T L T
+ / / xwn dtdx + / / xn.n dtdx + / / TNz dtdr = 0.
o Jo o Jo o Jo

Como w,w = 1-2|w[?, segue que

/OL/OT( dtd;z:—l—/OL/OT

L T
+ / / T(WegeW + Nazan) dtdz = 0. (2.8)
o Jo

(lw|* + [n]?). dtdx

MI&
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Por outro lado, fazendo integragoes por partes e usando a férmula

0 1

WrzzW = %(wxmw - §|w$’2)7

obtemos

/ / T(WepeW + Nezen) dtdz = / / — (WaaW + Nl — (|cu9[;]2 + [12]?)) dtdz

= / [me + Moz — (|Wr’2 + |77x| dt - / / WazW + Mgzl — |Ww‘2
0

Il dedi
T 1 2 1 2
- / Ll )L, 8) 4 ea (L 0L 1) = (B0 = Sl L 1))
0
2 2 3 2 3 2
- (wxww—i“wx‘ +77x:c77+’77x’ __‘wx| __‘7796‘ )dtdx
T L
- / (—Lx3en (L (L. 1) + Lnes (L. (L. 1) — Zdlna (L. 1)
0
T T
(L t>|>dt—/< >|0dt—/0 (o)
/ / (loal + o) dtde
- / / (Jwe|? + [72]?) dtda:—l—/ L(1 — a3)ne (L, t)n(L, t) dt
T
- / Lo DL e~ / oL, (L) dt — / ne(L (L. t) dt
T
+/ n:(0,6)n(0,t) dt

3

T L
— 2/ \wm|2 + |ne|?) dtdx + L(1 — a2)/ Nez (L, O)n(L, t) dt
0

L T
Et e [ mworacs [ oo - [ o
0 0
T
+ [ noan0.0a
0
- / / (a2 + Imel?) dtd:c+<a1a2—1> / oL Oyn(L, 1) dt
0
L 2
+ nm(o )n(0, t)dt—E(ozlJrl \nm (L, t)|*dt
0

ro(-ad) [ (Lo On(L, ) dt.
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Logo,

L T 3 T L
/ / (arat + D) bz — / / (loa? + [a]?) e
0 0 2 0 0

—i—(alag—l)/o ne(L,t)n(L,t)dt + / nz(0,t)n(0,t) dt

0

T
i+ / (L2 dt + L(1 - ad) / nea (L (L 1) dt. (2.9)
0

Note que, pela Desigualdade de Young e pelo Teorema 1.2.5, temos que, para todo

0 >0,

/OTU(O,t)nx(O,t)dt _ /OT(ﬂ(s)n(o,t)) (%ngg((),t)) dt
< /T (577(0 1)’ +77§(2(35 t)) »

< 015/ / n+n2) dtdx—i—% nx(O,t)dt,(ZlO)

onde C é uma constante positiva. Logo, tomando ¢ > 0 de tal forma que C;d < %,

temos

T 1 T
/ n(0,t)n.(0,t) dt < = / / n? +n?) drvdt + — 55 ni(O,t) dt
0

e, assumindo que ay = 1, de (2.9), obtemos

/ / T(WagaW + Nyzan) dtdx = / / (|wa|® + [72)?) dtdx

+(a1—1)/0 n.(L,t)n(L,t)dt + / 12 (0, t)n(0, t)dt—g(ozl—irl / n.(L, 1)) dt.

0

Logo, por (2.8), temos

// z(nw); dxdt—l—// (W +n?), dodt + = //w—i—nz ) dzxdt

+(ag — 1)/ n(L, t)n.(L,t) dt+/ n(0,t)n.(0,t) dt — g(al +1) / In.(L,)|*dt = 0,

0 0
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T L
g/ /(wg—l—nﬁ)dajdt / / x(nw)y dxdt—/ / (w? 4+ 1?), dadt
o Jo

(a1 —1) / n(Ltna (L, 1) di — / 00, (0. 0)dt + (02 + 1) / ne(L. 1) dt.

Assim,

0

3 T prL L T.ZTJ
3| [ereaa = = [anofae— [ 56t a

L

o0} +1)/0 (L) dt. (2.11)

dodt — (al—l)/OTn(L,t)nx(L,t) dt—/OTn(O,t)nx(O,t) dt

Agora, vamos estimar os termos que aparecem no lado direito da identidade acima.

/T /L (W2+772
[ ]
0 0 2

onde

> dadt < /0 " B(0)di = TE(0),

E(t) = /OL (wg;ﬂﬁ) dx

¢é a energia total associada ao sistema;

.—/0 S+ )|y dt = —/ 2(L,t) +n*(L, t))dt:—L/OTnQ(L,t)dt,

pelas condicoes de fronteira;

L
. / ()1 do
0

IA

IA

IN

- /0 (e, T, T) do + /0 " eno@heole) do

L I ) )
L[ e Dt e+ [ (B
L/L (|n(x’T)|2+ |“’<=/’%T)|2) da:—i-L/L <M> d
2 2
0 0

LE(T)+L/ (”O; )d < 2LE(0),

0
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pois a energia ¢ dissipativa;

« (a1 / (Lt dt < Jag — 1 / In(L,0)||na(L, 1)) dt

ar—1| (T
< Bl op + o) a
0

Procedendo como em (2.10), temos

. / 00,60, 1) dt < / 0(0, )20, )] dt

IN

1 T rL 1 T
3| [ Ry s 5 [ mo.opa

= //]nx|2d:cdt+ //|77]2da:dt

2
[ R

T 1 T
—/ / ngdxdwr/ E0)dt+ — [ [n.(0,t)]*dt
1 T L 1 T
= TE(0) + = 2 dxdt (0, 1)|? dt.
O+3 [ [ st g [ om0

Assim, os termos de fronteira (em x) podem ser estimados como segue

IN

L T T T
(o3 +1) / 2L, 8) dt — (on — 1) / 0(L, e (L) dt — / 00, 11,0, 1) dt
0 0 0
—/Tz(uﬂ—i- 2)|Ldt
; 9 7 )lo
2
EM/ n(Ltdt+ |/ n(L, )2 dt
0

2 (0%}

-1 T
jon = 1] / a1 |n. (L, 1)]? dt+TE(O)+—/ / 02 dwdt

T

1
+T ao|n.(0,1)|* dt

T L T
05 [ [ addedts K [ (n(LOP + Lo
0 0 0

+ao|n2(0,1)[?) dt,

IN

IN

L(a1+1) laa—1] | —1]
' 201 0 2 ’Q(Sa

onde K := max{=5 } > 0. Combinando as estimativas acima
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com (2.11), obtém-se

3 (T (L 1 (T L
5 / / (w? +n2)dxdt < 2LE(0) +TE(0) + TE(0) + 3 / / n? dxdt
o Jo o Jo

T
+K/ (In(L, ) + ol (L, )* + aolne(0,1)[%) dt.
0

Logo, por (2.5), temos

T L K L
/ /(w§+n§)da;dt+ < (2L+2T)E(0)+3/ (Im0]? + |wol?) dx
0 0 0

K

7 (In(w T)f* + |w(@, T)|*) dz

< (2L +2T + K)E(0).

Tomando C) := (2L 4 2T + K), obtemos a seguinte estimativa

T L L 2 2
/ / (w2 +n2)dedt < C1E(0) = 01/ (M) dx. (2.12)
o Jo 0

Portanto, temos, por (2.6) e (2.12), que

T T T
Hmwﬁmmmm%:!/ﬂ()Mpwﬁ /me ﬁ+/nw% dat

/‘/ (P + o) m&+/'/ (al? + o) dadt

_ Q/am—wmnm»2/<-4ﬂwam

0 0

ol (L ) + aolna(0,£)[*} dt

T L
+/ / (|n2 + |wz|?) dxdt

o Jo

L L 2 2
T/ |770|2+’(MO’2da:+C'1/ (_‘770| —|2—|w0| ) dx

0 0

C
= (T+ 21)/ (|770|2+’W0|2) dx
0

ou seja, se C':=T + %, entao temos que

IA

1 )l z20,r ey < VI (0, w0) 1 x,-
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Pela densidade de D(A) em Xy, o resultado se estende para (no,wp) € Xo ar-
bitrario. De fato, se (19, wp) € Xo, existe uma sequéncia (n{,w() C D(A), tal que
(g, wg) — (o, wo) em Xo, quando n — +oo. Considerando (7", w™) a sequéncia
das solugbes associadas a (n{,w(), a desigualdade acima nos diz que tal sequéncia
é de Cauchy em L%*(0,T;[H'(I)]?) e, pela identidade de energia, temos o mesmo
resultado em C([0, T]; Xo). Com isso, podemos passar o limite no sistema linear e
obter uma funcao (77,@) € C([0,T]; Xo) N L0, T; [H(I)]?) que é solugao fraca do
modelo. Logo, por unicidade do limite, (7,@) = (n,w) (Ver [3]). Assim, também
podemos passar o limite em (2.5) - (2.7) e obter o resultado. O mesmo argumento,
juntamente com os argumentos usados em [4], nos permitem justificar que os ter-
mos de fronteira estao bem definidos. |

Agora estamos prontos para provar a estabilidade exponencial do sistema linear.

Teorema 2.0.6. Assuma que ag > 0, a; > 0 e ay = 1. Entdo, existem constantes
Co e po > 0, tais que para quaisquer (no,wo) € Xo, a solucdo de (2.1) - (2.4)
satisfaz

||(77(t)7w(t))||Xo < COG_MOtH(nvaO)”XO’ Vit>0. (2'13)

Demonstragao: Primeiramente, observe que basta provar que exite C' > 0, tal

que

T
1m0, o), < 0/ (In(L, ) + cu|na (L, ) + |0, 8)[*) dt. (2.14)
0

De fato, provado isso, temos que se denotarmos A(t) := |n(L,t)|> + ay|n. (L, t)]* +
o|n:(0,8)]> > 0, ¢ >0, entao
E'(t) = —A(t), A(t) >0

E(0) < C [ A(t) dt,
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onde E(t) denota a energia associada ao sistema linear. Logo, integrando em [0, 77,

temos
E(T)—-E0) = —/TA(t) dt

. _EO

< o
ou seja,

B(r) < 50) - 2 < po) - E
donde
L E(T)<FE
(1+5) B0 < EO),

E(T) < (%) E(0).

Assim, o semigrupo decai exponencialmente. Para ver este fato vamos usar o
seguinte resultado:

Se existem T >0 ey € (0,1), tais que E(T) < vE(0), entdo

De fato, é facil ver, por inducio, que E(kT) < v*E(0), k € N e como E(t) <
E(kT), para kT < t < (k+ 1)T, temos que E(t) < E(KT) < ~*E(0). Assim,
como kT <t < (k+ 1)T, temos & < k + 1, isto 6, & — 1 < k, donde +* < y(r=1,

> T

Portanto,

o que demonstra o resultado.



36

Agora, como 2~ € (0,1), entdo In(z=) < 0. Logo, I py > 0, tal que

C+1 C+1
%ln(c%l) = —p e, pelo resultado acima, temos que
1 _
B = @), < (145 ) B0
1 _
= (145 lomwolge e 20,

o que prova o Teorema 2.0.6.
Vamos provar (2.14) em trés passos:

PASSO 1: (Argumento de Compacidade-Unicidade)
Vamos argumentar por contradicao, aplicando o Argumento de Compacidade -
Unicidade (Ver [13]). Note que se (2.14) fosse falso, exitiria uma sequéncia de
dados iniciais (nf,wq) em X, tal que

L

I8l = [ (i + ) do
0
T
> n/ {In™ (L, )] + en (L, )]* + ao|n (0,1) "} dt, (2.15)

0

com

g, wi)llx, =1, YneN.

Logo, por (2.7) e (2.15), temos que

(0™, W) 2o,y 02y < Cll (g, wo)llxe = C,

ou seja,

(™, w™) = S(-)(ny,wd) é limitada em L*(0,T; [H*(I)]?).
Note que por (2.1) e (2.2),

rxrxr

n o __ n n
Wy = TN = Npgo-
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Além disso, sabemos que dada uma funcao u € L*(0,T; H}(I)), temos u,(-,t) €

LA(I), upe(-,t) € HYI) € ugee(-,t) € H2(I). Logo, a sequéncia
(n,wi) é limitada em L*(0,T;[H 2(I)]?).

Assim, como [HY(I)]? <. [L*(I)]? < [H2(1)]* e [H(I)]? e [H*(I)]* sao reflexi-

vos, temos que se denotarmos
W = {(n,w) € L*((0,7); [H'(1)]*); (1, we) € L*(0, T [H(I)])},

entao W <. L2([0,T]; Xy), pelo Teorema de Aubin-Lions. Logo, o conjunto
{(n",w");n € N} C W é relativamente compacto em L*(0,T; Xy) e, entao, (5", w")

possui uma subsequéncia, que vamos continuar denotando por (7", w™), tal que
(™, w") — (n,w) em L*(0,T; Xy), quando n — +oo. (2.16)

Note também que, por (2.6),

T g 2 2 1 ’ g 2 2
5 [ tde = 5 [ [ ) do
0 0 0
T

+ / (T = ){In" (L, OF + a0 (L, )" + aol (0, ¢)*} dt,

0

ou seja,

r 2 2 1 g k 2 2 g 2
|t riepae < g [0 ety dsai ez [ o)
0 0 0 0

ol (L, 1) + aolng (0,1)|7} dt.

Assim, segue de (2.15) e (2.16) que (n§,w{) é uma sequéncia de Cauchy em X,

donde existe (19, wp) € Xo, tal que

(6, wg) — (no,wo) em Xy, quando n — +oo.
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Por outro lado, como (", w™) é limitada em L>(0,T; [L*(1)]?) e (5, w}) é limitada

em L*(0,T;[H2(I)]?), obtemos que existe subsequéncia (7", w"), tal que
(", w") = (n,w) em C((0,T];[H(I)]*), VT > 0.
Em particular,

(n,w)(0) = Tim (n",w")(0) = lim (15,wq) = (10, wo)-

n—-+4o0o n—-+o0o

Assim, como (n,w) € L=(0,T;[L*(I)]*) N C,([0,T]; [H(I)]?), temos, pelo Teo-
rema 1.4.2, que

(n,w) € Cu([0, T]; [LX(1)]).

Consequentemente, passando o limite fraco no sistema, obtemos, por unicidade,
que

(n,w) = S(-)(no,wo) e (10, wo)llx, = 1.

Além disso, por (2.15), temos que

T L
n n n 1 n n
| A @OF + 2L OP + aonb(0.0F Ve < [+ g ) da
0 0

donde, fazendo n — 400, obtemos

T
/{M@¢W+ammawﬁ+mmaum%ﬁ=o,
0

ou seja,

n(L,-) = ana(L,-) = agn.(0,-) =0, em L*(0,T). (2.17)

Com isso, os proximos passos consistem em mostrar que o dado inicial acima é

identicamente nulo.
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PASSO 2: (Redugao a um Problema Espectral)
Vamos utilizar um argumento semelhante ao usado em [24] (Lema 3.4) e em [18]

(Lema 3.2).

Lema 2.0.7. Dado T > 0, seja Nt o espago de todos os dados iniciais (1, wp) €
Xo, tal que a solugdo correspondente (n,w) = S(-)(no,wo) de (2.1) - (2.4) sa-
tisfaga (2.17). Se Ny # 0, para algum T > 0, entdo existem A € C e (ny,wp) €

[H3(0, L; C)]?, tais que

Ao +wh +wy =0 (2.18)
Awo + 16 + 15 =0 (2.19)
wo(0) = wp(0) = wi(0) =0 (2.20)
wo(L) = wh(L) =0 (2.21)
wo (L) = —ny(L) (2.22)
aonp(0) = axny(L) = mo(L) = 0. (2.23)

Observagao: Notemos que encontrar A € C e (1, wo) € [H?(0, L; C)]?, (1o, wo) #
(0,0), significa encontrar um autovalor e um autovetor para o operador A(n,w) =
(—Wr — Wege, =N — Naxsz) associado ao problema.

Demonstragao: Vamos mostrar que:
1 — dim(Nr) < 4o0;
2 — NpC D(A)
3 — A(Nr) C Nr.

De fato, observe que, mostrado isso, A : Ny — Ny, onde Ny é a complexificacio

de Nrp, serd um operador linear definido em um espago de dimensao finita, com
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Nr # . Logo, A possuird um autovalor A € C e existird (1, wo) € [H3(0, L; C)]?,
com (ng,wp) # (0,0), satisfazendo A(no,wo) = A(n, wo), ou seja, satisfazendo (2.18)

- (2.23).

1 - Mostraremos que B;(0) é um subconjunto compacto de Ny. De fato, se (1, wy)
¢ uma sequéncia na bola unitdria {(no,wo) € Nr;||(n0,wo)llx, < 1}, podemos
utilizar o mesmo argumento usado no Passo 1 para concluir que (7§, wf) possui
uma subsequéncia convergente em Xy, ou seja, a bola unitaria é um subconjunto
compacto de Np, subespaco normado de Xj. Logo, pelo Teorema 1.5.2, N possui
dimensao finita.

2 - Primeiramente, observe que se 17 < Ty, entdao Ny, C Npy, donde dim(Np,) <

dim(Nr,). De fato, se (n9,wo) € Np,, entao a solucdo correspondente de (2.1) -

(2.4) satisfaz (2.17), ou seja, a solucdo correspondente de (2.1) - (2.4) satisfaz

n(L,-) = a1n.(L,-) = apn.(0,-) = 0 em L2(0,T2).

Em particular, como T7 < T3, a solucao correspondente também satisfaz

77(L7 ) = a177$(L7 ) = 040%(0, ) =0 em L2(07T1)7

donde (n°,w°) € Np,.

Assim, a aplicacao T' — dim(Nr), definida em R™ a valores em N, é ndo-crescente
e, entdo, existem 7" e € > 0, tais que dim(N;) = dim(Nrp),Vt € [T, T + ¢].

Vamos mostrar que Ny C D(A).

Sejam (n°,w°) € Nr, (n,w) = S(-)(n°,w"), a solugao correspondente, e 0 < t < .
Como S(7)(S(#)(n°,w?)) = S(t + t)(n°,w°), para 0 < 7 < T e (n°,u°) € Ny, =

Nr, temos que S(t)(n°,w’) € Nr, ou seja, a solugao correspondente (7,&) :=
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S()(S(t)(n°,w?)) satisfaz
ﬁ(Lv ) = O‘lﬁz(L’ ) = O‘Oﬁz(& ) =0 em L2<07 T)

Entao,

€ Np, (2.24)

e a funcao

(@) = S()

é solucao do problema e satisfaz
n(L,-) = aim,(L,") = o, (0,-) = 0 em L*(0,T).

Note, também, que

(Mo, wo) € D(A) & lim S(t)(no, wo) — (0, wo)

Jim ; existe em [L?(1)]?.
Vamos mostrar que o limite acime existe.

Defina My = {(n,@) = S(7)(10,W0); 0 < 7 < T, (1o,dp) € Nr}. Observe que
My C C([0,T]; [L*(1))?) e que dado (n,w) € My, (n,w) € HY0,T + &; [H2(I)]?).

Logo, existe o limite

o )+ = (1)

t—0+ t

= (', w)() em L*(0, T5 [H*(I)]*).

Por outro lado, por (2.24) temos

(an)(t + ) - (77,(4.))
t

€ Mr, para 0 <t < e.
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Além disso, note que dim(Mr) < oo, por um argumento andlogo ao usado para
mostrar que dim(Np) < co. Assim, temos que Mr é um subespago de

[L2(0,T; H*(I))]* que possui dimensao finita, donde My é fechado em

[L2(0,T; H2(I))]>. Logo, (n,w') € My C [C([0,T]; L*(I))]?, ou seja, (n,w) €
[CL([0,T]; L*(I))]?. Portanto, o limite

(n/7w/)(0> — lim (T],W)(t) - (TI,W)(O) — lim S(t)(UOaWO) — (TIO,W0>

t—0+ t t—0+ t ’

existe em Xy = [L2(I)]?, ou seja, (1o, wo) € D(A).
3 - De fato, como dim(Ny) < oo e Ny é um subespaco de Xy, segue que Np é

fechado em X,. Logo, dado Uy € Nr,

AU, = lim w

t—0+ t € Nr-
Portanto, A(N7) C Nr. [ |
Para chegarmos & contradigao, vamos mostrar que a tnica solucao de (2.18) - (2.23)
é a solucao identicamente nula. Com isso, por um lado, temos que o dado inicial
possui norma 1, e por outro lado, o dado inicial é identicamente nulo, o que geraria

uma contradigao.

PASSO 3: (Existéncia de solugao trivial para o Problema Espectral)

Lema 2.0.8. Seja A € C e (ny,wo) € [H*(0, L; C))* satisfazendo (2.18) - (2.23).

Entao, ng = wy = 0.
Demonstragao: De fato, seja v := 1y + wp em [0, L]. Logo, por (2.18) - (2.19) e
(2.21) - (2.23), v satisfaz a seguinte EDO

+v+0" =0

v(L) = (L) =v"(L) = 0.
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v v v
Definindo Z = | |, temos que 2/ = | ,» |, donde Z' = o ,
o " M — v

ou seja, Z satisfaz

0 1 0 0
Z'=1 0 0 1|4 ZUL)=| 0
-A =10 0
0 1 0
Logo, se F(z, Z) := 0 0 1 |Z, temos que F é Lipschitz em Z (ja que F'
-A -1 0

é linear). Entao, pelo Teorema de Picard, existe uma tinica fungao 7 : [0, L] — R3,

solucao do problema de valor inicial acima.

0

Mas, observe que Z(z) = | o |,Vx € [0, L], também é uma solucdo do mesmo

0

problema. Logo, por unicidade, v =0 em [0, L].

Assim, 179 = —wp em [0, L] e, entdo, por (2.18) e (2.20),temos que

—Awp +wh+w) =0

que tem como unica solu¢ao wy = 0. Logo, (1o, wy) = (0,0) em [0, L]. [ |
Portanto, pelo Passo 1, temos que existe (1y,wy) € Xo, com ||(n0,wo)| = 1, tal
que a solugao correspondente de (2.1) - (2.4) satisfaz (2.17), ou seja, (1o, wo) € Nr,
donde, pelo Lema 2.0.7, existem A € C e (1o, o) € [H*(0, L; C)]?, com (1), Wp) #

(0, 0) satisfazendo (2.18) - (2.23). Por outro lado, pelo Lema 2.0.8, (1, o) = (0, 0),
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o que ¢ uma contradicao. |
Observacgao: Note que se a3 = 0, o decaimento exponencial (2.13) nem sempre é
valido. De fato, quando L = § + kx, k € N¥, temos que (A, 1o, wp) := (0,sen(x —
L),0) satisfaz (2.18) - (2.23) e, além disso,

dE

% = _‘77<L7t>’2 - a0|77$(07t)| = 07

onde E(t) = %fOL(UQ + w?) dx é a energia associada ao sistema (2.1) - (2.4). Logo,
E(t) = E(0) = £, ou seja, a energia nao é dissipativa. Um fenémeno similar foi
provado em [24] para KdV.

Definicao: Para s € [0, 3], defina X como sendo o espago das fungoes (n,w) €

[H*(I)]* que satisfazem as condigoes de s - compatibilidade

w(0) = 0 e w(L)=n(L), quando % <s< g,
w(0) = 0, w(L)=n(L), &' (0) = an'(0), w(L) = —an'(L),

5
W"0) = 0, e w'(L)=—-n"(L), quando 5 <8< 3,
munido da norma Hilbertiana

1, w)]

%, = Inl qug) + |lw] ?{s(z)-

Logo, pelo Teorema 2.0.6 acima e por alguns argumentos de interpolagao de espacos,

temos o seguinte corolario:

Corolario 2.0.9. Sejam ag, a; e as como no Teorema 2.0.6. FEntao, para s €
0,3], existem Cy > 0 e ug > 0, tais que para quaisquer (ng,wo) € Xs, a solugdo

correspondente (n,w) de (2.1) - (2.4) pertence a C(R™; X) e satisfaz

In(2), w ()]

x. < Coe™H|(no, wo)]

X, - (2.25)
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Demonstragao: Primeiramente observe que, pelo Teorema 2.0.6, (2.25) ja foi

demonstrado no caso s = 0. Vamos mostrar no caso s = 3. Seja Uy = (g, wp) €

X3 = D(A) e defina U(t) = (n(t),w(t)) = St)Uy, t > 0, onde (S(t))>0 ¢ 0

semigrupo gerado por A. Logo, se V() := Uy(t), entdo V satisfaz o problema
Vi(t) = AUy(t) = AV (t)

V(0) = AU(0) = AU, =: Vj,
com AU, € X,.

Assim, pelo Teorema 2.0.6, existem constantes Cy e o > 0, tais que
IV#®)llxe < Coe™™|[Vollxo, t > 0.
Como V(t) = AU(t) e Vi = AU, temos que
AU (t)|1x, < Coe | AUs|xo, ¢ > 0.

Por outro lado, como Uy = (19,wp) € X3 = D(A) C Xo e U(t) = S(t)Uy, temos

que, pelo Teorema 2.0.6,

IU®))1x, < Coe ™| Ul x,, t > 0.

Portanto, como as normas ||U||x, e ||U||x, + ||AU||x, sdo equivalentes, concluimos

que
Ul x, < Coe™|Usl|x, + Coe™ | AUy || x, = Coe ™ (||Usll x, + [|AT0 | xo)-

donde,

1Ullx; < Coe™ Ul x,, = 0.

Assim, como X, = [Xg, X3]s, 0 < s < 3, e S(t) : Xy — X, segue da Teoria de

S
3

Interpolagao (Ver [26], Capitulo 5), que existe C > 0, satisfazendo

IU®)x, < Coe™|Uo]

Xs7



o que prova o Corolario.
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Capitulo 3

Boa colocacao e estabilidade
exponencial do problema nao

linear

Neste capitulo, voltaremos nossa atencao para a boa colocacao e propriedades de
estabilidade de (2) - (4):
M+ we+ (MW)g +Weee =0, 0 <z < L, t >0
W+ Ny + Wwy +Npge =0, 0 <z <L, 1 >0
satisfazendo as condigoes de contorno
w(0,t) =0, we(0,t) = apne(0,t), wee(0,8) =0, t >0

w(L,t) = aon(L,t), we(L,t) = —ayn(L,t), wee(L,t) = —aone(L,t), t >0
(3.2)

e as condigoes iniciais
77(% O) = 770(£)> O<z<L
(3.3)

w(z,0) = we(z), 0 <z < L.

47
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Sejam U = (n,w), (S(t))i>0, 0 semigrupo gerado pela parte linear do problema, Uy =
(mo,wo) e N(U) = —((nw)’,ww’), onde * denota . Observemos, entdo, que po-
demos reescrever (3.1) - (3.3) como o problema de Cauchy Abstrato

Uy=AU+ N(U)

U(0) = Uy,

com as condigoes de fronteira (3.2).
Observemos que, pelos resultados obtidos no Capitulo 2, podemos reformular o

problema acima da seguinte maneira: Encontrar uma fungdo U = U(t), tal que
t
U(t) = S(t)U +/ S(t—s)N(U(s))ds, (3.4)
0

e que satisfaz as condigoes de fronteira (3.2).
Assim, usando o efeito regularizante de Kato, provado na Proposicao 2.0.5, e um
argumento de ponto fixo, vamos provar, primeiramente, que (3.4) é localmente bem

posto no espago X, = [L?(I)]>.

Teorema 3.0.10. Dado (ny,wy) € Xo, existe um tempo T > 0 e uma tinica mild
solution (n,w) € C([0,T]; Xo) N L*(0,T; X;) de (3.1) - (3.2).
Demonstragao: Para cada (f,g) € L'(0,T; Xy), considere o problema

nt+wx+wxxx:f

Wt + Nz + Neaze = G,

juntamente com as condicoes (3.2) e (3.3).
Como esse problema possui solugao regular, podemos considerar dados regulares
e concluir as estimativas seguintes por um argumento de densidade. Inicialmente,

observe que

(n,w)(t) = S(t) (10, wo) +/0 S(t=s)(f(8),9(,5)) ds,
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onde (S(t))i0 ¢ o semigrupo de classe Cy dado pela Proposigao 2.0.3. Logo, das

Afirmagoes 1 e 2 abaixo, temos que existe C'= C(T') > 0, tal que

T
102, ) lleo.r1:x0) + 1100, )| 220,730 SC{H(no,wo)onJr/O 1(f,9)llx, ds}. (3.5)

De fato, observe inicialmente que a solucao do problema acima pode ser escrita

como
(n,w) = (,w1) + (2, wa),

onde (n1,wq) e (M2, wq) s@o solugbes, respectivamente, de

M + Wi,z + W1, zzx = 0
Wit + M,z + Mzee = 07

satisfazendo as condigdes (3.2) - (3.3), e

N2t + Wz + W2 gz = f
Wa ¢ + M2,z + 2,2z = 9,

com condi¢ao de contorno homogeéneas

;

U.}Q(O,t) =0, CUQ@(O,'[Z) = OZ()T}Q’:C(O,t) =0, Ongxx(O,t) =0,t>0

WQ(L, t) = OéQT}Q(L,t) = O, wz’z([/,t) = —Oélﬂg’z(L,t) = O, t>0

w27mm(L7t) = —042772@55(11715) = 0, t>0

e condicao inicial
ne(2,0) =0, 0 <z <L
wa(z,0) =0, 0 <z < L.

Logo, segue da Proposicao 2.0.5, que

(71, wi) le@+xo) + 11 (01, wi) l20,0:x1) < Cll (10, wo) | x4



onde C'= C(T) é uma constante positiva.
Com relagao a (17, ws), temos os seguintes resultados:

Afirmacao 1: Eniste C' > 0, tal que

(72, w2) leqo,mixe) < CICE 9l Lro.1:x0)-

Demonstracgao: Observe que

(12, w2)(1) = / S(t— $)((f, ) 5)) ds,

onde (S(t))t>0 ¢ o semigrupo de classe Cy dado pela Proposi¢ao 2.0.3.

também, que

0.0t = $)((f. ) )llxo < N(f.9)(8)llx, € L0, T).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
(2, w2) € C([0, TT; Xo).
Além disso,

t
(2, w2) || xy < /0 1(f, 9) (s 8) x50 ds < (I(f, 9) L1 o.1:x0)-

Portanto, por (3.6) e (3.7), concluimos a Afirmagao 1.

Afirmacao 2: Eziste C' > 0, tal que

[[(n2, w2)llz20,7:x1) < CN(S, 9|t 0.75x0)-

20

Note,

(3.7)

Demonstragao: De forma analoga a demonstracao do efeito regularizante de

Kato, temos que, multiplicando a primeira equacao acima por zws, a segunda por
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x19, integrando em (0,7") x (0, L) e somando as identidades, obtém-se

T L 1 [T L
/ / z(nows); dxdt  + 5/ / z(|wo|* + |ma|*) o dadt
o Jo o Jo

T L
/ / -T(WQ,xx:z:WZ + 772,1‘9095772) dﬂfdt
OT 0L
/ / x(fws + gne) dadt. (3.8)
0 0

Mas, procedendo como em (2.9), temos que

/ / u-}2 xmzw2 + 7]2 :m::v”? dil?dt / / |UJ2 :1:’ + ‘7]2 :1:’ ) dxdt

+ (al—l)/o ?72(L,t)n27x(L,t)dt+/0 1m2(0,t)12,2(0, 1) dt
- Sty [ oL, (39

visto que ap = 1. Além disso, em (3.8),
T
[ el + Pl

1 (T L , ,
3 z(|we|® + |m2|*)s dxdt =
o Jo
[ G

_ _5/0 /0(|n2|2+|w2]2)dxdt. (3.10)

N —

Assim, substituindo (3.9) e (3.10) em (3.8), pelas condigoes de contorno, obtém-se

/ Lxm(w T)un(e, T) dz — = / / |772|2+|w2| ) dudt

ou seja,

T pL 2 L
| [ el o+ fosaf?y dndt = 31 [ (e, Ty, 7)o
0 0 0

L [T L T L
+§ / / (|m2]? + |wa|?) dxdt + / / z(fwy + gne) dxdt]
o Jo o Jo
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L

L 1 T L
5 [ (e DF + s DYt [ [P+ ool det
0 0 0

o (T (L

+- / / |z fws + xgno| dxdt
3Jo Jo

L T

= o) 5 [ Wm0l dt+ 5 [ (@), (onm)xg .

IA

Logo, por (3.7), temos

g r 2 2 L 2 T 2
| [l +nsy st < G000 s + 51D v
2L T
3 Jo

L
g”(f: g)”%l(o,:r;xo) +

172 9) o (125 c00) s
oy
3

IA

(f,9) ||%1(0,T;X0)
2L T
L [V e R ]

T
. (L+§)HUyw%mf%y

Portanto, pela Afirmacao 1 e pela desigualdade acima, concluimos a Afirmacao 2,
com constante C' = /L + g Observe que C' = C(T, L) é nao decrescente em T,
pois se T} < T5, entao 1/L+% < \/L+%.

Agora, dado Uy = (n9,wp) € Xy, vamos mostrar que (3.4) admite uma unica

solucao. Para isso, considere a seguinte aplicacao I', dada por
t

(TU)(t) = S(t)Uy +/ S(t—s)N(U(s)) ds,
0

onde (S(t))i>0 ¢ o semigrupo gerado pela parte linear do problema e N(U) =

N(n,w) = =((nw)a, wws).
A demonstragao consiste em provar que I' possui um tnico ponto fixo em alguma

bola fechada Br(0) do espago

E = L*0,T; X,),
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dotado de sua norma natural. Vamos usar o seguinte resultado:

Afirmacgao 3: Eziste uma constante K > 0, tal que

IN(U1) = N(Us)l|x, < K(||Uwllx, + |02l x,) UL = Us|lx,, YU, Uz € X1 (3.11)

Demonstracao: Observe que

lwon' |l 2y < Nlwllzeelln’ 2y < Cllwllar il aro, (3.12)

V(n,w) € HY(I) x H'(I), com C > 0, pois H'(I) — L*>(I). Logo, se U; =

(m,w2) e Uy = (1n2,ws), entdo

IN(U) = N[5, = [[((mws)" — ()’ waws — wiwy) |3,
= [(now2) — (mwn) 72y + lwaws — wie |72y
= [Inhws + nawy — Muwr — UlwiH%m) + [Jwawsy — Wlwiﬂizu)
= |Inowa + mwa — Mws + Nawy — Nwr + Nawy — Naw

—mw) ||2L2(1) + [|wowh + wiwh — wiwh — wiwh |l L2

< fJwa(nh — 7]3)”%2(1) + [l (w2 — W1)||%2(1)
+ma(wy — Wi)”%m) + ey (1 — 7)2)“%2(1)
Hlwh(ws = wi)1Zegry + llwi(wy — w72y
< C¥lwallFnpline — mlEn oy + CPllmll i o llwz — willFn o

+C?n2l1F oyl — wnllip gy + C2llwn o llm = mellin oy

‘1‘02”‘*’2”%11(1)”“2 - Wl”%{lu) + C2||W1||%11(1)||W2 - w1||12ﬁll(1)
= 02(||771||%11(1) + ||W1||12ql(1) + ||772H12L11(1)

+||W2||12L11(1))HW2 - Wl”%ﬂ([) + C’2(Hw1\|§{1(1)

+||W2||12ql(1))|’772 - 771H§11(1)
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< C*mll ey + Nwill ey + Imell ey + lwall ) llevz = wrll 2y
+C2(||771||§11(1) + ||W1||?{1(1) + ||772||%{1(1) + ||W2||12L11(1))||772 - 771”%11(1)

= C(|Ul%, + 1TlE)NT: = Usll, -
Portanto,
IN(U1) = N(U2) [ x, < C([[U1]lx, + [U2lx)I1Ur = Vel x,,

concluindo a demonstracao da Afirmacao 3.
Sejam 17" > 0 e R > 0 numeros reais cujos valores serao especificados posterior-

mente e considere Br(0) C E. Pela Afirmacao 3, N(U) € L'(0,T; X,), visto que
T T
| IN@) it < 5 [ JUIR, dt = U < OR? < .
0 0

Logo, por (3.5), TU € E. Observe, também, que

pela Afirmagao 2. Assim,

/0 S(t— )N(U(s))ds| <C / INU () 1x, ds.

E

T
TV < ISC)Uslls + C / IN(U)|x, ds
T
< ||S(')U0HE—|—KC/ 1U|1%, ds
0
= 1SO)Uolls + KC|U

Tomando R = 2||S(-)Up||s, temos, pela Proposicao 2.0.5, que R < C(T)||Up||x,-

Além disso,

ITU|ls < §+KCR2
R .
< §+KCC(T)HU0HXOR

1 _
= (5 +recmitilx, ) A
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onde K,C > 0. Portanto, como C(T) < KvT, K > 0, segue que para T > 0
suficientemente pequeno, I' é uma aplicagao da bola Bg(0) nela mesma. Além

disso, pela Afirmacao 2, temos, por um argumento analogo ao usado acima, que

dados Uy e Uy € Bg(0) C E,

DU, — TUs| 5 = /OS(t—s)(N(Ul)—N(UQ))ds

E

IN

ClIN(Ui(s)) = N(Usz(s)ll 1 (0.1:x0)

- C/o [N(U1) = N(Us)]lx, ds

IN

T
CK/O (10l x, + Uzl x,) UL — Us|| x, ds

IN

T
QRCK/ ||Uv1—Uv2||X1 ds
0

T 3 /T 3
0 0

QRCKVT||U, — Us||p,

IN

IN

ou seja,

ITU, — TUs || < 2RCKVT|Uy — Us||.

Logo, se R > 0 for suficientemente pequeno, temos que I' é uma contragao da
bola nela mesma. Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma
tnica solugao U € E do problema de ponto fixo (3.4). Observe, também, que

U e C([0,T]; Xo). De fato,

IWOx, < \IS(t)Uon0+/OtHS(t—S)N(U(S))on ds

IN

me+lwmmwmws

t
SH%MﬁKéﬂmwkﬁ
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donde,
IWllcqrixg = max [[UM)]x,
t
< 2
< Ul + K s [0, ds
T
2
= [Wallsy + K [ UG, ds
0
= |IWllx, + K[U][E < oo,
o que conclui a demonstracao do Teorema. |

Observe que o teorema acima garante a existéncia de solugao local para (3.1) - (3.3).
Devido a falta de estimativas a priori na norma de Xy, a questao da existéncia glo-
bal de solucoes ¢é dificil de resolver. Entretanto, a existéncia global juntamente
com a estabilidade exponencial podem ser estabelecidas para dados iniciais sufici-
entemente pequenos. Para este proposito, o efeito regularizante de Kato e a taxa
de decaimento exponencial em X; sao combinados em uma estimativa pontual no

tempo.

Lema 3.0.11. Para qualquer p € (0, o), existe uma constante C' = C(u) > 0, tal

que para qualquer Uy € X,
e Kt
1S(&)Uo|lx, < CWHUOHXO, vt > 0. (3.13)

Demonstracao: Sejam p € (0,10) e Uy € Xo e defina U(t) := S(t)Uy, t > 0.
Tomando T = 1, pela Proposicao 2.0.5, temos que existe uma constante C' > 0, tal
que

1T 2010 < CllUsl|x,- (3.14)
Em particular, U(t) € Xi, quase sempre em (0,1). Assim, podemos encontrar

uma sequéncia decrescente (t,),>0 em (0,1], com t, — 07, tal que U(t,) €
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Xy, Vn € N. Como U(t,) = S(t,)Uy, temos que, modificando (2.1) - (2.4) de

tal forma que S(t,)Uy € X seja o dado inicial do problema, pelo Corolario 2.0.9,
U(-) € C([tn, +0); X1), ¥ n € N.
Logo, como t, — 07, temos que
U(-) € C(R"; X,),
isto é,
U(t) € X1, Vt>0.

Além disso, pelo mesmo argumento, temos que
IU(T)|lx, < Cre T 0NU ) |x,, VT 28, (3.15)

sempre que U(t) € X;.

Tome T € (0,1]. Por (3.15), obtém-se
(CTHUD)[|x, )% < JUB)]1%,

donde, integrando em relagao a ¢t em (0,7),

T

T
(CTUT) ) / 2T gt < / U012, dr.
0 0

Logo, como

segue que

240
IWWDlx, = Ul20rx000 er 7
Yai 240
CON ot 1 1Wollxo

< CCy

IN

1
ﬁ”UOHXO'
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Portanto, para t € (0, 1] arbitrario, temos

cC
[UO)x, < 7;6“t6‘”tlonon
_ —pt
< CC’le“%HUOHXO, vt € (0,1]. (3.16)

Se t > 1, por (3.15) e (3.16), temos

IU@lx < Cre V),

IA

CFCe VU x,
Porém, como p < pg e t > 1, existe Cy > 0, tal que
Vi< Cze(uo—u)t7

ou seja,
e 1t

N

e—ﬂot < 02

Assim,

_ _ e Ht
IU(®)]x, < CYCe e[ Up]|x, < Cfcczwe”OHUono-

Portanto, se C' := C?C'Cyet > 0, entdo
e M
1U(0)]lx, < Cwe“OIIUOHXO, vt > 1,

o que demonstra o Lema. [ |

Com o Lema acima, estamos prontos para provar a boa colocagao e a estabili-
dade exponencial das solucoes partindo de dados iniciais suficientemente pequenos
em X;.

Definigao: Tome p € (0, j19). Definimos o espago

F={U = (nw) € CRY; X1); [|e"U(®)l|z=@rix) < oo},
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munido da seguinte norma
U7 = 1" U)o rix:) = Sup ess||e"U (t)||x,
Teorema 3.0.12. Existe rq > 0, tal que, para todo dado inicial (ny,wo) € X1 com
|(no, wo)||x, < 7o, a equagao integral (3.4) admite uma tinica solug¢ao (n,w) € F.

Demonstragao: Sejam Uy = (ng,wo) € Xi, tal que |Upllx, < ro, Br(0) C F e
U(-) := (n,w)(-) € Br(0), com ry e R > 0 a serem determinados posteriormente.
Considere a aplicacao

dada por

(FU)(t) = S(t)Uy + /t S(t—s)N(U(s))ds, Yt >0.

Vamos mostrar que I possui um unico ponto fixo na bola Bg(0) C F', para ro > 0

suficientemente pequeno. Primeiramente, observe que, por (3.5),

U € C(RY; Xo) N L2, (RY: X}),

loc

com (I'U)(0) = Uyp.

Note também que I'U € F'. De fato, por (2.25), existe C; > 0, tal que
1S()Uollx, < Cre™™[Usllx, < Cre™"||Uollx,
pois p < po. Logo,

le"S)Uollx, < e"lISHTollx, < e"(Cre™|Uollx,) = C1l[Usllx,, V¢ > 0.



Além disso, para todo ¢t > 0, temos, pelo Lema 3.0.11,

U(s))ds

“t/OtS(t—s)N

t
< e“t/ 1S(t — $)N
X1

U(s))llx, ds

. te—u(t s)
< eﬂc/ ¢_||N (U(5)) 1 x, ds

e / INU())]x, ds.

Vi—s

onde C' > 0. Logo, pela Afirmacao 3, obtemos K > 0, tal que

e“t/O S(t—s)N(U(s))ds

X1

IN

IN

IN

Assim, tomando R > 0 de tal forma que R <

que ro < temos que

i
20y’

o[ & 2)d
0 \/m( (S)HXl) S
S
/0 Vi—s

t
CK||U[%

(" [[U(s)llx,)* ds

e M
ds
0 Vi— s
p(s—t)

t
e
CK U / s
max{1,t}
CKHUHF</ \/_ds+/ 7

L max{1,t}
CK||U|% 232\5+/ e M=% s
1
9 1
CKI|U|% 2+; :

1
20K 2+ p™)

R R
|e"TU||x, < Ciro+ CK(2+ p H)R? < 5 + 3= R < 0.

Portanto, I'U € F, com ||[I'U||rp < R < o0, ou seja, [' aplica a bola Br(0) C

nela mesma. Além disso, dados U,V € Bg(0) C F, temos que

It ~ TV =

= /\/tT

/ S(t— $)(N(U(s)) - N(V(s))) ds

X1
ehs

IN(U(s)) = N(V(s))llx, ds,

e~ H(t—s)
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e ro > 0 de tal forma

F
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onde C' > 0. Entao, mostra-se, de forma similar, que I' é uma contracao. Assim,
pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, I' possui um tnico ponto fixo na bola
Bgr(0) C F.
A unicidade é provada de maneira usual, considerando duas solucoes U e V' com
dado inicial U e aplicando o Lema de Gronwall. Como os argumentos usados
para provar que U = V sao andlogos aos que acabamos de usar, omitiremos a
demonstracao. [ |
Agora, estamos prontos para provar o Teorema Central deste trabalho apresen-
tado na Introducao. Vamos enuncia-lo novamente para facilitar a leitura.
Teorema Principal: Assuma que a9 > 0, ay > 0 e ay = 1. Entao, existem
constantes p > 0, C' > 0e p > 0, tais que, para quaisquer (no,wo) € Xo, com

| (10, wo) || xo < p, 0 sistema (3.1) - (3.3) admite uma unica solugdo
(777 (,U) € O(RJ’_’ XO) N C(R+*a Xl) N L2<Oa ]-a Xl)v
que satisfaz

I, @)Bllx, < Ce [ (no,wo)llx,, V=0, (5)

e—at
7 I

Demonstracgao: Observe que fazendo 7' = 1 na demonstracao do Teorema 3.0.10,

[, w)(B)llx, < C

(n07w0)||X07 vt > 07 Va € (07ILL) (6)

obtemos, por (3.5) e pela Afirmacao 3, que

1
ITU] 20nxn) < I1SCall20aixy + CK / WU, dt.
0

Logo, tomando R := 2[[S(-)Us||r2(0,1,x,) > 0 e p1 > 0, tal que ||Up||x, < p1, temos
que

ITU || 20,1:x0) < = + CKR?,

N | 5
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pois estamos supondo que U € Bg(0) C L*(0,1; X;). Note que, por (3.14), temos

R < O||Upllxo, donde R? < C||Up|x, R. Assim,

R - 1 _
ICU sy < 5 + CHCIGlx R < (5 +CCKp ) A

temos que I' é uma

1
e, entao, tomando > 0 de tal maneira que < -
P1 que p1 > 200K

aplicagao da bola Br(0) C L*(0,1; X;) nela mesma. Vamos mostrar que I' é uma
contragao. De fato, sejam UeV € Br(0) C L*0,1;X;). De forma andloga &

demonstracao do Teorema 3.0.10, obtemos que

IN

ITU =TVl L2(0,1:1) CIIN(U) = N(V)llz10,15x0)

IN

1
CK/O UUlx + VIx)IU = Vlix, ds

IN

1
2RCK/ U = V|x, ds
0

IN

2ROK|U — V| 120,1:x1)

ou seja,

ITU = TV 12(0,1:x,) < 2RCK|U = V| 12(0,1:x1)-

Logo, como R < C||Up]|x,, temos que
ITU = TVl 12(0,:x1) < 2CCK|Uollx, U = Vllz2(0,1;50)-

Assim, tomando ps > 0 de tal forma que py <

1
< SR obtemos que se ||Upl|x, <

p, com p := min{p;, p2}, entdo I' é uma contracdo da bola Bg(0) nela mesma
e, entdo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equagao integral (3.4) possui
uma unica solu¢do U € Br(0) € L*(0,1; X;), onde R = 2||S(-)Us||r20,1,x,)- Em
particular, existe ¢y € (0, 1), tal que ||U(to)|lx, < R. Se, além disso, tivermos que

R < g, entéao, pelo Teorema 3.0.12, U(-) pode ser estendida a R como solugao de
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(3.1) - (3.3). Além disso, obtemos que

IU@)x < Cre " ™|U (to)llx,

< C1Cee ™ |Ugllx,, Vt>to e Vi € (0, ).

Vamos provar (5). Observe que se t > 1, entdo, em particular, ¢t > t, e como
[H'(I)]? — [L*(I)]?, temos que existe C; > 0, tal que
IU®)Ix, < CrIU@)]1x, < C1C1Cee™||Un|lxo.,
ou seja, se C := C;C,Ceto, entdo
IU@)]Ix, < Ce || Uollx,, ¥t > 1.

Agora, se 0 <t <1, por (3.5) e pela Afirmacao 3, temos

IUOxo < [1Ulleqo:x0)

IA

Ul eqo,1:x0) + 11 (105 @) [ L2(0,1:x0)
1

< ClUllx, + C / INU))x, dt
0

< CllUollx, + CKU[720.1.x,)-
Como U € Bg(0) € L?*(0,1; X;), com R < C||Up||x,, temos

IUOx, < ClUollx, + CEC||Us|Ix, R
= (C+ CKCR)|Us| x,
= (C+CKCR)e"'e ™ Us| x,
< (C+CKCR)eMe Uyl x,-

Logo, se C' := (C'+ CKCR)e™, entao

IU@Ox, < Ce™||Unllx,, ¥t €[0,1], ¥ € (0, o).



Vamos mostrar (6).

Se 0 < t <1, entao, como
t
U(t) = S(t)U +/ S(t—s)N(U(s))ds,
0
temos, pelo Lema 3.0.11,

|wwmlswwmwmﬁﬁ45@—WWW$Ms

Xy

< IS0, +C [ NI, ds
< IS0l 01 [ IR, o
= [[S(t)Uol|x, +CK||U||%2(O,1;X1)
s\waﬂmuf+0KR2
< \/— ||Uo||Xo+OKC||U0HXo
= \[ HUOHXO + CKC@MT\/_HUoHXoR
< 05— i HUOHXO +CS— 7 HUOHXO
P —ht
< \/— 1Uollxo, V€ (0,1] e pe(0,p),

onde C'= CKCe"R ¢ K :=max{C,C}.

Agora, se t > 1, em particular, t > t; e, entao, pela desigualdade acima, temos
1U(1)[x, < C1Ce™||Up|l x,-

Logo, se 0 < a < p, entao como t > 1, obtemos que existe Cy > 0, tal que

\/g < 027

clu—a)t =

donde,

—at

G_Ht < CQ

64
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Portanto,

e—at

Vit

IU®)lx, < CLCC—=1Usllx,

donde, se C := C,CC, > 0, entdo,

®)x, <C

e—at
= |

7

|U0||X07 Vi>leac (0,#),

o que prova o Teorema Principal deste trabalho. |
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