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Resumo

Consideramos um sistema de Boussinesq do tipo KdV - KdV em um intervalo

limitado. Introduzindo condições de contorno adequadas provamos a boa colocação

e a estabilidade exponencial das soluções com dados iniciais pequenos.

Palavras Chaves: Sistema de Boussinesq, Estabilização, Korteweg - de Vries.
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Abstract

A Boussinesq system of KdV - KdV type posed on a bounded interval is considered.

Introducing appropriate boundary conditions we prove the global well-posedness

together with the exponential stability of the solutions issued from small initial

data.

Key words: Boussinesq system, Stabilization, Korteweg - de Vries.
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1.3 Interpolação de Espaços de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introdução

O sistema de Boussinesq clássico foi obtido pela primeira vez por Boussinesq

para descrever a propagação de ondas (de pequena amplitude) na superf́ıcie de um

canal de água. Atualmente, já se sabe que esse tipo de sistema, assim como suas

generalizações, também são extremamente úteis quando se estuda a propagação de

ondas em grandes lagos, oceanos, etc.

Recentemente, J. Bona, M. Chen and J.-C. Saut [5] obtiveram uma famı́lia de

sistemas do tipo Boussinesq para descrever fenômenos da mesma natureza:
ηt + ωx + (ηω)x + aωxxx − bηxxt = 0

ωt + ηx + ωωx + cηxxx − dωxxt = 0.

(1)

Os parâmetros a, b, c, d ∈ R, são escolhidos de acordo com cada situação f́ısica,

porém devem satisfazer as seguintes relações

a+ b =
1

2

(
θ2 − 1

3

)
, c+ d =

1

2

(
1− θ2

)
≥ 0, θ ∈ [0, 1].

No que se refere ao estudo matemático desses sistemas, apenas o problema de

Cauchy tem sido sistematicamente estudado, o que inclui as propriedades de boa

colocação [6]. Entretanto, o uso prático do sistema de Boussinesq não envolve

somente o problema de valor inicial, problemas envolvendo condição de contorno

aparecem com frequência nas aplicações.

Neste trabalho, onde vamos nos basear no artigo [22], estamos interessados no

decaimento exponencial da energia total associada ao sistema de Boussinesq do
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tipo KdV-KdV (isto é, a = c > 0 e b = d = 0) em um intervalo finito I = (0, L)
ηt + ωx + (ηω)x + ωxxx = 0, 0 < x < L, t ≥ 0

ωt + ηx + ωωx + ηxxx = 0, 0 < x < L, t ≥ 0

(2)

satisfazendo as condições de contorno
ω(0, t) = 0, ωx(0, t) = α0ηx(0, t), ωxx(0, t) = 0, t > 0

ω(L, t) = α2η(L, t), ωx(L, t) = −α1ηx(L, t), ωxx(L, t) = −α2ηxx(L, t), t > 0

(3)

e as condições iniciais 
η(x, 0) = η0(x), 0 < x < L

ω(x, 0) = ω0(x), 0 < x < L.

(4)

Em (3), α0, α1 e α2 denotam constantes reais não negativas. Por simplicidade,

assumimos que a = c = 1. Também é esperado que o sistema KdV-KdV admita

soluções globais em R e que também possua boas propriedades de controle no toro

[19].

Observemos que, multiplicando a primeira equação de (2) por η, a segunda

equação por ω, integrando em (0, L) e somando os resultados, obtemos (formal-

mente)

d

dt
E(t) = −α2|η(L, t)|2 − α1|ηx(L, t)|2 − α0|ηx(0, t)|2

−1

3
|ω(L, t)|3 −

∫ L

0

(ηω)xη dx,

onde E(t) := 1
2

∫ L

0
(|η|2 + |ω|2) dx é a energia total associada ao sistema (2).

Portanto, é posśıvel observar que as condições de contorno (3) atuam como um

mecanismo dissipativo, pelo menos para o sistema linear, visto que os dois últimos
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termos não aparecem na derivada da energia do problema linear. Logo, surgem as

seguintes perguntas naturais:

• E(t) → 0, quando t → +∞?

• Se este for o caso, podemos determinar uma taxa de decaimento?

O Teorema Central deste trabalho foi provado em [22] e nos dá uma resposta para

estas perguntas e será enunciado a seguir.

Teorema 0.0.1. Assuma que α0 ≥ 0, α1 > 0 e α2 = 1. Então, existem constan-

tes ρ > 0, C > 0 e µ > 0, tais que, para quaisquer (η0, ω0) ∈ [L2(I)]2 com

∥(η0, ω0)∥[L2(I)]2 ≤ ρ, o sistema (2) - (4) admite uma única solução

(η, ω) ∈ C(R+; [L2(I)]2) ∩ C(R+∗; [H1(I)]2) ∩ L2(0, 1; [H1(I)]2) que satisfaz

∥(η, ω)(t)∥[L2(I)]2 ≤ Ce−µt∥(η0, ω0)∥[L2(I)]2 , ∀t ≥ 0, (5)

∥(η, ω)(t)∥[H1(I)]2 ≤ C
e−αt

√
t
∥(η0, ω0)∥[L2(I)]2 , ∀t > 0, ∀α ∈ (0, µ). (6)

O principal interesse no Teorema acima está no fato de que, com as condições

de contorno propostas em (3), a estabilização é válida para qualquer comprimento

do domı́nio, ao passo que em [18] e [24], por exemplo, provou - se que, sob condições

de contorno homogêneas, o decaimento das soluções do sistema linear não ocorre

para alguns valores cŕıticos do comprimento do intervalo (0, L). Esse fato pode ser

facilmente comprovado se considerarmos a mudança de variável v = η + ω e u =

η − ω. Nesse caso, o sistema (2) é transformado em um sistema acoplado de duas

equações de Korteweg-de Vries não lineares:
vt + vx + vxxx +

1
4
[(v − u)(v + u)]x +

1
4
(v − u)(v − u)x = 0,

ut − ux − uxxx +
1
4
[(v − u)(v + u)]x − 1

4
(v − u)(v − u)x = 0.
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Logo, as condições de contorno v(0, t) = v(L, t) = vx(L, t) = 0 e u(0, t) = u(L, t) =

ux(L, t) = 0, aparentemente mais naturais para esse tipo de sistema, garantem a

existência de solução global, mas o decaimento exponencial da energia associada

ao problema linear não ocorre para alguns valores de L.

A prova do Teorema 0.0.1 é obtida da seguinte maneira: Primeiro estudamos

o sistema linear para deduzir algumas estimativas a priori e o decaimento expo-

nencial das soluções na norma L2. Estabelecemos o efeito regularizante de Kato

usando o método dos multiplicadores, enquanto o decaimento exponencial é ob-

tido com a ajuda de alguns argumentos de compacidade que reduz o trabalho a

um problema espectral (Ver, por exemplo, [24]). Com essas estimativas, provamos

a boa colocação global e a estabilidade exponencial das soluções do sistema não

linear partindo de dados iniciais pequenos em [L2(I)]2. A idéia central consiste em

combinar o efeito regularizante de Kato e a taxa de decaimento das soluções em

[H1(I)]2 para estabelecer uma estimativa pontual e, então, aplicar o Teorema do

Ponto Fixo de Banach no espaço

F := {U = (η, ω) ∈ C(R+; [H1(I)]2); ∥eµtU(t)∥L∞(R+;[H1(I)]2) < ∞},

onde µ > 0, será determinado posteriormente.

Vale ressaltar que devido a falta de estimativas a priori na norma de [L2(I)]2,

a questão da existência global de soluções é dif́ıcil de resolver. Entretanto, a

existência global juntamente com a estabilidade exponencial podem ser estabe-

lecidas para dados iniciais suficientemente pequenos. Para este propósito, o efeito

regularizante de Kato e a taxa de decaimento exponencial em X1 são combinados

em uma estimativa pontual no tempo.
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A análise descrita acima foi organizada da seguinte maneira: No Caṕıtulo 1,

estão algumas definições e alguns resultados importantes que serão utilizados ao

longo do trabalho. No Caṕıtulo 2, estudamos o sistema linear para deduzirmos

algumas estimativas a priori, o decaimento da solução deste sistema e o efeito

regularizante de Kato. No Caṕıtulo 3, voltamos ao problema inicial usando os

resultados do Caṕıtulo 2 para estabelecermos uma estimativa pontual que será a

chave para provarmos a boa colocação do problema e a estabilidade exponencial

das soluções com dados iniciais pequenos em [L2(I)]2. Provamos, então, o Teorema

central deste trabalho.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, faremos algumas definições e enunciaremos alguns resultados rele-

vantes que serão úteis posteriormente.

1.1 Espaço das Distribuições

Definição: Seja φ : Ω ⊂ Rn → R, uma função cont́ınua, onde Ω é um aberto.

Definimos suporte de φ como o fecho em Ω do conjunto dos pontos de Ω onde φ

não se anula. Vamos denotar o suporte de φ por supp(φ). Logo, temos

supp(φ) = {x ∈ Ω;φ(x) ̸= 0}.

Definição: Representamos por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial das funções de classe

C∞ em Ω, que possuem suporte compacto em Ω.

Dizemos que uma sequência de funções (φn)n∈N em C∞
0 (Ω) converge para φ

em C∞
0 (Ω), quando forem satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um subconjunto compacto K ⊂ Ω, tal que supp(φn) ⊂ K, ∀n ∈

6
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N, e supp(φ) ⊂ K;

ii) φ
(j)
n → φ(j), uniformemente, para todo j ∈ N, quando n → ∞.

Definição: O espaço vetorial C∞
0 (Ω), munido da noção de convergência acima,

será denotado por D(Ω) e denominado espaço das funções testes. Denominamos

distribuição sobre Ω a toda forma linear T : D(Ω) → R, cont́ınua com respeito a

topologia de D(Ω), isto é, se (φn) é uma sequência em D(Ω) convergindo para φ

em D(Ω), então

⟨T, φn⟩ → ⟨T, φ⟩, quando n → ∞,

onde ⟨T, φ⟩ representa o valor da distribuição T na função teste φ.

Definição: O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial

real, denotado por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω.

Dizemos que uma sequência de distribuições escalares (Tn) converge para a

distribuição T em D′(Ω), quando

⟨Tn, φ⟩ → ⟨T, φ⟩ em R, ∀φ ∈ D(Ω), quando n → ∞.

Com esta noção de convergência, D′(Ω) é um espaço vetorial topológico.

Definição: Dada uma distribuição T ∈ D′(Ω) e um multi-́ındice α = (α1, ..., αn) ∈

Nn, denominamos derivada distribucional de ordem |α| ∈ N de T , como sendo a

distribuição DαT : D(Ω) → R, dada por

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T,Dαφ⟩, ∀φ ∈ D(Ω),

onde |α| = α1 + · · ·+ αn e Dα =
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

.
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1.2 Espaços de Sobolev

Definição: Seja Ω ⊂ Rn, aberto. Denotamos por Lp(Ω), com 1 ≤ p < ∞, o espaço

vetorial das (classes de) funções mensuráveis u : Ω → R, tais que |u|p é integrável

a Lebesgue em Ω, que, munido da norma

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

,

é um espaço de Banach.

No caso p = ∞, denotamos por L∞(Ω), o espaço vetorial das (classes de) funções

mensuráveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Ω, isto é, existe uma cons-

tante C > 0, tal que

|u(x)| ≤ C, quase sempre em Ω,

que, munido da norma

∥u∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)|,

é um espaço de Banach. Em particular, se p = 2, temos que L2(Ω) é um espaço de

Hilbert cuja norma e produto interno serão denotados, respectivamente, por

∥u∥L2(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|2 dx
) 1

2

e (u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

Dizemos que uma sequência (φn) em Lp(Ω) converge para φ em Lp(Ω) se ∥φn−

φ∥Lp(Ω) → 0, quando n → ∞, para 1 ≤ p ≤ ∞.

Definição: Se p e q são ı́ndices conjugados, isto é, se 1
p
+ 1

q
= 1, então temos que

o dual topológico de Lp(Ω), denotado por [Lp(Ω)]′, é o espaço Lq(Ω).

Além disso, se 1 ≤ p < ∞, então Lp(Ω) é separável e se 1 < p < ∞, Lp(Ω) é

reflexivo.
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Lema 1.2.1. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞, tais que 1
p
+ 1

q
=

1, f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω). Então, fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lq(Ω).

Demonstração: Ver [7]. �

Definição: Sejamm ∈ N∗, e 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos o espaço de Sobolev de ordem

m, denotado por Wm,p(Ω), como sendo o espaço vetorial das (classes de) funções

em Lp(Ω), para as quais suas derivadas de ordem |α|, no sentido das distribuições,

pertencem a Lp(Ω), para todo 0 ≤ |α| ≤ m, ou seja,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω),∀ 0 ≤ |α| ≤ m},

onde Dαu denota a derivada fraca ou distribucional. O espaço Wm,p(Ω) munido

da norma

∥u∥Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαu∥pLp(Ω)

 1
p

, se 1 ≤ p < ∞,

é um espaço de Banach e, quando p = ∞, definindo a norma

∥u∥Wm,∞(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω),

temos que Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach.

Temos ainda que Wm,p(Ω) é um espaço separável se 1 ≤ p < ∞, e reflexivo se

1 < p < ∞. Em particular, se p = 2, o espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert,

separável e reflexivo, que é denotado por

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), ∀ |α| ≤ m},

cuja norma e produto interno serão denotados, respectivamente, por

∥u∥Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαu∥2L2(Ω)

 1
2

e (u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).
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Com a estrutura topológica acima, temos Hm(Ω) ↪→ L2(Ω).

Definição: Definimos o espaçoWm,p
0 (Ω) como sendo o fecho deD(Ω) em Wm,p(Ω).

O dual topológico do espaço Wm,p
0 (Ω) é representado por W−m,q(Ω), se 1 ≤ p <

∞ com p e q ı́ndices conjugados. Se φ ∈ W−m,q(Ω), então φ|D(Ω) pertence a D′(Ω).

No caso p = 2, Wm,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω), cujo dual é H−m(Ω).

Teorema 1.2.2. (Teorema de Imersão) Sejam m ≥ 1, 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ Rn

um subconjunto aberto, limitado e com fronteira regular.

Se
1

p
− m

n
> 0, então Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), onde

1

q
=

1

p
− m

n
.

Se
1

p
− m

n
= 0, então Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), onde q ∈ [p,+∞).

Se
1

p
− m

n
< 0, então Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

sendo as imersões acima cont́ınuas.

Demonstração: Ver [17]. �

Lema 1.2.3. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado

em alguma direção xi de Rn, ou seja, existe uma direção ei tal que |πi(Ω)| < C,

C constante, onde πi : Rn → R é a projeção sobre o eixo ei. Então, existe uma

constante CΩ > 0, tal que

∥u∥2L2(Ω) ≤ CΩ∥∇u∥2L2(Ω),

para qualquer u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração: Ver [17]. �

Observação 1.2.1. Pela desigualdade de Poincaré, mostra-se que as normas ∥u∥H1(Ω)

e ∥∇u∥L2(Ω) são equivalentes em H1
0 (Ω).
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Teorema 1.2.4. (Rellich - Kondrachov) Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto,

limitado e com fronteira regular.

Se n > 2m, então Hm(Ω) ↪→c L
p(Ω), onde p ∈

[
1,

2n

n− 2m

[
;

Se n = 2m, então Hm(Ω) ↪→c L
p(Ω), onde p ∈ [1,+∞);

Se n < 2m, então Hm(Ω) ↪→c C
k(Ω), onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n
2
) < k + 1,

onde as imersões acima são compactas.

Demonstração: Ver [7]. �

Teorema 1.2.5. (Teorema do Traço) Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto li-

mitado de classe Cm+1 com fronteira Γ. Então existe uma aplicação traço γ =

(γ0, γ1, ..., γm−1), de Hm(Ω) em (L2(Ω))m, tal que

i) Se v ∈ C∞(Ω), então γ0(v) = v|Γ, γ1(v) = ∂v
∂ν
|Γ, ..., γm−1(v) =

∂m−1v
∂νm−1 |Γ, onde

ν é o vetor normal unitário exterior à fronteira Γ.

ii) A imagem de γ é o espaço
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ).

iii) O núcleo de γ é Hm
0 (Ω).

Demonstração: Ver [12]. �

1.3 Interpolação de Espaços de Hilbert

Sejam X e Y espaços de Hilbert separáveis, tais que X ↪→ Y , com imersão

cont́ınua e densa. Sejam (·, ·)X e (·, ·)Y os produtos internos em X e Y , respecti-

vamente.

Indicaremos por D(S), o conjunto das funções u, definidas em X, tais que a
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aplicação v 7→ (u, v)X , v ∈ X, é cont́ınua na topologia induzida por Y . Então,

(Su, v)Y = (u, v)X define S, como sendo um operador ilimitado em Y , com domı́nio

D(S), denso em Y .

Assim, temos que S é um operador auto-adjunto e estritamente positivo. Usando

a decomposição espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir Sθ, θ ∈ R.

Em particular, usaremos A := S
1
2 . O operador A é auto-adjunto, positivo definido

em Y , com domı́nio X e

(u, v)X = (Au,Av)Y , ∀ u, v ∈ X.

Definição: Com as hipóteses acima, definimos o espaço intermediário

[X,Y ]θ := D(A1−θ), θ ∈ [0, 1],

onde D(A1−θ) representa o domı́nio de A1−θ, munido da norma

∥u∥[X,Y ]θ =
(
∥u∥Y + ∥A1−θu∥Y

) 1
2 .

Temos as seguintes propriedades:

1. X ↪→ [X,Y ]θ ↪→ Y ;

2. ∥u∥[X,Y ]θ ≤ ∥u∥1−θ
X ∥u∥θY , ∀ u ∈ X;

3. Se 0 < θ0 < θ1 < 1, então [X, Y ]θ0 ↪→ [X, Y ]θ1 ;

4. [[X,Y ]θ0 , [X,Y ]θ1 ]θ = [X, Y ](1−θ)θ0+θθ1 .

Para a demonstração desses e outros fatos, ver [15].
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1.4 Espaços Lp(0, T ;X)

Definição: Sejam X espaço de Banach e T > 0. Denotamos por Lp(0, T ;X), 1 ≤

p < ∞, o espaço vetorial das (classes de) funções u : (0, T ) → X, fortemente

mensuráveis, tais que a função t 7→ ∥u(t)∥pX é integrável à Lebesgue em (0, T ), que,

munido da norma

∥u∥Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

∥u∥pX dx

) 1
p

,

é um espaço de Banach. No caso p = 2 e X um espaço de Hilbert, o espaço

L2(0, T ;X) é, também, um espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

⟨u, v⟩L2(0,T ;X) =

∫ T

0

⟨u(t), v(t)⟩X dt.

Se p = ∞, denotamos por L∞(0, T ;X), o espaço vetorial das (classes de) funções

u : (0, T ) → X, fortemente mensuráveis, tais que a função t 7→ ∥u(t)∥X pertença a

L∞(0, T ), que, munido com a norma

∥u∥L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess∥u(t)∥X ,

é um espaço de Banach.

Além disso, quando X é reflexivo e separável e 1 < p < ∞, temos que Lp(0, T ;X)

é um espaço reflexivo e separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de

Banach Lq(0, T ;X ′), onde p e q são ı́ndices conjugados e X ′ é o dual de X.

Teorema 1.4.1. (Aubin-Lions) Sejam B0, B e B1, espaços de Banach tais que

B0 ↪→c B ↪→ B1,

onde B0 e B1 são reflexivos, ↪→ denota imersão cont́ınua e ↪→c, imersão compacta.

Defina W = {u ∈ Lp(0, T ;B0);u
′ ∈ Lq(0, T ;B1)}, onde 1 < p, q < ∞ e T < ∞,
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munido da norma

∥u∥W = ∥u∥Lp(0,T ;B0) + ∥u′∥Lq(0,T ;B1).

Então W é um espaço de Banach e W ↪→c L
p(0, T ;B).

Demonstração: Ver [14]. �

Observação 1.4.1. Note que, pelo Teorema de Aubin-Lions, temos o seguinte re-

sultado:

Se (un)n∈N é uma sequência limitada em L2(0, T ;B0) e (u′
n)n∈N é uma sequência

limitada em L2(0, T ;B1), então (un)n∈N é limitada em W , donde existe uma sub-

sequência (unk
)k∈N de (un)n∈N, tal que unk

→ u, forte em L2(0, T ;B), quando

k → ∞.

Definição: Sejam X espaço de Banach e T > 0. Então definimos o espaço das

funções fracamente cont́ınuas como sendo o espaço vetorial das (classes de) funções

u ∈ L∞(0, T ;X), tais que, u : [0, T ] → X e a aplicação t 7→ ⟨φ, u(t)⟩ é cont́ınua de

[0, T ] em R, ∀φ ∈ X ′ = L(X;R). Este espaço será denotado por Cω([0, T ];X).

Teorema 1.4.2. Sejam X e Y espaços de Banach tais que, X ↪→ Y e X reflexivo.

Então temos

L∞(0, T ;X) ∩ Cω([0, T ];Y ) = Cω([0, T ];X).

Demonstração: Ver [27]. �

1.5 Alguns Resultados Importantes

Teorema 1.5.1. (Ponto Fixo de Banach) Sejam E um espaço de Banach e

F ⊂ E um subespaço fechado de E. Se f : F → F é uma contração, então existe
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um único z ∈ F , tal que f(z) = z.

Demonstração: Ver [25]. �

Teorema 1.5.2. Seja X um espaço normado e B1(0) ⊂ X, a bola fechada unitária.

Então, B1(0) é compacta se, e somente se, X possui dimensão finita.

Demonstração: Ver [7]. �

Teorema 1.5.3. Se X é um espaço vetorial normado e M é um subespaço de X

de dimensão finita, então M é fechado.

Demonstração: Ver [2]. �

Teorema 1.5.4. (Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam (fn) uma

sequência de funções mensuráveis de Ω em X, f : Ω → X e g ∈ L1(Ω). Se

|fn(x)| ≤ g(x), quase sempre em Ω,∀n ∈ N

e

lim
n→∞

fn(x) = f(x), quase sempre em Ω,

então,

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Demonstração: Ver [10]. �

Lema 1.5.5. (Desigualdade de Young) Sejam a, b ≥ 0 e p, q > 0, tais que

1
p
+ 1

q
= 1. Então,

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Demonstração: Ver [10]. �



16

1.6 Teoria de Semigrupos

Definição: Seja X um espaço de Banach. Uma aplicação S : R+ → L(X) é um

semigrupo de operadores lineares limitados de X, se

i) S(0) = I, onde I é a aplicação identidade do espaço X;

ii) S(t+s) = S(t)S(s), ∀t, s ∈ R+.

Dizemos que S é de classe C0, ou fortemente cont́ınuo, se

lim
t→0+

∥S(t)x− x∥X = 0, ∀x ∈ X.

Dizemos que S é uniformemente cont́ınuo se

lim
t→0+

∥S(t)− I∥ = 0.

Teorema 1.6.1. Se (S(t))t≥0 é um semigrupo de classe C0, então existem cons-

tantes ω ≥ 0 e M ≥ 1, tais que

∥S(t)∥ ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

Demonstração: Ver [23]. �

Corolário 1.6.2. Seja (S(t))t≥0 um semigrupo de classe C0. Então, para cada

x ∈ X, a aplicação

t 7→ S(t)x

é cont́ınua. Equivalentemente, para cada x ∈ X,

lim
t→s

S(t)x = S(s)x, ∀t, s ∈ R+.
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Demonstração: Ver [23]. �

Definição: Se ∥S(t)∥ ≤ 1, ∀t ≥ 0, dizemos que S é um semigrupo de contrações.

Definição: O operador A definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

h→0+

S(h)x− x

h
existe

}

e

Ax := lim
h→0+

S(h)x− x

h
,

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.

Observação 1.6.1. Note que A é um operador linear e D(A) é um subespaço de

X.

Teorema 1.6.3. Seja (S(t))t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infi-

nitesimal. Então,

i) lim
h→0

1

h

∫ t+h

h

S(s)x ds = S(t)x, ∀x ∈ X;

ii)

∫ t

0

S(s)x ds ∈ D(A), ∀x ∈ X, e A

(∫ t

0

S(s)x ds

)
= S(t)x− x;

iii) Para todo x ∈ D(A), S(t)x ∈ D(A) e
d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax;

iv) Para todo x ∈ D(A), S(t)x− S(s)x =

∫ t

0

AS(τ)x dτ =

∫ t

0

S(τ)Axdτ .

Demonstração: Ver [23]. �

Corolário 1.6.4. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0,

então A é fechado e D(A) = X.

Demonstração: Ver [23]. �
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Proposição 1.6.5. Um operador fechado com domı́nio denso é o gerador infinite-

simal de, no máximo, um semigrupo de classe C0.

Demonstração: Ver [11]. �

Definição: Sejam X espaço de Banach, X∗ o dual de X e ⟨·, ·⟩ a dualidade entre

X e X∗. Para cada x ∈ X, defina

J(x) = {x∗ ∈ X∗; ⟨x, x∗⟩ = ∥x∥2X = ∥x∗∥2X∗}.

Note que, pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) ̸= ∅, ∀x ∈ X.

Definição: Uma aplicação dualidade é uma aplicação j : X → X∗, tal que j(x) ∈

J(x), ∀x ∈ X, ou seja, ⟨x, j(x)⟩ = ∥x∥2 = ∥j(x)∥2.

Definição: Dizemos que o operador linear A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo se,

para alguma aplicação dualidade j,

Re⟨Ax, j(x)⟩ ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

Se, além disso, existir λ > 0, tal que Im(λI − A) = X, então dizemos que A é

m-dissipativo.

Observação: SeX é um espaço de Hilbert, então dizemos que A : D(A) ⊂ X → X

é dissipativo se

Re⟨Ax, x⟩ ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

Notação: Dizemos que A ∈ G(M,ω), quando A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe C0, S, que satisfaz

∥S(t)∥ ≤ Meωt, ∀t ≥ 0.

Teorema 1.6.6. (Lumer - Phillips)

A ∈ G(1, 0) se, e somente se, A é m-dissipativo e possui domı́nio denso em X.
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Demonstração: Ver em [23]. �

Proposição 1.6.7. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear de X, espaço

de Banach. Se D(A) = X, A e A∗ são dissipativos e A é fechado (condição

equivalente a A∗∗ = A), então A ∈ G(1, 0).

Demonstração: Ver [23]. �

1.7 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe C0, (S(t))t≥0, e f ∈ L1(0, T ;X).

Dado u0 ∈ D(A), o problema de Cauchy Abstrato consiste em determinar uma

função u(t), tal que 
du

dt
(t) = Au(t), t > 0

u(0) = u0.

(1.1)

Definição: Dizemos que u é solução clássica (ou forte) de (1.1) em [0,+∞), se u

satisfaz (1.1) e u ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(R+;X).

Teorema 1.7.1. Se A ∈ G(M,ω) e u0 ∈ D(A), o problema (1.1) possui uma

única solução clássica.

Demonstração: Ver [11]. �

Considere, agora, o seguinte problema
du

dt
(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0

u(0) = u0 ∈ X.

(1.2)
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Definição: Uma função u : [0,+∞) → X é uma solução clássica de (1.2) em

[0,+∞) se u satisfaz (1.2) em [0,+∞) e se u ∈ C(R;D(A)) ∩ C1(R+;X). Uma

função u ∈ C([0, T ];X), dada por

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds,

é chamada de mild solution ou solução generalizada de (1.2) em [0, T ].

Note que se f ≡ 0, então u(t) = S(t)u0, u0 ∈ X, é a mild solution de (1.1).

Teorema 1.7.2. Seja f : [0,+∞)×X → X uma função cont́ınua em t. Suponha

que, para cada τ > 0, existe uma constante L = L(τ), tal que

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥,

∀x, y ∈ X e ∀t ∈ [0, τ ]. Então, para cada u0 ∈ X, (1.2) possui uma única

mild solution u ∈ C([0, τ ];X). Além disso, a aplicação u0 7→ u é cont́ınua de

X em C([0, τ ];X).

Demonstração: Ver [11]. �



Caṕıtulo 2

O problema linear

Neste caṕıtulo, estabelecemos uma série de estimativas a priori que serão usadas

posteriormente. Para começar, vamos aplicar a Teoria Clássica de Semigrupos para

provar a existência e unicidade de soluções do sistema linear

ηt + ωx + ωxxx = 0, 0 < x < L, t ≥ 0 (2.1)

ωt + ηx + ηxxx = 0, 0 < x < L, t ≥ 0, (2.2)

com condições de fronteira
ω(0, t) = 0, ωx(0, t) = α0ηx(0, t), ωxx(0, t) = 0, t > 0

ω(L, t) = α2η(L, t), ωx(L, t) = −α1ηx(L, t), ωxx(L, t) = −α2ηxx(L, t), t > 0

(2.3)

e condições iniciais 
η(x, 0) = η0(x), 0 < x < L

ω(x, 0) = ω0(x), 0 < x < L.

(2.4)

Considere X0 = [L2(I)]2, onde I = (0, L) com seu produto interno usual e o

operador

A : D(A) ⊂ X0 → X0

21
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com domı́nio

D(A) = {(η, ω) ∈ [H3(I)]2;ω(0) = 0, ω(L) = α2η(L), ωx(0) = α0ηx(0),

ωx(L) = −α1ηx(L), ωxx(0) = 0, ωxx(L) = −α2ηxx(L)}

e definido por

A(η, ω) = (−ωx − ωxxx,−ηx − ηxxx).

Observação 2.0.1. Para descrever o domı́nio do operador A, temos que analisar

o problema de determinar (η, ω) satisfazendo

(η, ω) ∈ X0, A(η, ω) = (f, g) ∈ X0,

com as condições de contorno acima. Uma análise semelhante a esta foi feita no

Lema 2.0.8

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.0.3. Se αi ≥ 0, i = 0, 1, 2, então A gera um semigrupo de contrações

lineares de classe C0, (S(t))t≥0, em X0.

Demonstração: A idéia da demonstração é utilizar a Proposição 1.6.7.

Note que D(A) = X0, pois C∞
c (I) = L2(I), C∞

c (I)× C∞
c (I) ⊂ D(A) e

C∞
c (I)× C∞

c (I) = L2(I) × L2(I) = X0. Vamos provar agora que A e A∗ são

dissipativos.

Primeiro, vamos definir D(A∗) e A∗. Note que, por definição, A∗ é tal que ⟨y, Ax⟩ =

⟨A∗y, x⟩, ∀x ∈ D(A) e ∀y ∈ D(A∗). Logo, dados (f, g) ∈ D(A) e (u, v) ∈ X0, temos
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que

⟨(u, v), A(f, g)⟩X0 = ⟨(u, v), (−gx − gxxx,−fx − fxxx)⟩X0

= ⟨u,−gx − gxxx⟩L2(I) + ⟨v,−fx − fxxx⟩L2(I)

= −
∫ L

0

ugxdx−
∫ L

0

ugxxxdx−
∫ L

0

vfxdx−
∫ L

0

vfxxxdx

= −(gu|L0 −
∫ L

0

guxdx)− (gxxu|L0 −
∫ L

0

gxxuxdx)

−(fv|L0 −
∫ L

0

fvxdx)− (fxxv|L0 −
∫ L

0

fxxvxdx)

= −g(L)u(L) +

∫ L

0

guxdx− gxx(L)u(L) + (gxux|L0

−
∫ L

0

gxuxxdx)− f(L)v(L) +

∫ L

0

fvxdx− fxxv|L0

+(fxvx|L0 −
∫ L

0

fxvxxdx)

= −g(L)u(L) +

∫ L

0

guxdx− gxx(L)u(L) + gxux|L0

−(guxx|L0 −
∫ L

0

guxxxdx)− f(L)v(L) +

∫ L

0

fvxdx

−fxxv|L0 + fxvx|L0 − (fvxx|L0 −
∫ L

0

fvxxxdx)

=

∫ L

0

g(ux + uxxx)dx+

∫ L

0

f(vx + vxxx)dx− g(L)u(L)

−gxx(L)u(L) + gxux|L0 − g(L)uxx(L)− f(L)v(L)

−fxxv|L0 + fxvx|L0 − f(L)vxx(L) + f(0)vxx(0).

Como (f, g) ∈ D(A), temos que

⟨(u, v), A(f, g)⟩X0 =

∫ L

0

g(ux + uxxx)dx+

∫ L

0

f(vx + vxxx)dx− α2f(L)u(L)

+α2fxx(L)u(L)− α1fx(L)ux(L)− α0fx(0)ux(0)− α2f(L)uxx(L)

−f(L)v(L)− fxxv|L0 + fx(L)vx(L)− fx(0)vx(0)− f(L)vxx(L)

+f(0)vxx(0).
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Logo,

D(A∗) = {(u, v) ∈ [H3(I)]2; v(0) = 0, v(L) = α2u(L), vx(0) = −α0ux(0),

vx(L) = α1ux(L), vxx(0) = 0, vxx(L) = −α2uxx(L)− 2α2u(L)}

e

A∗ : D(A∗) ⊂ X0 → X0

é dado por

A∗(u, v) = (vx + vxxx, ux + uxxx).

Por um processo análogo a esse, podemos mostrar que

A∗∗ = A,

ou seja, A é fechado.

Agora vamos mostrar que A é dissipativo. Seja (η, ω) ∈ D(A). Logo,

⟨A(η, ω), (η, ω)⟩X0 = ⟨(−ωx − ωxxx,−ηx − ηxxx), (η, ω)⟩X0

= ⟨−ωx − ωxxx, η⟩L2(I) + ⟨−ηx − ηxxx, ω⟩L2(I)

= −
∫ L

0

ωxηdx−
∫ L

0

ωxxxηdx−
∫ L

0

ηxωdx−
∫ L

0

ηxxxωdx

= −(ωη|L0 −
∫ L

0

ωηxdx)− (ωxxη|L0 −
∫ L

0

ωxxηxdx)

−
∫ L

0

ηxωdx− (ηxxω|L0 −
∫ L

0

ηxxωxdx)

= −ω(L)η(L)− ωxx(L)η(L) + (ωxηx|L0 −
∫ L

0

ωxηxxdx)

−ω(L)ηxx(L) +

∫ L

0

ηxxωxdx

= −ω(L)η(L)− ωxx(L)η(L) + ωx(L)ηx(L)− ωx(0)ηx(0)

−ω(L)ηxx(L)
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= −α2|η(L)|2 + α2ηxx(L)η(L)− α1|ηx(L)|2 − α0|ηx(0)|2

−α2η(L)ηxx(L)

= −α2|η(L)|2 − α1|ηx(L)|2 − α0|ηx(0)|2 ≤ 0.

De forma análoga, temos que para quaisquer (u, v) ∈ D(A∗),

⟨A∗(u, v), (u, v)⟩ = −α2|u(L)|2 − α1|ux(L)|2 − α0|ux(0)|2 ≤ 0.

Assim, A e A∗ são dissipativos. Portanto, como D(A) = X0 e A é fechado, temos

queA ∈ G(1, 0). �

Como consequência do resultado acima, temos o seguinte Teorema:

Teorema 2.0.4. Se (η0, ω0) ∈ D(A), o sistema (2.1) - (2.4) possui uma única

solução clássica. Se (η0, ω0) ∈ X, o sistema (2.1) - (2.4) possui uma única mild

solution.

Demonstração: Observe que, com as notações anteriores, o sistema (2.1) - (2.4)

pode ser reescrito como 
dU

dt
(t) = AU(t), t > 0

U(0) = U0,

onde U = (η, ω) e U0 = (η0, ω0). Logo, o resultado é obtido aplicando a Proposição

2.0.3, o Teorema 1.7.1 e o Teorema 1.7.2 (f ≡ 0). �

A próxima Proposição nos fornece estimativas úteis para a solução de (2.1) -

(2.4). As duas primeiras são estimativas de energia padrão, enquanto a última

revela o efeito regularizante de Kato.
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Proposição 2.0.5. Sejam (η0, ω0) ∈ X0 e (η, ω) = S(·)(η0, ω0). Então, para todo

T > 0,

∫ L

0

(|η0(x)|2 + |ω0(x)|2)dx−
∫ L

0

(|η(x, T )|2 + |ω(x, T )|2)dx

= 2

∫ T

0

{α2|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2}dt , (2.5)

T

2

∫ L

0

(|η0(x)|2 + |ω0(x)|2)dx =
1

2

∫ T

0

∫ L

0

(|η|2 + |ω|2)dxdt

+

∫ T

0

(T − t){α2|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2}dx. (2.6)

Se, além disso, α2 = 1, então (η, ω) ∈ L2(0, T ; [H1(I)]2) e

∥(η, ω)∥L2(0,T ;[H1(I)]2) ≤ C∥(η0, ω0)∥X0 , (2.7)

onde C = C(T ) é uma constante positiva.

Demonstração: Seja (η0, ω0) ∈ D(A). Multiplicando a equação (2.1) por η, a

equação (2.2) por ω, somando os resultados e integrando em (0, L)× (0, T ), temos

que

0 =

∫ L

0

∫ T

0

ηtη dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

ωxη dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

ωxxxη dtdx

+

∫ L

0

∫ T

0

ωtω dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

ηxω dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

ηxxxω dtdx

=

∫ L

0

∫ T

0

1

2

∂

∂t
|η|2 dtdx+ (

∫ T

0

ωη|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

ωηx dxdt)

+(

∫ T

0

ωxxη|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

ωxxηx dxdt) +

∫ L

0

∫ T

0

1

2

∂

∂t
|ω|2 dtdx

+

∫ L

0

∫ T

0

ηxω dtdx+ (

∫ T

0

ηxxω|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

ηxxωx dxdt)

=
1

2

∫ L

0

(|η|2 + |ω|2|)|T0 dx+

∫ T

0

ωη|L0 dt− (

∫ T

0

ωxηx|L0 dt

−
∫ T

0

∫ L

0

ωxηxx dxdt)−
∫ T

0

∫ L

0

ηxxωx dxdt
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=
1

2

∫ L

0

(|η(x, T )|2 + |ω(x, T )|2|) dx− 1

2

∫ L

0

(|η0|2 + |ω0|2|) dx

+

∫ T

0

ω(L, t)η(L, t) dt−
∫ T

0

ωx(L, t)ηx(L, t) dt+

∫ T

0

ωx(0, t)ηx(0, t) dt

=
1

2

∫ L

0

(|η(x, T )|2 + |ω(x, T )|2|) dx− 1

2

∫ L

0

(|η0|2 + |ω0|2|) dx

+

∫ T

0

α2|η(L, t)|2 dt+
∫ T

0

α1|ηx(L, t)|2 dt+
∫ T

0

α0|ηx(0, t)|2 dt.

Assim,

1

2
(

∫ L

0

(|η0|2 + |ω0|2|) dx−
∫ L

0

(|η(x, T )|2 + |ω(x, T )|2|) dx) =∫ T

0

α2|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2 dt,

o que prova (2.5). Para provar (2.6), multiplicamos (2.1) por (T − t)η, (2.2) por

(T − t)ω, somamos as duas identidades e integramos em (0, L) × (0, T ). Logo, se

(η0, ω0) ∈ D(A),

∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ηtη dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ωxη dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ωxxxη dxdt

+

∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ωtω dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ηxω dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ηxxxωdxdt = 0.

E, então, como

∫ T

0

(T − t)ηtη dt =

∫ T

0

(T − t)
1

2

∂

∂t
|η|2 dt = 1

2
|η|2(T − t)|T0 +

1

2

∫ T

0

|η|2 dt,

temos que

0 = (
1

2

∫ L

0

|η|2(T − t)|T0 dx+
1

2

∫ L

0

∫ T

0

|η|2 dtdx) + (

∫ T

0

(T − t)ωη|L0 dt

−
∫ L

0

∫ T

0

(T − t)ωηx dtdx) + (

∫ T

0

(T − t)ωxxη|L0 dt−
∫ L

0

∫ T

0

(T − t)ωxxηx dtdx)

+(
1

2

∫ L

0

|ω|2(T − t)|T0 dx+
1

2

∫ L

0

∫ T

0

|ω|2 dtdx) +
∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ηxω dxdt

+(

∫ T

0

(T − t)ηxxω|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ηxxωx dxdt)
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= −T

2

∫ L

0

|η0|2 + |ω0|2 dx+
1

2

∫ L

0

∫ T

0

|η|2 + |ω|2 dtdx

+

∫ T

0

(T − t)ω(L, t)η(L, t) dt+

∫ T

0

(T − t)ωxx(L, t)η(L, t) dt

−
(∫ T

0

(T − t)ωxηx|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ωxηxx dxdt

)
+

∫ T

0

(T − t)ηxx(L, t)ω(L, t) dt−
∫ T

0

∫ L

0

(T − t)ηxxωx dxdt

= −T

2

∫ L

0

|η0|2 + |ω0|2 dx+
1

2

∫ L

0

∫ T

0

|η|2 + |ω|2 dtdx

+

∫ T

0

(T − t){α2|η(L, t)|2 − α2ηxx(L, t)η(L, t) + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2

+α2η(L, t)ηxx(L, t)} dt.

Assim,

T

2

∫ L

0

(|η0|2 + |ω0|2) dx =
1

2

∫ L

0

∫ T

0

(|η|2 + |ω|2) dtdx

+

∫ T

0

(T − t){α2|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0)|2} dt,

o que prova (2.6).

Finalmente, vamos provar (2.7).

Multiplicando (2.1) por xω, (2.2) por xη, integrando em (0, L)× (0, T ) e somando

os resultados, obtemos

∫ L

0

∫ T

0

xηtω dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

xωxω dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

xωxxxω dtdx

+

∫ L

0

∫ T

0

xωtη dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

xηxη dtdx+

∫ L

0

∫ T

0

xηxxxη dtdx = 0.

Como ωxω = 1
2

∂
∂x
|ω|2, segue que

∫ L

0

∫ T

0

x(ηω)t dtdx +

∫ L

0

∫ T

0

x

2
(|ω|2 + |η|2)x dtdx

+

∫ L

0

∫ T

0

x(ωxxxω + ηxxxη) dtdx = 0. (2.8)
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Por outro lado, fazendo integrações por partes e usando a fórmula

ωxxxω =
∂

∂x
(ωxxω − 1

2
|ωx|2),

obtemos∫ L

0

∫ T

0

x(ωxxxω + ηxxxη) dtdx =

∫ T

0

∫ L

0

x
∂

∂x
(ωxxω + ηxxη −

1

2
(|ωx|2 + |ηx|2)) dtdx

=

∫ T

0

x[ωxxω + ηxxη −
1

2
(|ωx|2 + |ηx|2)]L0 dt−

∫ T

0

∫ L

0

(ωxxω + ηxxη −
1

2
|ωx|2

−1

2
|ηx|2) dxdt

=

∫ T

0

L[ωxx(L, t)ω(L, t) + ηxx(L, t)η(L, t)−
1

2
|ωx(L, t)|2 −

1

2
|ηx(L, t)|2] dt

−
∫ T

0

∫ L

0

(ωxxω + |ωx|2 + ηxxη + |ηx|2 −
3

2
|ωx|2 −

3

2
|ηx|2) dtdx

=

∫ T

0

(−Lα2
2ηxx(L, t)η(L, t) + Lηxx(L, t)η(L, t)−

L

2
α2
1|ηx(L, t)|2

−L

2
|ηx(L, t)|2) dt−

∫ T

0

(ωxω)|L0 dt−
∫ T

0

(ηxη)|L0 dt

+

∫ T

0

∫ L

0

3

2
(|ωx|2 + |ηx|2) dtdx

=
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ωx|2 + |ηx|2) dtdx+

∫ T

0

L(1− α2
2)ηxx(L, t)η(L, t) dt

−
∫ T

0

L

2
(α2

1 + 1)|ηx(L, t)|2 dt−
∫ T

0

ωx(L, t)ω(L, t) dt−
∫ T

0

ηx(L, t)η(L, t) dt

+

∫ T

0

ηx(0, t)η(0, t) dt

=
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ωx|2 + |ηx|2) dtdx+ L(1− α2
2)

∫ T

0

ηxx(L, t)η(L, t) dt

−L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|ηx(L, t)|2 dt+
∫ T

0

α1ηx(L, t)α2η(L, t) dt−
∫ T

0

ηx(L, t)η(L, t) dt

+

∫ T

0

ηx(0, t)η(0, t) dt

=
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ωx|2 + |ηx|2) dtdx+ (α1α2 − 1)

∫ T

0

ηx(L, t)η(L, t) dt

+

∫ T

0

ηx(0, t)η(0, t) dt−
L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|ηx(L, t)|2 dt

+L(1− α2
2)

∫ T

0

ηxx(L, t)η(L, t) dt.
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Logo,

∫ L

0

∫ T

0

x(ωxxxω + ηxxxη) dtdx =
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ωx|2 + |ηx|2) dtdx

+(α1α2 − 1)

∫ T

0

ηx(L, t)η(L, t) dt +

∫ T

0

ηx(0, t)η(0, t) dt

−L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|ηx(L, t)|2 dt + L(1− α2
2)

∫ T

0

ηxx(L, t)η(L, t) dt. (2.9)

Note que, pela Desigualdade de Young e pelo Teorema 1.2.5, temos que, para todo

δ > 0,

∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt =

∫ T

0

(
√

(δ)η(0, t))

(
1√
δ
ηx(0, t)

)
dt

≤
∫ T

0

(
δη(0, t)2

2
+

η2x(0, t)

2δ

)
dt

≤ CIδ

∫ L

0

∫ T

0

(η2 + η2x) dtdx+
1

2δ

∫ T

0

η2x(0, t) dt,(2.10)

onde CI é uma constante positiva. Logo, tomando δ > 0 de tal forma que CIδ ≤ 1
2
,

temos

∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt ≤
1

2

∫ T

0

∫ L

0

(η2 + η2x) dxdt+
1

2δ

∫ T

0

η2x(0, t) dt

e, assumindo que α2 = 1, de (2.9), obtemos

∫ L

0

∫ T

0

x(ωxxxω + ηxxxη) dtdx =
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ωx|2 + |ηx|2) dtdx

+(α1 − 1)

∫ T

0

ηx(L, t)η(L, t) dt +

∫ T

0

ηx(0, t)η(0, t) dt−
L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|ηx(L, t)|2 dt.

Logo, por (2.8), temos

∫ T

0

∫ L

0

x(ηω)t dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

x

2
(ω2 + η2)x dxdt+

3

2

∫ T

0

∫ L

0

(ω2
x + η2x) dxdt

+(α1 − 1)

∫ T

0

η(L, t)ηx(L, t) dt+

∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt−
L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|ηx(L, t)|2 dt = 0,
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donde

3

2

∫ T

0

∫ L

0

(ω2
x + η2x) dxdt = −

∫ T

0

∫ L

0

x(ηω)t dxdt−
∫ T

0

∫ L

0

x

2
(ω2 + η2)x dxdt

−(α1 − 1)

∫ T

0

η(L, t)ηx(L, t) dt−
∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt+
L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|ηx(L, t)|2 dt.

Assim,

3

2

∫ T

0

∫ L

0

(ω2
x + η2x) dxdt = −

∫ L

0

(xηω)|T0 dx−
∫ T

0

x

2
(ω2 + η2)|L0 dt

+

∫ T

0

∫ L

0

ω2 + η2

2
dxdt − (α1 − 1)

∫ T

0

η(L, t)ηx(L, t) dt−
∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt

+
L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

η2x(L, t) dt. (2.11)

Agora, vamos estimar os termos que aparecem no lado direito da identidade acima.

•
∫ T

0

∫ L

0

(
ω2 + η2

2

)
dxdt ≤

∫ T

0

E(0) dt = TE(0),

onde

E(t) =

∫ L

0

(
ω2 + η2

2

)
dx

é a energia total associada ao sistema;

• −
∫ T

0

x

2
(ω2 + η2)|L0 dt =

−L

2

∫ T

0

(ω2(L, t) + η2(L, t)) dt = −L

∫ T

0

η2(L, t) dt,

pelas condições de fronteira;

• −
∫ L

0

(xηω)|T0 dx = −
∫ L

0

xη(x, T )ω(x, T ) dx+

∫ L

0

xη0(x)ω0(x) dx

≤ L

∫ L

0

|η(x, T )||ω(x, T )| dx+ L

∫ L

0

(
η20 + ω2

0

2

)
dx

≤ L

∫ L

0

(
|η(x, T )|2 + |ω(x, T )|2

2

)
dx+ L

∫ L

0

(
η20 + ω2

0

2

)
dx

≤ LE(T ) + L

∫ L

0

(
η20 + ω2

0

2

)
dx ≤ 2LE(0),
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pois a energia é dissipativa;

• − (α1 − 1)

∫ T

0

η(L, t)ηx(L, t) dt ≤ |α1 − 1|
∫ T

0

|η(L, t)||ηx(L, t)| dt

≤ |α1 − 1|
2

∫ T

0

(|η(L, t)|2 + |ηx(L, t)|2) dt.

Procedendo como em (2.10), temos

• −
∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt ≤
∫ T

0

|η(0, t)ηx(0, t)| dt

≤ 1

2

∫ T

0

∫ L

0

(|η|2 + |ηx|2) dxdt+
1

2δ

∫ T

0

|ηx(0, t)|2 dt

=
1

2

∫ T

0

∫ L

0

|ηx|2 dxdt+
1

2

∫ T

0

∫ L

0

|η|2 dxdt

+
1

2δ

∫ T

0

|ηx(0, t)|2 dt

≤ 1

2

∫ T

0

∫ L

0

η2x dxdt+

∫ T

0

E(0) dt+
1

2δ

∫ T

0

|ηx(0, t)|2 dt

= TE(0) +
1

2

∫ T

0

∫ L

0

η2x dxdt+
1

2δα0

∫ T

0

α0|ηx(0, t)|2 dt.

Assim, os termos de fronteira (em x) podem ser estimados como segue

L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

η2x(L, t) dt− (α1 − 1)

∫ T

0

η(L, t)ηx(L, t) dt−
∫ T

0

η(0, t)ηx(0, t) dt

−
∫ T

0

x

2
(ω2 + η2)|L0 dt

≤ L

2

(α2
1 + 1)

α1

∫ T

0

α1η
2
x(L, t) dt+

|α1 − 1|
2

∫ T

0

|η(L, t)|2 dt

+
|α1 − 1|
2α1

∫ T

0

α1|ηx(L, t)|2 dt+ TE(0) +
1

2

∫ T

0

∫ L

0

η2x dxdt

+
1

2δα0

∫ T

0

α0|ηx(0, t)|2 dt

≤ TE(0) +
1

2

∫ T

0

∫ L

0

η2x dxdt+K

∫ T

0

(|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2

+α0|ηx(0, t)|2) dt,

onde K := max{L(α2
1+1)

2α1
, |α1−1|

2α1
, |α1−1|

2
, 1
2δα0

} > 0. Combinando as estimativas acima
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com (2.11), obtém-se

3

2

∫ T

0

∫ L

0

(ω2
x + η2x) dxdt ≤ 2LE(0) + TE(0) + TE(0) +

1

2

∫ T

0

∫ L

0

η2x dxdt

+K

∫ T

0

(|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2) dt.

Logo, por (2.5), temos

∫ T

0

∫ L

0

(ω2
x + η2x) dxdt+ ≤ (2L+ 2T )E(0) +

K

2

∫ L

0

(|η0|2 + |ω0|2) dx

−K

2

∫ L

0

(|η(x, T )|2 + |ω(x, T )|2) dx

≤ (2L+ 2T +K)E(0).

Tomando C1 := (2L+ 2T +K), obtemos a seguinte estimativa

∫ T

0

∫ L

0

(ω2
x + η2x) dxdt ≤ C1E(0) = C1

∫ L

0

(
|η0|2 + |ω0|2

2

)
dx. (2.12)

Portanto, temos, por (2.6) e (2.12), que

∥(η, ω)∥2L2(0,T ;[H1(I)]2) =

∫ T

0

∥(η, ω)∥2[H1(I)]2 dt =

∫ T

0

∥η∥2H1(I) dt+

∫ T

0

∥ω∥2H1(I) dt

=

∫ T

0

∫ L

0

(|η|2 + |ω|2) dxdt+
∫ T

0

∫ L

0

(|ηx|2 + |ωx|2) dxdt

= T

∫ L

0

(|η0|2 + |ω0|2) dx− 2

∫ T

0

(T − t){|η(L, t)|2

+α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2} dt

+

∫ T

0

∫ L

0

(|ηx|2 + |ωx|2) dxdt

≤ T

∫ L

0

|η0|2 + |ω0|2 dx+ C1

∫ L

0

(
|η0|2 + |ω0|2

2

)
dx

=

(
T +

C1

2

)∫ L

0

(
|η0|2 + |ω0|2

)
dx,

ou seja, se C := T + C1

2
, então temos que

∥(η, ω)∥L2(0,T ;[H1(I)]2) ≤
√
C∥(η0, ω0)∥X0 .
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Pela densidade de D(A) em X0, o resultado se estende para (η0, ω0) ∈ X0 ar-

bitrário. De fato, se (η0, ω0) ∈ X0, existe uma sequência (ηn0 , ω
n
0 ) ⊂ D(A), tal que

(ηn0 , ω
n
0 ) → (η0, ω0) em X0, quando n → +∞. Considerando (ηn, ωn) a sequência

das soluções associadas a (ηn0 , ω
n
0 ), a desigualdade acima nos diz que tal sequência

é de Cauchy em L2(0, T ; [H1(I)]2) e, pela identidade de energia, temos o mesmo

resultado em C([0, T ];X0). Com isso, podemos passar o limite no sistema linear e

obter uma função (η̃, ω̃) ∈ C([0, T ];X0) ∩ L2(0, T ; [H1(I)]2) que é solução fraca do

modelo. Logo, por unicidade do limite, (η̃, ω̃) = (η, ω) (Ver [3]). Assim, também

podemos passar o limite em (2.5) - (2.7) e obter o resultado. O mesmo argumento,

juntamente com os argumentos usados em [4], nos permitem justificar que os ter-

mos de fronteira estão bem definidos. �

Agora estamos prontos para provar a estabilidade exponencial do sistema linear.

Teorema 2.0.6. Assuma que α0 ≥ 0, α1 > 0 e α2 = 1. Então, existem constantes

C0 e µ0 > 0, tais que para quaisquer (η0, ω0) ∈ X0, a solução de (2.1) - (2.4)

satisfaz

∥(η(t), ω(t))∥X0 ≤ C0e
−µ0t∥(η0, ω0)∥X0 , ∀ t ≥ 0. (2.13)

Demonstração: Primeiramente, observe que basta provar que exite C > 0, tal

que

∥(η0, ω0)∥2X0
≤ C

∫ T

0

(|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2) dt. (2.14)

De fato, provado isso, temos que se denotarmos A(t) := |η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 +

α0|ηx(0, t)|2 > 0, t ≥ 0, então
E ′(t) = −A(t), A(t) > 0

E(0) ≤ C
∫ T

0
A(t) dt,
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onde E(t) denota a energia associada ao sistema linear. Logo, integrando em [0, T ],

temos

E(T )− E(0) = −
∫ T

0

A(t) dt

≤ −E(0)

C
,

ou seja,

E(T ) ≤ E(0)− E(0)

C
≤ E(0)− E(T )

C
,

donde (
1 +

1

C

)
E(T ) ≤ E(0),

i.e.,

E(T ) ≤
(

C

C + 1

)
E(0).

Assim, o semigrupo decai exponencialmente. Para ver este fato vamos usar o

seguinte resultado:

Se existem T > 0 e γ ∈ (0, 1), tais que E(T ) < γE(0), então

E(t) ≤ 1

γ
E(0)e(

ln γ
T

)t, t ≥ 0.

De fato, é fácil ver, por indução, que E(kT ) < γkE(0), k ∈ N e como E(t) ≤

E(kT ), para kT < t < (k + 1)T , temos que E(t) ≤ E(kT ) ≤ γkE(0). Assim,

como kT < t < (k + 1)T , temos t
T
< k + 1, isto é, t

T
− 1 < k, donde γk < γ( t

T
−1).

Portanto,

E(t) ≤ E(kT ) ≤ γkE(0) < γ( t
T
−1)E(0) =

1

γ
E(0)γ

t
T

=
1

γ
E(0)eln(γ

t
T ) =

1

γ
E(0)eln(γ

1
T )t =

1

γ
E(0)e(

1
T
ln γ)t,

o que demonstra o resultado.
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Agora, como C
C+1

∈ (0, 1), então ln( C
C+1

) < 0. Logo, ∃ µ0 > 0, tal que

1
T
ln( C

C+1
) = −µ0 e, pelo resultado acima, temos que

E(t) = ∥(η(t), ω(t))∥2X0
≤
(
1 +

1

C

)
E(0)e−µ0t

=

(
1 +

1

C

)
∥(η0, ω0)∥2X0

e−µ0t, t ≥ 0,

o que prova o Teorema 2.0.6.

Vamos provar (2.14) em três passos:

PASSO 1: (Argumento de Compacidade-Unicidade)

Vamos argumentar por contradição, aplicando o Argumento de Compacidade -

Unicidade (Ver [13]). Note que se (2.14) fosse falso, exitiria uma sequência de

dados iniciais (ηn0 , ω
n
0 ) em X0, tal que

∥(ηn0 , ωn
0 )∥2X0

=

∫ L

0

(|ηn0 |2 + |ωn
0 |2) dx

> n

∫ T

0

{|ηn(L, t)|2 + α1|ηnx(L, t)|2 + α0|ηnx(0, t)|2} dt, (2.15)

com

∥(ηn0 , ωn
0 )∥X0 = 1, ∀ n ∈ N.

Logo, por (2.7) e (2.15), temos que

∥(ηn, ωn)∥L2((0,T );[H1(I)]2) ≤ C∥(ηn0 , ωn
0 )∥X0 = C,

ou seja,

(ηn, ωn) = S(·)(ηn0 , ωn
0 ) é limitada em L2(0, T ; [H1(I)]2).

Note que por (2.1) e (2.2),

ηnt = −ωn
x − ωn

xxx

ωn
t = −ηnx − ηnxxx.
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Além disso, sabemos que dada uma função u ∈ L2(0, T ;H1
0 (I)), temos ux(·, t) ∈

L2(I), uxx(·, t) ∈ H−1(I) e uxxx(·, t) ∈ H−2(I). Logo, a sequência

(ηnt , ω
n
t ) é limitada em L2(0, T ; [H−2(I)]2).

Assim, como [H1(I)]2 ↪→c [L
2(I)]2 ↪→ [H−2(I)]2 e [H1(I)]2 e [H−2(I)]2 são reflexi-

vos, temos que se denotarmos

W = {(η, ω) ∈ L2((0, T ); [H1(I)]2); (ηt, ωt) ∈ L2(0, T ; [H−2(I)]2)},

então W ↪→c L2([0, T ];X0), pelo Teorema de Aubin-Lions. Logo, o conjunto

{(ηn, ωn);n ∈ N} ⊂ W é relativamente compacto em L2(0, T ;X0) e, então, (η
n, ωn)

possui uma subsequência, que vamos continuar denotando por (ηn, ωn), tal que

(ηn, ωn) → (η, ω) em L2(0, T ;X0), quando n → +∞. (2.16)

Note também que, por (2.6),

T

2

∫ L

0

(|ηn0 |2 + |ωn
0 |2) dx =

1

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ηn|2 + |ωn|2) dxdt

+

∫ T

0

(T − t){|ηn(L, t)|2 + α1|ηnx(L, t)|2 + α0|ηnx(0, t)|2} dt,

ou seja,

∫ L

0

(|ηn0 |2 + |ωn
0 |2) dx ≤ 1

T

∫ T

0

∫ L

0

(|ηn|2 + |ωn|2) dxdt+ 2

∫ T

0

{|ηn(L, t)|2

+α1|ηnx(L, t)|2 + α0|ηnx(0, t)|2} dt.

Assim, segue de (2.15) e (2.16) que (ηn0 , ω
n
0 ) é uma sequência de Cauchy em X0,

donde existe (η0, ω0) ∈ X0, tal que

(ηn0 , ω
n
0 ) → (η0, ω0) em X0, quando n → +∞.
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Por outro lado, como (ηn, ωn) é limitada em L∞(0, T ; [L2(I)]2) e (ηnt , ω
n
t ) é limitada

em L2(0, T ; [H−2(I)]2), obtemos que existe subsequência (ηn, ωn), tal que

(ηn, ωn) → (η, ω) em C([0, T ]; [H−1(I)]2), ∀T > 0.

Em particular,

(η, ω)(0) = lim
n→+∞

(ηn, ωn)(0) = lim
n→+∞

(ηn0 , ω
n
0 ) = (η0, ω0).

Assim, como (η, ω) ∈ L∞(0, T ; [L2(I)]2) ∩ Cω([0, T ]; [H
−1(I)]2), temos, pelo Teo-

rema 1.4.2, que

(η, ω) ∈ Cω([0, T ]; [L
2(I)]2).

Consequentemente, passando o limite fraco no sistema, obtemos, por unicidade,

que

(η, ω) = S(·)(η0, ω0) e ∥(η0, ω0)∥X0 = 1.

Além disso, por (2.15), temos que

∫ T

0

{|ηn(L, t)|2 + α1|ηnx(L, t)|2 + α0|ηnx(0, t)|2} dt <
1

n

∫ L

0

(|ηn0 |2 + |ωn
0 |2) dx,

donde, fazendo n → +∞, obtemos

∫ T

0

{|η(L, t)|2 + α1|ηx(L, t)|2 + α0|ηx(0, t)|2} dt = 0,

ou seja,

η(L, ·) = α1ηx(L, ·) = α0ηx(0, ·) = 0, em L2(0, T ). (2.17)

Com isso, os próximos passos consistem em mostrar que o dado inicial acima é

identicamente nulo.
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PASSO 2: (Redução a um Problema Espectral)

Vamos utilizar um argumento semelhante ao usado em [24] (Lema 3.4) e em [18]

(Lema 3.2).

Lema 2.0.7. Dado T > 0, seja NT o espaço de todos os dados iniciais (η0, ω0) ∈

X0, tal que a solução correspondente (η, ω) = S(·)(η0, ω0) de (2.1) - (2.4) sa-

tisfaça (2.17). Se NT ̸= ∅, para algum T > 0, então existem λ ∈ C e (η0, ω0) ∈

[H3(0, L;C)]2, tais que

λη0 + ω′
0 + ω′′′

0 = 0 (2.18)

λω0 + η′0 + η′′′0 = 0 (2.19)

ω0(0) = ω′
0(0) = ω′′

0(0) = 0 (2.20)

ω0(L) = ω′
0(L) = 0 (2.21)

ω′′
0(L) = −η′′0(L) (2.22)

α0η
′
0(0) = α1η

′
0(L) = η0(L) = 0. (2.23)

Observação: Notemos que encontrar λ ∈ C e (η0, ω0) ∈ [H3(0, L;C)]2, (η0, ω0) ̸=

(0, 0), significa encontrar um autovalor e um autovetor para o operador A(η, ω) =

(−ωx − ωxxx,−ηx − ηxxx) associado ao problema.

Demonstração: Vamos mostrar que:

1 − dim(NT ) < +∞;

2 − NT ⊂ D(A);

3 − A(NT ) ⊂ NT .

De fato, observe que, mostrado isso, A : NT → NT , onde NT é a complexificação

de NT , será um operador linear definido em um espaço de dimensão finita, com
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NT ̸= ∅. Logo, A possuirá um autovalor λ ∈ C e existirá (η0, ω0) ∈ [H3(0, L;C)]2,

com (η0, ω0) ̸= (0, 0), satisfazendo A(η0, ω0) = λ(η0, ω0), ou seja, satisfazendo (2.18)

- (2.23).

1 - Mostraremos que B1(0) é um subconjunto compacto de NT . De fato, se (η
n
0 , ω

n
0 )

é uma sequência na bola unitária {(η0, ω0) ∈ NT ; ∥(η0, ω0)∥X0 ≤ 1}, podemos

utilizar o mesmo argumento usado no Passo 1 para concluir que (ηn0 , ω
n
0 ) possui

uma subsequência convergente em X0, ou seja, a bola unitária é um subconjunto

compacto de NT , subespaço normado de X0. Logo, pelo Teorema 1.5.2, NT possui

dimensão finita.

2 - Primeiramente, observe que se T1 < T2, então NT2 ⊂ NT1 , donde dim(NT2) ≤

dim(NT1). De fato, se (η0, ω0) ∈ NT2 , então a solução correspondente de (2.1) -

(2.4) satisfaz (2.17), ou seja, a solução correspondente de (2.1) - (2.4) satisfaz

η(L, ·) = α1ηx(L, ·) = α0ηx(0, ·) = 0 em L2(0, T2).

Em particular, como T1 < T2, a solução correspondente também satisfaz

η(L, ·) = α1ηx(L, ·) = α0ηx(0, ·) = 0 em L2(0, T1),

donde (η0, ω0) ∈ NT1 .

Assim, a aplicação T 7→ dim(NT ), definida em R+ a valores em N, é não-crescente

e, então, existem T e ε > 0, tais que dim(Nt) = dim(NT ),∀t ∈ [T, T + ε].

Vamos mostrar que NT ⊂ D(A).

Sejam (η0, ω0) ∈ NT , (η, ω) = S(·)(η0, ω0), a solução correspondente, e 0 < t < ε.

Como S(τ)(S(t)(η0, ω0)) = S(τ + t)(η0, ω0), para 0 ≤ τ ≤ T e (η0, ω0) ∈ NT+ε =

NT , temos que S(t)(η0, ω0) ∈ NT , ou seja, a solução correspondente (η̃, ω̃) :=
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S(·)(S(t)(η0, ω0)) satisfaz

η̃(L, ·) = α1η̃x(L, ·) = α0η̃x(0, ·) = 0 em L2(0, T ).

Então,

S(τ)(η0, ω0)− (η0, ω0)

τ
∈ NT , (2.24)

para τ suficientemente pequeno. De fato,

S(τ)(η0, ω0)− (η0, ω0)

τ
∈ X0

e a função

(η, ω) := S(·)
(
S(τ)(η0, ω0)− (η0, ω0)

τ

)
=

S(·)(S(τ)(η0, ω0))− S(·)(η0, ω0)

τ

=
(η̃, ω̃)− (η, ω)

τ
,

é solução do problema e satisfaz

η(L, ·) = α1ηx(L, ·) = α0ηx(0, ·) = 0 em L2(0, T ).

Note, também, que

(η0, ω0) ∈ D(A) ⇔ lim
t→0+

S(t)(η0, ω0)− (η0, ω0)

t
existe em [L2(I)]2.

Vamos mostrar que o limite acime existe.

Defina MT := {(η̃, ω̃) = S(τ)(η̃0, ω̃0); 0 ≤ τ ≤ T, (η̃0, ω̃0) ∈ NT}. Observe que

MT ⊂ C([0, T ]; [L2(I)]2) e que dado (η, ω) ∈ MT , (η, ω) ∈ H1(0, T + ε; [H−2(I)]2).

Logo, existe o limite

lim
t→0+

(η, ω)(t+ ·)− (η, ω)

t
= (η′, ω′)(·) em L2(0, T ; [H−2(I)]2).

Por outro lado, por (2.24) temos

(η, ω)(t+ ·)− (η, ω)

t
∈ MT , para 0 < t < ε.
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Além disso, note que dim(MT ) < ∞, por um argumento análogo ao usado para

mostrar que dim(NT ) < ∞. Assim, temos que MT é um subespaço de

[L2(0, T ;H−2(I))]2 que possui dimensão finita, donde MT é fechado em

[L2(0, T ;H−2(I))]2. Logo, (η′, ω′) ∈ MT ⊂ [C([0, T ];L2(I))]2, ou seja, (η, ω) ∈

[C1([0, T ];L2(I))]2. Portanto, o limite

(η′, ω′)(0) = lim
t→0+

(η, ω)(t)− (η, ω)(0)

t
= lim

t→0+

S(t)(η0, ω0)− (η0, ω0)

t
,

existe em X0 = [L2(I)]2, ou seja, (η0, ω0) ∈ D(A).

3 - De fato, como dim(NT ) < ∞ e NT é um subespaço de X0, segue que NT é

fechado em X0. Logo, dado U0 ∈ NT ,

AU0 = lim
t→0+

S(t)U0 − U0

t
∈ NT .

Portanto, A(NT ) ⊂ NT . �

Para chegarmos à contradição, vamos mostrar que a única solução de (2.18) - (2.23)

é a solução identicamente nula. Com isso, por um lado, temos que o dado inicial

possui norma 1, e por outro lado, o dado inicial é identicamente nulo, o que geraria

uma contradição.

PASSO 3: (Existência de solução trivial para o Problema Espectral)

Lema 2.0.8. Seja λ ∈ C e (η0, ω0) ∈ [H3(0, L;C)]2 satisfazendo (2.18) - (2.23).

Então, η0 = ω0 = 0.

Demonstração: De fato, seja v := η0 + ω0 em [0, L]. Logo, por (2.18) - (2.19) e

(2.21) - (2.23), v satisfaz a seguinte EDO
λv + v′ + v′′′ = 0

v(L) = v′(L) = v′′(L) = 0.
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Definindo Z =


v

v′

v′′

, temos que Z ′ =


v′

v′′

v′′′

, donde Z ′ =


v′

v′′

−λv − v′

 ,

ou seja, Z satisfaz

Z ′ =


0 1 0

0 0 1

−λ −1 0

Z, Z(L) =


0

0

0

 .

Logo, se F (x, Z) :=


0 1 0

0 0 1

−λ −1 0

Z, temos que F é Lipschitz em Z (já que F

é linear). Então, pelo Teorema de Picard, existe uma única função Z : [0, L] → R3,

solução do problema de valor inicial acima.

Mas, observe que Z(x) =


0

0

0

 , ∀x ∈ [0, L], também é uma solução do mesmo

problema. Logo, por unicidade, v ≡ 0 em [0, L].

Assim, η0 ≡ −ω0 em [0, L] e, então, por (2.18) e (2.20),temos que
−λω0 + ω′

0 + ω′′′
0 = 0

ω0(0) = ω′
0(0) = ω′′

0(0) = 0,

que tem como única solução ω0 ≡ 0. Logo, (η0, ω0) = (0, 0) em [0, L]. �

Portanto, pelo Passo 1, temos que existe (η0, ω0) ∈ X0, com ∥(η0, ω0)∥ = 1, tal

que a solução correspondente de (2.1) - (2.4) satisfaz (2.17), ou seja, (η0, ω0) ∈ NT ,

donde, pelo Lema 2.0.7, existem λ ∈ C e (η̃0, ω̃0) ∈ [H3(0, L;C)]2, com (η̃0, ω̃0) ̸=

(0, 0) satisfazendo (2.18) - (2.23). Por outro lado, pelo Lema 2.0.8, (η̃0, ω̃0) = (0, 0),
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o que é uma contradição. �

Observação: Note que se α1 = 0, o decaimento exponencial (2.13) nem sempre é

válido. De fato, quando L = π
2
+ kπ, k ∈ N∗, temos que (λ, η0, ω0) := (0, sen(x −

L), 0) satisfaz (2.18) - (2.23) e, além disso,

dE

dt
= −|η(L, t)|2 − α0|ηx(0, t)| = 0,

onde E(t) = 1
2

∫ L

0
(η2 + ω2) dx é a energia associada ao sistema (2.1) - (2.4). Logo,

E(t) = E(0) = L
2
, ou seja, a energia não é dissipativa. Um fenômeno similar foi

provado em [24] para KdV.

Definição: Para s ∈ [0, 3], defina Xs como sendo o espaço das funções (η, ω) ∈

[Hs(I)]2 que satisfazem as condições de s - compatibilidade

ω(0) = 0 e ω(L) = η(L), quando
1

2
< s ≤ 3

2
,

ω(0) = 0, ω(L) = η(L), ω′(0) = α0η
′(0), ω′(L) = −α1η

′(L),

ω′′(0) = 0, e ω′′(L) = −η′′(L), quando
5

2
< s ≤ 3,

munido da norma Hilbertiana

∥(η, ω)∥2Xs
= ∥η∥2Hs(I) + ∥ω∥2Hs(I).

Logo, pelo Teorema 2.0.6 acima e por alguns argumentos de interpolação de espaços,

temos o seguinte corolário:

Corolário 2.0.9. Sejam α0, α1 e α2 como no Teorema 2.0.6. Então, para s ∈

[0, 3], existem Cs > 0 e µ0 > 0, tais que para quaisquer (η0, ω0) ∈ Xs, a solução

correspondente (η, ω) de (2.1) - (2.4) pertence a C(R+;Xs) e satisfaz

∥η(t), ω(t)∥Xs ≤ Cse
−µ0t∥(η0, ω0)∥Xs . (2.25)
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Demonstração: Primeiramente observe que, pelo Teorema 2.0.6, (2.25) já foi

demonstrado no caso s = 0. Vamos mostrar no caso s = 3. Seja U0 = (η0, ω0) ∈

X3 = D(A) e defina U(t) = (η(t), ω(t)) = S(t)U0, t ≥ 0, onde (S(t))t≥0 é o

semigrupo gerado por A. Logo, se V (t) := Ut(t), então V satisfaz o problema
Vt(t) = AUt(t) = AV (t)

V (0) = AU(0) = AU0 =: V0,

com AU0 ∈ X0.

Assim, pelo Teorema 2.0.6, existem constantes C0 e µ0 > 0, tais que

∥V (t)∥X0 ≤ C0e
−µ0t∥V0∥X0 , t ≥ 0.

Como V (t) = AU(t) e V0 = AU0, temos que

∥AU(t)∥X0 ≤ C0e
−µ0t∥AU0∥X0 , t ≥ 0.

Por outro lado, como U0 = (η0, ω0) ∈ X3 = D(A) ⊂ X0 e U(t) = S(t)U0, temos

que, pelo Teorema 2.0.6,

∥U(t)∥X0 ≤ C0e
−µ0t∥U0∥X0 , t ≥ 0.

Portanto, como as normas ∥U∥X3 e ∥U∥X0 + ∥AU∥X0 são equivalentes, conclúımos

que

∥U∥X3 ≤ C0e
−µ0t∥U0∥X0 + C0e

−µ0t∥AU0∥X0 = C0e
−µ0t(∥U0∥X0 + ∥AU0∥X0),

donde,

∥U∥X3 ≤ C0e
−µ0t∥U0∥X3 , t ≥ 0.

Assim, como Xs = [X0, X3] s
3
, 0 < s < 3, e S(t) : Xs → Xs, segue da Teoria de

Interpolação (Ver [26], Caṕıtulo 5), que existe Cs > 0, satisfazendo

∥U(t)∥Xs ≤ Cse
−µ0t∥U0∥Xs ,
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o que prova o Corolário. �



Caṕıtulo 3

Boa colocação e estabilidade

exponencial do problema não

linear

Neste caṕıtulo, voltaremos nossa atenção para a boa colocação e propriedades de

estabilidade de (2) - (4):
ηt + ωx + (ηω)x + ωxxx = 0, 0 < x < L, t ≥ 0

ωt + ηx + ωωx + ηxxx = 0, 0 < x < L, t ≥ 0

(3.1)

satisfazendo as condições de contorno
ω(0, t) = 0, ωx(0, t) = α0ηx(0, t), ωxx(0, t) = 0, t > 0

ω(L, t) = α2η(L, t), ωx(L, t) = −α1ηx(L, t), ωxx(L, t) = −α2ηxx(L, t), t > 0

(3.2)

e as condições iniciais 
η(x, 0) = η0(x), 0 < x < L

ω(x, 0) = ω0(x), 0 < x < L.

(3.3)

47
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Sejam U = (η, ω), (S(t))t≥0, o semigrupo gerado pela parte linear do problema,U0 =

(η0, ω0) e N(U) = −((ηω)′, ωω′), onde ’ denota ∂
∂x
. Observemos, então, que po-

demos reescrever (3.1) - (3.3) como o problema de Cauchy Abstrato
Ut = AU +N(U)

U(0) = U0,

com as condições de fronteira (3.2).

Observemos que, pelos resultados obtidos no Caṕıtulo 2, podemos reformular o

problema acima da seguinte maneira: Encontrar uma função U = U(t), tal que

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds, (3.4)

e que satisfaz as condições de fronteira (3.2).

Assim, usando o efeito regularizante de Kato, provado na Proposição 2.0.5, e um

argumento de ponto fixo, vamos provar, primeiramente, que (3.4) é localmente bem

posto no espaço X0 = [L2(I)]2.

Teorema 3.0.10. Dado (η0, ω0) ∈ X0, existe um tempo T > 0 e uma única mild

solution (η, ω) ∈ C([0, T ];X0) ∩ L2(0, T ;X1) de (3.1) - (3.2).

Demonstração: Para cada (f, g) ∈ L1(0, T ;X0), considere o problema
ηt + ωx + ωxxx = f

ωt + ηx + ηxxx = g,

juntamente com as condições (3.2) e (3.3).

Como esse problema possui solução regular, podemos considerar dados regulares

e concluir as estimativas seguintes por um argumento de densidade. Inicialmente,

observe que

(η, ω)(t) = S(t)(η0, ω0) +

∫ t

0

S(t− s)(f(·, s), g(·, s)) ds,
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onde (S(t))t≥0 é o semigrupo de classe C0 dado pela Proposição 2.0.3. Logo, das

Afirmações 1 e 2 abaixo, temos que existe C = C(T ) > 0, tal que

∥(η, ω)∥C([0,T ];X0) + ∥(η, ω)∥L2(0,T ;X1) ≤ C{∥(η0, ω0)∥X0 +

∫ T

0

∥(f, g)∥X0 ds}. (3.5)

De fato, observe inicialmente que a solução do problema acima pode ser escrita

como

(η, ω) = (η1, ω1) + (η2, ω2),

onde (η1, ω1) e (η2, ω2) são soluções, respectivamente, de
η1,t + ω1,x + ω1,xxx = 0

ω1,t + η1,x + η1,xxx = 0,

satisfazendo as condições (3.2) - (3.3), e
η2,t + ω2,x + ω2,xxx = f

ω2,t + η2,x + η2,xxx = g,

com condição de contorno homogêneas
ω2(0, t) = 0, ω2,x(0, t) = α0η2,x(0, t) = 0, ω2,xx(0, t) = 0, t > 0

ω2(L, t) = α2η2(L, t) = 0, ω2,x(L, t) = −α1η2,x(L, t) = 0, t > 0

ω2,xx(L, t) = −α2η2,xx(L, t) = 0, t > 0

e condição inicial 
η2(x, 0) = 0, 0 < x < L

ω2(x, 0) = 0, 0 < x < L.

Logo, segue da Proposição 2.0.5, que

∥(η1, ω1)∥C(R+;X0) + ∥(η1, ω1)∥L2(0,T ;X1) ≤ C∥(η0, ω0)∥X0 ,
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onde C = C(T ) é uma constante positiva.

Com relação a (η2, ω2), temos os seguintes resultados:

Afirmação 1: Existe C > 0, tal que

∥(η2, ω2)∥C([0,T ];X0) ≤ C∥(f, g)∥L1(0,T ;X0).

Demonstração: Observe que

(η2, ω2)(t) =

∫ t

0

S(t− s)((f, g)(·, s)) ds,

onde (S(t))t≥0 é o semigrupo de classe C0 dado pela Proposição 2.0.3. Note,

também, que

∥1[0,t]S(t− s)((f, g)(·, s))∥X0 ≤ ∥(f, g)(·, s)∥X0 ∈ L1(0, T ).

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

(η2, ω2) ∈ C([0, T ];X0). (3.6)

Além disso,

∥(η2, ω2)∥X0 ≤
∫ t

0

∥(f, g)(·, s)∥X0 ds ≤ ∥(f, g)∥L1(0,T ;X0). (3.7)

Portanto, por (3.6) e (3.7), conclúımos a Afirmação 1.

Afirmação 2: Existe C > 0, tal que

∥(η2, ω2)∥L2(0,T ;X1) ≤ C∥(f, g)∥L1(0,T ;X0).

Demonstração: De forma análoga à demonstração do efeito regularizante de

Kato, temos que, multiplicando a primeira equação acima por xω2, a segunda por
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xη2, integrando em (0, T )× (0, L) e somando as identidades, obtém-se

∫ T

0

∫ L

0

x(η2ω2)t dxdt +
1

2

∫ T

0

∫ L

0

x(|ω2|2 + |η2|2)x dxdt

+

∫ T

0

∫ L

0

x(ω2,xxxω2 + η2,xxxη2) dxdt

=

∫ T

0

∫ L

0

x(fω2 + gη2) dxdt. (3.8)

Mas, procedendo como em (2.9), temos que

∫ T

0

∫ L

0

x(ω2,xxxω2 + η2,xxxη2) dxdt =
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|ω2,x|2 + |η2,x|2) dxdt

+ (α1 − 1)

∫ T

0

η2(L, t)η2,x(L, t) dt+

∫ T

0

η2(0, t)η2,x(0, t) dt

− L

2
(α2

1 + 1)

∫ T

0

|η2,x(L, t)|2 dt, (3.9)

visto que α2 = 1. Além disso, em (3.8),

1

2

∫ T

0

∫ L

0

x(|ω2|2 + |η2|2)x dxdt =
1

2
[

∫ T

0

x(|ω2|2 + |η2|2)|L0 dt

−
∫ T

0

∫ L

0

(|ω2|2 + |η2|2) dxdt]

= −1

2

∫ T

0

∫ L

0

(|η2|2 + |ω2|2) dxdt. (3.10)

Assim, substituindo (3.9) e (3.10) em (3.8), pelas condições de contorno, obtém-se

∫ L

0

xη2(x, T )ω2(x, T ) dx− 1

2

∫ T

0

∫ L

0

(|η2|2 + |ω2|2) dxdt

+
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(|η2,x|2 + |ω2,x|2) dxdt =
∫ T

0

∫ L

0

x(fω2 + gη2) dxdt,

ou seja,

∫ T

0

∫ L

0

(|η2,x|2 + |ω2,x|2) dxdt =
2

3
[−
∫ L

0

xη2(x, T )ω2(x, T ) dx

+
1

2

∫ T

0

∫ L

0

(|η2|2 + |ω2|2) dxdt+
∫ T

0

∫ L

0

x(fω2 + gη2) dxdt]
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≤ L

3

∫ L

0

(|η2(x, T )|2 + |ω2(x, T )|2) dx+
1

3

∫ T

0

∫ L

0

(|η2|2 + |ω2|2) dxdt

+
2

3

∫ T

0

∫ L

0

|xfω2 + xgη2| dxdt

=
L

3
∥(η2, ω2)(T )∥2X0

+
1

3

∫ T

0

∥(η2, ω2)(·, t)∥2X0
dt+

2

3

∫ T

0

⟨(xf, xg), (ω2, η2)⟩X0 dt.

Logo, por (3.7), temos

∫ T

0

∫ L

0

(|η2,x|2 + |ω2,x|2) dxdt ≤ L

3
∥(f, g)∥2L1(0,T ;X0)

+
T

3
∥(f, g)∥2L1(0,T ;X0)

+
2L

3

∫ T

0

∥(f, g)∥X0∥(η2, ω2)∥X0 dt

≤ L

3
∥(f, g)∥2L1(0,T ;X0)

+
T

3
∥(f, g)∥2L1(0,T ;X0)

+
2L

3
∥(f, g)∥L1(0,T ;X0)

∫ T

0

∥(f, g)∥X0dt

≤
(
L+

T

3

)
∥(f, g)∥2L1(0,T ;X0)

.

Portanto, pela Afirmação 1 e pela desigualdade acima, conclúımos a Afirmação 2,

com constante C =

√
L+

T

3
. Observe que C = C(T, L) é não decrescente em T ,

pois se T1 ≤ T2, então

√
L+

T1

3
≤
√

L+
T2

3
.

Agora, dado U0 = (η0, ω0) ∈ X0, vamos mostrar que (3.4) admite uma única

solução. Para isso, considere a seguinte aplicação Γ, dada por

(ΓU)(t) = S(t)U0 +

∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds,

onde (S(t))t≥0 é o semigrupo gerado pela parte linear do problema e N(U) =

N(η, ω) = −((ηω)x, ωωx).

A demonstração consiste em provar que Γ possui um único ponto fixo em alguma

bola fechada BR(0) do espaço

E := L2(0, T ;X1),
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dotado de sua norma natural. Vamos usar o seguinte resultado:

Afirmação 3: Existe uma constante K > 0, tal que

∥N(U1)−N(U2)∥X0 ≤ K(∥U1∥X1 + ∥U2∥X1)∥U1 − U2∥X1 , ∀U1, U2 ∈ X1. (3.11)

Demonstração: Observe que

∥ωη′∥L2(I) ≤ ∥ω∥L∞(I)∥η′∥L2(I) ≤ C∥ω∥H1(I)∥η∥H1(I), (3.12)

∀(η, ω) ∈ H1(I) × H1(I), com C > 0, pois H1(I) ↪→ L∞(I). Logo, se U1 =

(η1, ω2) e U2 = (η2, ω2), então

∥N(U1)−N(U2)∥2X0
= ∥((η2ω2)

′ − (η1ω1)
′, ω2ω

′
2 − ω1ω

′
1)∥2X0

= ∥(η2ω2)
′ − (η1ω1)

′∥2L2(I) + ∥ω2ω
′
2 − ω1ω

′
1∥2L2(I)

= ∥η′2ω2 + η2ω
′
2 − η′1ω1 − η1ω

′
1∥2L2(I) + ∥ω2ω

′
2 − ω1ω

′
1∥2L2(I)

= ∥η′2ω2 + η′1ω2 − η′1ω2 + η2ω
′
2 − η′1ω1 + η2ω

′
1 − η2ω

′
1

−η1ω
′
1∥2L2(I) + ∥ω2ω

′
2 + ω1ω

′
2 − ω1ω

′
2 − ω1ω

′
1∥L2(I)

≤ ∥ω2(η
′
2 − η′1)∥2L2(I) + ∥η′1(ω2 − ω1)∥2L2(I)

+∥η2(ω′
2 − ω′

1)∥2L2(I) + ∥ω′
1(η1 − η2)∥2L2(I)

+∥ω′
2(ω2 − ω1)∥2L2(I) + ∥ω1(ω

′
2 − ω′

1)∥2L2(I)

≤ C2∥ω2∥2H1(I)∥η2 − η1∥2H1(I) + C2∥η1∥2H1(I)∥ω2 − ω1∥2H1(I)

+C2∥η2∥2H1(I)∥ω2 − ω1∥2H1(I) + C2∥ω1∥2H1(I)∥η1 − η2∥2H1(I)

+C2∥ω2∥2H1(I)∥ω2 − ω1∥2H1(I) + C2∥ω1∥2H1(I)∥ω2 − ω1∥2H1(I)

= C2(∥η1∥2H1(I) + ∥ω1∥2H1(I) + ∥η2∥2H1(I)

+∥ω2∥2H1(I))∥ω2 − ω1∥2H1(I) + C2(∥ω1∥2H1(I)

+∥ω2∥2H1(I))∥η2 − η1∥2H1(I)
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≤ C2(∥η1∥2H1(I) + ∥ω1∥2H1(I) + ∥η2∥2H1(I) + ∥ω2∥2H1(I))∥ω2 − ω1∥2H1(I)

+C2(∥η1∥2H1(I) + ∥ω1∥2H1(I) + ∥η2∥2H1(I) + ∥ω2∥2H1(I))∥η2 − η1∥2H1(I)

= C2(∥U1∥2X1
+ ∥U2∥2X1

)∥U1 − U2∥2X1
.

Portanto,

∥N(U1)−N(U2)∥X0 ≤ C(∥U1∥X1 + ∥U2∥X1)∥U1 − U2∥X1 ,

concluindo a demonstração da Afirmação 3.

Sejam T > 0 e R > 0 números reais cujos valores serão especificados posterior-

mente e considere BR(0) ⊂ E. Pela Afirmação 3, N(U) ∈ L1(0, T ;X0), visto que∫ T

0

∥N(U)∥X0 dt ≤ K

∫ T

0

∥U∥2X1
dt = C∥U∥2E ≤ CR2 < ∞.

Logo, por (3.5), ΓU ∈ E. Observe, também, que∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds

∥∥∥∥
E

≤ C

∫ T

0

∥N(U(s))∥X0 ds,

pela Afirmação 2. Assim,

∥ΓU∥E ≤ ∥S(·)U0∥E + C

∫ T

0

∥N(U)∥X0 ds

≤ ∥S(·)U0∥E +KC

∫ T

0

∥U∥2X1
ds

= ∥S(·)U0∥E +KC∥U∥2E.

Tomando R = 2∥S(·)U0∥E, temos, pela Proposição 2.0.5, que R ≤ C̄(T )∥U0∥X0 .

Além disso,

∥ΓU∥E ≤ R

2
+KCR2

≤ R

2
+KCC̄(T )∥U0∥X0R

=

(
1

2
+KCC̄(T )∥U0∥X0

)
R,
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onde K,C > 0. Portanto, como C̄(T ) ≤ K
√
T , K > 0, segue que para T > 0

suficientemente pequeno, Γ é uma aplicação da bola BR(0) nela mesma. Além

disso, pela Afirmação 2, temos, por um argumento análogo ao usado acima, que

dados U1 e U2 ∈ BR(0) ⊂ E,

∥ΓU1 − ΓU2∥E =

∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)(N(U1)−N(U2)) ds

∥∥∥∥
E

≤ C∥N(U1(s))−N(U2(s))∥L1(0,T ;X0)

= C

∫ T

0

∥N(U1)−N(U2)∥X0 ds

≤ CK

∫ T

0

(∥U1∥X1 + ∥U2∥X1)∥U1 − U2∥X1 ds

≤ 2RCK

∫ T

0

∥U1 − U2∥X1 ds

≤ 2RCK

(∫ T

0

12 ds

) 1
2
(∫ T

0

∥U1 − U2∥2X1
ds

) 1
2

≤ 2RCK
√
T∥U1 − U2∥E,

ou seja,

∥ΓU1 − ΓU2∥E ≤ 2RCK
√
T∥U1 − U2∥E.

Logo, se R > 0 for suficientemente pequeno, temos que Γ é uma contração da

bola nela mesma. Assim, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma

única solução U ∈ E do problema de ponto fixo (3.4). Observe, também, que

U ∈ C([0, T ];X0). De fato,

∥U(t)∥X0 ≤ ∥S(t)U0∥X0 +

∫ t

0

∥S(t− s)N(U(s))∥X0 ds

≤ ∥U0∥X0 +

∫ t

0

∥N(U(s))∥X0 ds

≤ ∥U0∥X0 +K

∫ t

0

∥U(s)∥2X1
ds,
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donde,

∥U∥C([0,T ];X0) = max
0≤t≤T

∥U(t)∥X0

≤ ∥U0∥X0 +K max
0≤t≤T

∫ t

0

∥U(s)∥2X1
ds

= ∥U0∥X0 +K

∫ T

0

∥U(s)∥2X1
ds

= ∥U0∥X0 +K∥U∥2E < ∞,

o que conclui a demonstração do Teorema. �

Observe que o teorema acima garante a existência de solução local para (3.1) - (3.3).

Devido a falta de estimativas a priori na norma de X0, a questão da existência glo-

bal de soluções é dif́ıcil de resolver. Entretanto, a existência global juntamente

com a estabilidade exponencial podem ser estabelecidas para dados iniciais sufici-

entemente pequenos. Para este propósito, o efeito regularizante de Kato e a taxa

de decaimento exponencial em X1 são combinados em uma estimativa pontual no

tempo.

Lema 3.0.11. Para qualquer µ ∈ (0, µ0), existe uma constante C = C(µ) > 0, tal

que para qualquer U0 ∈ X0,

∥S(t)U0∥X1 ≤ C
e−µt

√
t
∥U0∥X0 , ∀t > 0. (3.13)

Demonstração: Sejam µ ∈ (0, µ0) e U0 ∈ X0 e defina U(t) := S(t)U0, t ≥ 0.

Tomando T = 1, pela Proposição 2.0.5, temos que existe uma constante C > 0, tal

que

∥U(·)∥L2(0,1;X1) ≤ C∥U0∥X0 . (3.14)

Em particular, U(t) ∈ X1, quase sempre em (0, 1). Assim, podemos encontrar

uma sequência decrescente (tn)n≥0 em (0, 1], com tn → 0+, tal que U(tn) ∈
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X1, ∀ n ∈ N. Como U(tn) = S(tn)U0, temos que, modificando (2.1) - (2.4) de

tal forma que S(tn)U0 ∈ X1 seja o dado inicial do problema, pelo Corolário 2.0.9,

U(·) ∈ C([tn,+∞);X1), ∀ n ∈ N.

Logo, como tn → 0+, temos que

U(·) ∈ C(R+;X1),

isto é,

U(t) ∈ X1, ∀t > 0.

Além disso, pelo mesmo argumento, temos que

∥U(T )∥X1 ≤ C1e
−µ0(T−t)∥U(t)∥X1 , ∀T ≥ t, (3.15)

sempre que U(t) ∈ X1.

Tome T ∈ (0, 1]. Por (3.15), obtém-se

(C−1
1 ∥U(T )∥X1)

2e2µ0(T−t) ≤ ∥U(t)∥2X1
,

donde, integrando em relação a t em (0, T ),

(C−1
1 ∥U(T )∥X1)

2

∫ T

0

e2µ0(T−t) dt ≤
∫ T

0

∥U(t)∥2X1
dt.

Logo, como ∫ T

0

e2µ0(T−t) dt =
e2µ0T − 1

2µ0

,

segue que

∥U(T )∥X1 ≤ ∥U∥L2(0,T ;X1)C1

√
2µ0

e2µ0T − 1

≤ CC1

√
2µ0

e2µ0T − 1
∥U0∥X0

≤ CC1
1√
T
∥U0∥X0 .
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Portanto, para t ∈ (0, 1] arbitrário, temos

∥U(t)∥X1 ≤ CC1√
t
eµte−µt∥U0∥X0

≤ C̄C1e
µ e

−µt

√
t
∥U0∥X0 , ∀t ∈ (0, 1]. (3.16)

Se t > 1, por (3.15) e (3.16), temos

∥U(t)∥X1 ≤ C1e
−µ0(t−1)∥U(1)∥X1

≤ C2
1 C̄e−µ0(t−1)∥U0∥X0 .

Porém, como µ < µ0 e t > 1, existe C2 > 0, tal que

√
t ≤ C2e

(µ0−µ)t,

ou seja,

e−µ0t ≤ C2
e−µt

√
t
.

Assim,

∥U(t)∥X1 ≤ C2
1 C̄e−µ0teµ0∥U0∥X0 ≤ C2

1 C̄C2
e−µt

√
t
eµ0∥U0∥X0 .

Portanto, se C := C2
1 C̄C2e

µ0 > 0, então

∥U(t)∥X1 ≤ C
e−µt

√
t
eµ0∥U0∥X0 , ∀t > 1,

o que demonstra o Lema. �

Com o Lema acima, estamos prontos para provar a boa colocação e a estabili-

dade exponencial das soluções partindo de dados iniciais suficientemente pequenos

em X1.

Definição: Tome µ ∈ (0, µ0). Definimos o espaço

F := {U = (η, ω) ∈ C(R+;X1); ∥eµtU(t)∥L∞(R+;X1) < ∞},
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munido da seguinte norma

∥U∥F = ∥eµtU(t)∥L∞(R+;X1) = sup
t≥0

ess∥eµtU(t)∥X1 .

Teorema 3.0.12. Existe r0 > 0, tal que, para todo dado inicial (η0, ω0) ∈ X1 com

∥(η0, ω0)∥X1 ≤ r0, a equação integral (3.4) admite uma única solução (η, ω) ∈ F .

Demonstração: Sejam U0 = (η0, ω0) ∈ X1, tal que ∥U0∥X1 ≤ r0, BR(0) ⊂ F e

U(·) := (η, ω)(·) ∈ BR(0), com r0 e R > 0 a serem determinados posteriormente.

Considere a aplicação

Γ : BR(0) ⊂ F → C(R+;X1)

dada por

(ΓU)(t) = S(t)U0 +

∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds, ∀t ≥ 0.

Vamos mostrar que Γ possui um único ponto fixo na bola BR(0) ⊂ F , para r0 > 0

suficientemente pequeno. Primeiramente, observe que, por (3.5),

ΓU ∈ C(R+;X0) ∩ L2
loc(R+;X1),

com (ΓU)(0) = U0.

Note também que ΓU ∈ F . De fato, por (2.25), existe C1 > 0, tal que

∥S(t)U0∥X1 ≤ C1e
−µ0t∥U0∥X1 ≤ C1e

−µt∥U0∥X1 ,

pois µ < µ0. Logo,

∥eµtS(t)U0∥X1 ≤ eµt∥S(t)U0∥X1 ≤ eµt(C1e
−µt∥U0∥X1) = C1∥U0∥X1 , ∀t ≥ 0.
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Além disso, para todo t ≥ 0, temos, pelo Lema 3.0.11,

∥∥∥∥eµt ∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds

∥∥∥∥
X1

≤ eµt
∫ t

0

∥S(t− s)N(U(s))∥X1 ds

≤ eµtC

∫ t

0

e−µ(t−s)

√
t− s

∥N(U(s))∥X0 ds

= C

∫ t

0

eµs√
t− s

∥N(U(s))∥X0 ds,

onde C > 0. Logo, pela Afirmação 3, obtemos K > 0, tal que

∥∥∥∥eµt ∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds

∥∥∥∥
X1

≤ C

∫ t

0

eµs√
t− s

(K∥U(s)∥2X1
) ds

= CK

∫ t

0

e−µs

√
t− s

(eµs∥U(s)∥X1)
2 ds

≤ CK∥U∥2F
∫ t

0

e−µs

√
t− s

ds

= CK∥U∥2F
∫ t

0

eµ(s−t)

√
s

ds

≤ CK∥U∥2F

(∫ 1

0

1√
s
ds+

∫ max{1,t}

1

e−µ(t−s)

√
s

ds

)

≤ CK∥U∥2F

(
2s

1
2 |10 +

∫ max{1,t}

1

e−µ(t−s) ds

)

≤ CK∥U∥2F
(
2 +

1

µ

)
.

Assim, tomando R > 0 de tal forma que R <
1

2CK(2 + µ−1)
e r0 > 0 de tal forma

que r0 <
R

2C1

, temos que

∥eµtΓU∥X1 ≤ C1r0 + CK(2 + µ−1)R2 <
R

2
+

R

2
= R < ∞.

Portanto, ΓU ∈ F , com ∥ΓU∥F ≤ R < ∞, ou seja, Γ aplica a bola BR(0) ⊂ F

nela mesma. Além disso, dados U, V ∈ BR(0) ⊂ F , temos que

∥ΓU − ΓV ∥F =

∥∥∥∥eµt ∫ t

0

S(t− s)(N(U(s))−N(V (s))) ds

∥∥∥∥
X1

≤ C

∫ t

0

eµs√
t− s

∥N(U(s))−N(V (s))∥X0 ds,
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onde C > 0. Então, mostra-se, de forma similar, que Γ é uma contração. Assim,

pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, Γ possui um único ponto fixo na bola

BR(0) ⊂ F .

A unicidade é provada de maneira usual, considerando duas soluções U e V com

dado inicial U0 e aplicando o Lema de Gronwall. Como os argumentos usados

para provar que U = V são análogos aos que acabamos de usar, omitiremos a

demonstração. �

Agora, estamos prontos para provar o Teorema Central deste trabalho apresen-

tado na Introdução. Vamos enunciá-lo novamente para facilitar a leitura.

Teorema Principal: Assuma que α0 ≥ 0, α1 > 0 e α2 = 1. Então, existem

constantes ρ > 0, C > 0 e µ > 0, tais que, para quaisquer (η0, ω0) ∈ X0, com

∥(η0, ω0)∥X0 ≤ ρ, o sistema (3.1) - (3.3) admite uma única solução

(η, ω) ∈ C(R+;X0) ∩ C(R+∗;X1) ∩ L2(0, 1;X1),

que satisfaz

∥(η, ω)(t)∥X0 ≤ Ce−µt∥(η0, ω0)∥X0 , ∀t ≥ 0, (5)

∥(η, ω)(t)∥X1 ≤ C
e−αt

√
t
∥(η0, ω0)∥X0 , ∀t > 0, ∀α ∈ (0, µ). (6)

Demonstração: Observe que fazendo T = 1 na demonstração do Teorema 3.0.10,

obtemos, por (3.5) e pela Afirmação 3, que

∥ΓU∥L2(0,1;X1) ≤ ∥S(·)U0∥L2(0,1;X1) + CK

∫ 1

0

∥U∥2X1
dt.

Logo, tomando R := 2∥S(·)U0∥L2(0,1;X1) > 0 e ρ1 > 0, tal que ∥U0∥X0 ≤ ρ1, temos

que

∥ΓU∥L2(0,1;X1) ≤
R

2
+ CKR2,
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pois estamos supondo que U ∈ BR(0) ⊂ L2(0, 1;X1). Note que, por (3.14), temos

R ≤ C̄∥U0∥X0 , donde R2 ≤ C̄∥U0∥X0R. Assim,

∥ΓU∥L2(0,1;X1) ≤
R

2
+ CKC̄∥U0∥X0R ≤

(
1

2
+ CC̄Kρ1

)
R,

e, então, tomando ρ1 > 0 de tal maneira que ρ1 ≤ 1

2CC̄K
, temos que Γ é uma

aplicação da bola BR(0) ⊂ L2(0, 1;X1) nela mesma. Vamos mostrar que Γ é uma

contração. De fato, sejam U eV ∈ BR(0) ⊂ L2(0, 1;X1). De forma análoga à

demonstração do Teorema 3.0.10, obtemos que

∥ΓU − ΓV ∥L2(0,1;X1) ≤ C∥N(U)−N(V )∥L1(0,1;X0)

≤ CK

∫ 1

0

(∥U∥X1 + ∥V ∥X1)∥U − V ∥X1 ds

≤ 2RCK

∫ 1

0

∥U − V ∥X1 ds

≤ 2RCK∥U − V ∥L2(0,1;X1),

ou seja,

∥ΓU − ΓV ∥L2(0,1;X1) ≤ 2RCK∥U − V ∥L2(0,1;X1).

Logo, como R ≤ C̄∥U0∥X0 , temos que

∥ΓU − ΓV ∥L2(0,1;X1) ≤ 2C̄CK∥U0∥X0∥U − V ∥L2(0,1;X1).

Assim, tomando ρ2 > 0 de tal forma que ρ2 ≤ 1

2C̄CK
, obtemos que se ∥U0∥X0 ≤

ρ, com ρ := min{ρ1, ρ2}, então Γ é uma contração da bola BR(0) nela mesma

e, então, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equação integral (3.4) possui

uma única solução U ∈ BR(0) ⊂ L2(0, 1;X1), onde R = 2∥S(·)U0∥L2(0,1;X1). Em

particular, existe t0 ∈ (0, 1), tal que ∥U(t0)∥X1 ≤ R. Se, além disso, tivermos que

R ≤ r0, então, pelo Teorema 3.0.12, U(·) pode ser estendida a R+ como solução de



63

(3.1) - (3.3). Além disso, obtemos que

∥U(t)∥X1 ≤ C1e
−µ(t−t0)∥U(t0)∥X1

≤ C1C̄eµ0e−µt∥U0∥X0 , ∀t ≥ t0 e ∀µ ∈ (0, µ0).

Vamos provar (5). Ȯbserve que se t > 1, então, em particular, t > t0 e como

[H1(I)]2 ↪→ [L2(I)]2, temos que existe CI > 0, tal que

∥U(t)∥X0 ≤ CI∥U(t)∥X1 ≤ CIC1C̄eµ0e−µt∥U0∥X0 ,

ou seja, se C := CIC1C̄eµ0 , então

∥U(t)∥X0 ≤ Ce−µt∥U0∥X0 , ∀t > 1.

Agora, se 0 ≤ t ≤ 1, por (3.5) e pela Afirmação 3, temos

∥U(t)∥X0 ≤ ∥U∥C([0,1];X0)

≤ ∥U∥C([0,1];X0) + ∥(η, ω)∥L2(0,T ;X1)

≤ C∥U0∥X0 + C

∫ 1

0

∥N(U(t))∥X0 dt

≤ C∥U0∥X0 + CK∥U∥2L2(0,1;X1)
.

Como U ∈ BR(0) ⊂ L2(0, 1;X1), com R ≤ C̄∥U0∥X0 , temos

∥U(t)∥X0 ≤ C∥U0∥X0 + CKC̄∥U0∥X0R

= (C + CKC̄R)∥U0∥X0

= (C + CKC̄R)eµ0te−µ0t∥U0∥X0

≤ (C + CKC̄R)eµ0e−µ0t∥U0∥X0 .

Logo, se C̃ := (C + CKC̄R)eµ0 , então

∥U(t)∥X0 ≤ C̃e−µt∥U0∥X0 , ∀ t ∈ [0, 1], ∀ µ ∈ (0, µ0).
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Vamos mostrar (6).

Se 0 < t ≤ 1, então, como

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds,

temos, pelo Lema 3.0.11,

∥U(t)∥X1 ≤ ∥S(t)U0∥X1 +

∥∥∥∥∫ t

0

S(t− s)N(U(s)) ds

∥∥∥∥
X1

≤ ∥S(t)U0∥X1 + C

∫ t

0

∥N(U(s))∥X0 ds

≤ ∥S(t)U0∥X1 + CK

∫ 1

0

∥U∥2X1
ds

= ∥S(t)U0∥X1 + CK∥U∥2L2(0,1;X1)

≤ ∥S(t)U0∥X1 + CKR2

≤ C̄
e−µt

√
t
∥U0∥X0 + CKC̃∥U0∥X0R

= C̄
e−µt

√
t
∥U0∥X0 + CKC̃eµt

e−µt

√
t

√
t∥U0∥X0R

≤ C̄
e−µt

√
t
∥U0∥X0 +

¯̄C
e−µt

√
t
∥U0∥X0

≤ K
e−µt

√
t
∥U0∥X0 , ∀ t ∈ (0, 1] e µ ∈ (0, µ0),

onde ¯̄C = CKC̃eµ0R e K := max{C̄, ¯̄C}.

Agora, se t > 1, em particular, t > t0 e, então, pela desigualdade acima, temos

∥U(t)∥X1 ≤ C1C̄e−µt∥U0∥X0 .

Logo, se 0 < α < µ, então como t > 1, obtemos que existe C2 > 0, tal que

√
t

e(µ−α)t
≤ C2,

donde,

e−µt ≤ C2
e−αt

√
t
.
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Portanto,

∥U(t)∥X1 ≤ C1C̄C2
e−αt

√
t
∥U0∥X0 ,

donde, se C := C1C̄C2 > 0, então,

∥U(t)∥X1 ≤ C
e−αt

√
t
∥U0∥X0 , ∀t > 1 e α ∈ (0, µ),

o que prova o Teorema Principal deste trabalho. �
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