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Fernández Sare, Hugo Danilo. II. Universidade Federal do Rio de
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conclúıdo com sucesso.
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Resumo

Sobre o tipo do semigrupo associado a um sistema
viscoelástico abstrato

Juan Bladimiro Rodriguez Otazú

Orientador: Hugo Danilo Fernández Sare

Resumo da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação em Ma-

temática, Instituto de Matemática, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como

parte dos requisitos necessários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.

Neste trabalho, mostramos existência, unicidade e obtemos uma estimativa para o tipo

de semigrupo associado com uma equação linear viscoélastica abstrata quando o núcleo

da memória decai exponencialmente. Em particular, quando o núcleo é do tipo Maxwell,

provamos que a propriedade de crescimento definida pelo espectro é válida. Além disso,

o tipo do semigrupo é explicitamente dado por uma fórmula que depende dos parâmetros

do núcleo e do menor valor espectral do correspondente operador elástico. Finalmente,

apresentamos algumas aplicações dos resultados.

Palavras-chave: Tipo de semigrupo; Sistema viscoelástico abstrato; Semigrupo C0.

Rio de Janeiro

Novembro de 2011
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Abstract

On the type of semigroup associated with the abstract
viscoelastic system

Juan Bladimiro Rodriguez Otazú

Orientador: Hugo Danilo Fernández Sare

Abstract da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação em Ma-

temática, Instituto de Matemática, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como

parte dos requisitos necessários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.

In this work we prove existence, uniqueness and obtain an estimate for the type of

semigroup associated with the abstract equation of linear viscoelasticity when the memory

kernel decays exponentially. In particular, when the kernel is of Maxwell type, we prove

that the spectrum determined growth property holds. Moreover, the type of the semigroup

is explicitly expressed by a formula which depends on the parameters of the kernel and the

minimum spectrum point of the corresponding elastic operator. Finally we give some direct

applications of the results.

Key-words: Type of semigroup; Abstract viscoelastic system; C0-semigroup.

Rio de Janeiro

Novembro de 2011
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2.4 O valor exato de ω0(A) para o núcleo de tipo Maxwell . . . . . . . . . . . . 58

2.4.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.4.2 O valor exato de ω0(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3 Aplicações 77

3.1 Caso

(
− d2

dx2

)1/2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2 Caso

(
− d2

dx2

)3/4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

viii



3.3 Caso − d2

dx2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.4 Caso

(
− d2

dx2

)3/2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.5 Caso

(
− d2

dx2

)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Introdução

Seja H um espaço de Hilbert (real ou complexo). Em H consideremos o operador dife-

rencial

A : D(A) ⊂ H → H, (0.1)

sendo A um operador linear, não limitado, auto-adjunto e positivo definido.

Baseados nestas notações, neste trabalho estudaremos a equação integro-diferencial abs-

trata, definida sobre H, e dada pela seguinte expressão

utt(t) + A

[
g(0)u(t) +

∫ ∞
0

g′(s)u(t− s)ds
]

= 0, (0.2)

onde a função g(s) é chamada de núcleo de memória e verifica as seguintes hipóteses

(g1) g ∈ C2(0,∞) ∩ C[0,∞), g′ ∈ L1(0,∞);

(g2) g(s) > 0, g′(s) < 0, g′′(s) > 0 para todo s > 0;

(g3) g(∞) > 0;

(g4) g′′(s) + kg′(s) ≥ 0 para algum k > 0 e todo s > 0.

Nosso interesse está dirigido, espećıficamente, ao estudo do comportamento assintótico

das soluções do sistema (0.2). Nesta direção diversos autores estudaram o sistema (0.2) sob

as hipóteses anteriores e mostraram que a energia deste sistema é exponencialmente estável,

isto é, existem constantes µ > 0 e Mµ > 0, tais que

E(t) ≤ Mµe
−µtE(0) , ∀t ≥ 0. (0.3)

Cabe mencionar também que existem diversos trabalhos onde os autores consideram

hipóteses mais fracas que as estabelecidas em (g1)− (g4), nos quais são obtidos outras taxas
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de decaimento para a energia do sistema estudado. Entre eles podemos mencionar, por

exemplo, resultados obtidos em [14, 15] onde os autores consideram núcleos com taxas de

decaimento polinomial e onde a energia decai com a mesma taxa polinomial que o núcleo.

Para obter todos estes resultados (tanto o decaimento exponencial como o polinomial) os

autores usam técnicas multiplicativas e estimativas apriori no espaço de soluções.

O objetivo deste trabalho é estudar o artigo de Liu K. e Liu Z. dado em [9], o qual

estabelece um resultado mais forte que (0.3). De fato, com a ajuda da Teoria de Semigrupos

Lineares estabeleceremos que o modelo (0.2) verifica a Propriedade de Crescimento Definida

pelo Espectro (PCDE)1, do qual poderemos deduzir a estimativa (0.3) sem necessidade de

usar técnicas multiplicativas ou estimativas a priori para obter a estabilidade exponencial

e estabelecer um valor ótimo para a constante µ > 0. Para sermos mais claros, a seguir

daremos uma breve descrição do que será feito no decorrer do trabalho.

A análise desenvolvida em [9] está baseada em aplicar a Teoria de Semigrupos ao modelo

(0.2), isto é, re-escreveremos este modelo na forma do seguinte problema de evolução abstrato

dU

dt
= AU

U(0) = U0.

definido em um espaço de Hilbert X de tal forma que, a norma no espaço X e a energia E(t)

do modelo, estejam associados pela seguinte relação

E(t) =
1

2
||etAU0||2X , U0 ∈ X,

onde {etA}t≥0 será o semigrupo gerado pelo operador A.

Nestas condições sabemos que, a taxa de decaimento da energia µ > 0 dada em (0.3),

está associada ao Tipo do semigrupo etA, definido por

ω0(A) := lim
t→∞

ln ‖eAt‖
t

.

Espećıficamente temos que, a estimativa (0.3) é verdadeira se e somente se ω0(A) < 0 e,

além disso, temos que

sup{ µ > 0 ; (0.3) é verdadeiro} = −2ω0(A). (0.4)

1Spectrum Determined Growth Property.
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Por outro lado, seja a Cota Espectral do operador A definida por

σ0(A) = sup{Re λ ; λ ∈ σ(A)},

onde σ(A) denota o espectro do operador A. Da teoria de semigrupos sabemos que um

semigrupo verifica a Propriedade de Crescimento Definido pelo Espectro (PCDE), quando

verifica a igualdade

ω0(A) = σ0(A). (0.5)

Esta propriedade fornece um critério pratico para estabelecer a estabilidade de um pro-

blema de evolução abstrato, já que podemos calcular o Tipo do Semigrupo a partir do

cálculo da Cota espectral do operador A. Mais ainda, ela fornece a taxa ótima de decai-

mento exponencial, dada através da formula (0.4). É por isto que, de forma alternativa,

aqueles semigrupos que satisfazerem (0.5) são nomeados como semigrupos que possuem o

Tipo do Semigrupo Determinado pelo Espectro, ou que o semigrupo verifica o Principio de

Estabilidade Linear.

Da Teoria Clássica de Semigrupos Lineares sabemos que, em geral,

ω0(A) ≥ σ0(A),

e que, também em geral, a propriedade (0.5) é falsa. Contra-exemplos podem ser vistos em

[18] e [24]. Por outro lado, a propriedade é verdadeira para uma classe regular de semigrupos,

tais como anaĺıticos e compactos. Mais ainda existem resultados onde a propriedade continua

válida para semigrupos menos regulares, em particular, semigrupos associados a algumas

equações diferenciais do tipo hiperbólico, ver por exemplo [19] ou [20].

Como mencionado anteriormente, nosso objetivo é mostrar que o semigrupo associado

ao problema (0.2), verifica a Propriedade de Crescimento Definida pelo Espectro, isto é,

verifica (0.5) para uma classe especial de núcleos de memória g(s), conhecidos como Núcleos

do Tipo Maxwell. Mais ainda, uma vez estabelecida esta igualdade, calcularemos o valor da

constante ω0(A), para o qual usaremos a caracterização

ω0(A) = inf{σ > σ0(A) ; sup
Reλ=γ

‖(λ−A)−1‖ < +∞, para todo γ ≥ σ}

dada em [17], [6]. Veremos claramente que o valor de ω0(A) estará diretamente associado ao

espectro do operador abstrato A, definido em (0.1). Em outras palavras, para poder calcular

3



a taxa ótima de decaimento exponencial µ > 0, dada em (0.3), bastará estudar o conjunto

espectral σ(A), associada ao operador diferencial abstrato (0.1).

Para finalizar, daremos uma breve descrição do que será feito no decorrer do trabalho.

No Caṕıtulo 1 serão estabelecidas as principais ferramentas a serem usadas nos seguintes

Caṕıtulos. Os resultados principais sobre boa colocação do problema (0.2), assim como a

propriedade PCDE para esta equação, serão formulados e provados no Caṕıtulo 2. Já no

Caṕıtulo 3 veremos algumas aplicações diretas dos resultados obtidos, e conclúımos com

alguns comentários finais associados ao modelo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo daremos algumas definições e estabeleceremos alguns resultados e notações

que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados nos livros

ou artigos mencionados nas Referencias.

1.1 Análise Funcional

Seja X um espaço vetorial normado, com norma denotada por ‖·‖.

Definição 1.1 Dizemos que uma sequência {xn}n∈N ⊂ X converge a x ∈ X, e escrevemos

xn → x, se

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.

Definição 1.2 (i) Uma seqüencia {xn}n∈N ⊂ X chama-se uma seqüencia de Cauchy, quando

para cada ε > 0 existe um número natural N > 0 tal que

‖xn − xm‖ < ε para todo n,m > N.

(ii) Dizemos que X é completo quando toda seqüencia de Cauchy em X é convergente; isto

é, se {xn}n∈N ⊂ X é uma sequencia de Cauchy, existe x ∈ X tal que xn → x.

(iii) O espaço X é dito de Banach se ele é completo.
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Definição 1.3 Um espaço de Hilbert H é um espaço vetorial com produto interno (·, ·) e

completo em relação à norma induzida ‖·‖ = (·, ·)1/2.

Sejam E e F dois espaços vetoriais normados. Denotamos por L(E,F ) o espaço dos opera-

dores lineares e cont́ınuos de E em F , munido da norma

‖T‖L(E,F ) = sup
x∈E,‖x‖≤1

‖Tx‖F .

Quando E = F escreve-se simplesmente L(E).

Teorema 1.4 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espaços de Banach e {Tλ}λ∈Λ uma

familia (não necessariamente enumerável) de operadores lineares e cont́ınuos de E em F .

Suponhamos que

sup
λ∈Λ
‖Tλx‖ <∞ para cada x ∈ E.

Então

sup
λ∈Λ
‖Tλ‖ <∞,

isto é, existe uma constante C > 0 tal que

‖Tλx‖ ≤ C‖x‖ para tudo x ∈ E e para tudo λ ∈ Λ.

Observação 1.5 Este teorema é conhecido também como Principio de Limitação Uni-

forme.

Demonstração: Ver [2].

Teorema 1.6 (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam E e F espaços de Banach e T

um operador linear, continuo e sobrejetivo de E em F . Então existe uma constante c > 0

tal que

T (BE(0, 1)) ⊃ BF (0, c),

onde BX(a, r) = {y ∈ X; ‖y − a‖ < r}.

Demonstração: Ver [2].

Corolário 1.7 Sejam E e F espaços de Banach e T um operador linear, continuo e bijetivo

de E em F . Então T−1 é continuo de F em E.
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Demonstração: Ver [2].

Definição 1.8 O gráfico de uma aplicação ϕ : E → F é o conjunto dos pontos (x, ϕ(x)) ∈
E × F , isto é,

G(ϕ) = {(x, y) ∈ E × F ; y = ϕ(x)}.

Teorema 1.9 (Teorema do Gráfico fechado) Sejam E e F espaços de Banach e T um

operador linear de E em F . Suponhamos que a gráfica de T , G(T ), é fechada em E × F .

Então T é continuo.

Demonstração: Ver [2].

Observação 1.10 O rećıproco é naturalmente verdadeiro, pois toda aplicação continua (li-

near ou não linear) tem gráfica fechada.

Observação 1.11 No Teorema 1.9 e na Observação 1.10 devemos ter sempre a aplicação

T definida em E, isto é, T : E −→ F . Se T esta definida em um espaço vetorial D(T ) ⊂ E,

isto é, T : D(T ) ⊂ E −→ F , então o Teorema 1.9 e a Observação 1.10 são verdade desde

que D(T ) seja fechado em E. Ver [8].

Denotamos por E ′ ou E∗ o dual (topológico) de E, isto é, o espaço das funcionais lineares

e cont́ınuas sobre E; E ′ esta dotado da norma

‖f‖E′ = sup
x∈E,‖x‖≤1

|f(x)|.

Quando f ∈ E ′ e x ∈ X denotaremos geralmente 〈f, x〉 no lugar de f(x); dizemos que 〈, 〉 é

o produto escalar na dualidade E ′, E.

Definição 1.12 Seja X um espaço de Banach e seja M ⊂ X um subespaço vetorial. Então

o conjunto

M⊥ = {f ∈ X ′; 〈f, x〉 = 0 para todo x ∈M}

é denominado ortogonal de M. No caso onde N ⊂ X ′ é um subespaço vetorial, então o

conjunto

N⊥ = {x ∈ X; 〈f, x〉 = 0 para todo f ∈ N}

é dito o ortogonal de N.
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Verifica-se que M⊥ e N⊥ são subespaços vetoriais fechados de X ′ e X respectivamente.

Definição 1.13 Sejam E e F dois espaços de Banach. Denominamos operador linear de

E en F a toda aplicação linear

A : D(A) ⊂ E −→ F

definida sobre o subespaço vetorial D(A) ⊂ E com valores em F. Aqui é denotado por D(A)

o domı́nio do operador A.

Dizemos que o operador linear A é limitado se existir uma constante C > 0 tal que

‖Au‖ ≤ C‖u‖ para todo u ∈ D(A).

Se A é limitado equivalentemente A é continuo em D(A).

Definição 1.14 Dizemos que um operador A : D(A) ⊂ E −→ F é fechado sempre que seu

gráfico G(A) seja fechado em E × F .

Definição 1.15 (Definição do adjunto A∗) Sejam E e F espaços de Banach e

A : D(A) ⊂ E −→ F

um operador não limitado com domı́nio denso. Vamos definir un operador não limitado

A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ −→ E ′

como segue:

Denotamos por D(A∗), o conjunto

D(A∗) = {v ∈ F ′;∃c ≥ 0 tal que |〈v,Au〉| ≤ c‖u‖ para todo u ∈ D(A)}.

Claramente D(A∗) é um subespaço vetorial de F ′. Dado v ∈ D(A∗) considera-se a aplicação

g : D(A) −→ R definida por

g(u) = 〈v, Au〉, u ∈ D(A).

Nestas condições temos que

|g(u)| ≤ c‖u‖ para todo u ∈ D(A).
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Logo, por densidade, g admite um único prolongamento f ∈ E ′. Definimos

A∗v = f.

Claramente A∗ é linear. Este operador A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ −→ E ′ é chamado de adjunto do

operador A, e verifica a seguinte relação fundamental:

〈v, Au〉F ′,F = 〈A∗v, u〉E′,E para todo u ∈ D(A) e para todo v ∈ D(A∗).

Proposição 1.16 Seja A : D(A) ⊂ E −→ F um operador não limitado com domı́nio denso.

Então A∗ é fechado, isto é, G(A∗) é fechado em F ′ × E ′.

Demonstração: Ver [2].

Teorema 1.17 Sejam E e F espaços de Banach, e A ∈ L(E,F ). Então

ker(A∗) = R(A)⊥ e ker(A) = R(A∗)⊥.

Demonstração: Ver [22].

Corolário 1.18 R(A) é denso em F se e somente se A∗ é injetiva.

Demonstração: Ver [22].

Seja H um espaço de Hilbert sobre K onde K = C ou K = R. Note que para cada y ∈ H
fixado, (x, y) = ϕ(x) define uma funcional linear de x, isto é, uma aplicação linear de H

em K. Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, ϕ(x) é limitado. Reciprocamente

temos:

Teorema 1.19 (Teorema de Representação de Riesz-Frechet). Seja ϕ ∈ H ′, isto é,

ϕ é um funcional linear limitado em H. Então existe um único y ∈ H tal que

〈ϕ, x〉 = (x, y) para todo x ∈ H.

Demonstração: Ver [2] ou [13].

A seguinte generalização do teorema anterior foi dado por Milgram e Lax:
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Teorema 1.20 (Lax-Milgram). Seja H um espaço de Hilbert, e

a(x, y) : H ×H −→ C

uma aplicação que verifica as seguintes propriedades:

(i) Sesquilinear: para todo α1, α2, β1, β2 ∈ C e para todo x, y, z ∈ H, temos

a(α1x+ α2y, z) = α1a(x, z) + α2a(y, z)

a(x, β1y + β2z) = β1a(x, y) + β2a(x, z).

(ii) Continua: existe uma constante c tal que para todo x, y ∈ H, temos

|a(x, y)| ≤ c‖x‖‖y‖.

(iii) Coerciva: existe uma constante α > 0 tal que para todo y ∈ H temos

|a(y, y)| ≥ α‖y‖2.

Então, para todo ϕ ∈ H ′ existe um único y ∈ H tal que

〈ϕ, x〉 = a(x, y) para todo x ∈ H.

Demonstração: Ver [13].

1.2 Espaços de Sobolev

No que segue Ω é um conjunto aberto de Rn. K é o corpo dos números reais ou complexos.

Supomos conhecidos os conceitos de função integrável, mensurável, conjunto de medida nula,

etc. (tudo isso no sentido da medida de Lebesgue); ver por exemplo [21]. Denotamos por

L1(Ω) o espaço das funções integráveis sobre Ω, e escrevemos

‖f‖L1 =

∫
Ω

|f(x)|dx,

que é a norma L1(Ω) da função f .
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Definição 1.21 Seja p ∈ R com 1 ≤ p <∞; defina o espaço

Lp(Ω) = {f : Ω −→ K; f é mensurável e |f |p ∈ L1(Ω)}

com a norma

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Para p =∞ definimos também

L∞(Ω) = {f : Ω −→ K; f é mensurável e existe uma cte. C tal que |f(x)| ≤ C q.s. em Ω}

com a norma

‖f‖L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C q.s. em Ω} = sup
x∈Ω

ess|f(x)|.

Teorema 1.22 Lp(Ω) é um espaço de Banach para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração: Ver [2].

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v) =

∫
ω

u(x)v(x)dx.

Teorema 1.23 (Lema de Riemann-Lebesgue) Seja f : R −→ C uma função de L1(R).

Então

lim
ω→∞

∫
R
f(x) cos(ωx)dx = lim

ω→∞

∫
R
f(x)sen (ωx)dx = 0.

Equivalentemente, pode-se escrever

lim
ω→∞

∫
R
f(x)eiωxdx = 0.

Denotamos por |α| = (α1, α2, ..., αn) as n-uplas de números inteiros não negativos e

escrevemos |α| = α1 + α2 + ...+ αn e α! = α1!α2!...αn!. Denotamos também por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

o operador derivação de ordem |α|. No caso 0 = (0, 0, ..., 0), D0 será o operador identidade.
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Definição 1.24 Seja m > 0 um inteiro e 1 ≤ p < ∞. O espaço de Sobolev Wm.p(Ω) é

definido por

Wm.p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todo |α| ≤ m},

onde a derivada é no sentido das distribuições. A norma de u ∈ Wm.p(Ω) esta dado por

‖u‖pWm.p =
∑
|α|≤m

∫
ω

|Dαu|pdx =
∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω).

Teorema 1.25 O espaço de Sobolev Wm.p(Ω) é um espaço de Banach.

Demonstração: Ver [1].

Quando p = 2 representamos Wm.2(Ω) = Hm(Ω) e este é um espaço de Hilbert com

produto interno

(u, v)m,2 =
∑
|α|≤m

∫
ω

Dαu(x)Dαv(x)dx.

Teorema 1.26 Existe uma constante C (dependendo so de |I| ≤ ∞, onde I é um intervalo)

tal que

‖u‖L∞(I) ≤ C‖u‖W 1.p(I) para todo u ∈ W 1.p(I) e para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração: Ver [2].

Corolário 1.27 Suponha que I é um intervalo não limitado e u ∈ W 1.p(I) com 1 ≤ p <∞.

Então

lim
x∈I,|x|→∞

u(x) = 0.

Demonstração: Ver [2].

Introduzimos agora funções definidas em intervalos de reta com valores em espaços de

Banach. De fato, seja X um espaço de Banach, 1 ≤ p < ∞, −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Então

Lp((a, b);X) denota o espaço das funciones mensuráveis f : (a, b) → X tal que a função

t 7→ ‖f(t)‖X pertence a Lp(a, b). O espaço Lp((a, b);X) é de Banach com a norma

‖f‖Lp((a,b);X) =

(∫ b

a

‖f(t)‖pXdt
) 1

p

12



Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2((a, b);H) é um espaço de

Hilbert cujo produto interno é dado por

(f, g)L2((a,b);H) =

∫ b

a

(f(t), g(t))Hdt.

Para p = ∞, L∞((a, b);X) é o espaço das funções mensuráveis f : (a, b) → X tal que a

função t 7→ ‖f(t)‖X pertence a L∞(a, b). O espaço L∞((a, b);X) é de Banach com a norma

‖f‖L∞((a,b);X) = sup
t∈(a,b)

ess‖f(t)‖X .

Analogamente podemos definir os espaços de Sobolev com peso da seguinte forma:

Seja h : (a, b) → (0,∞) uma função mensurável, 1 ≤ p < ∞, −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Então

definimos o espaço Lph((a, b), X) como sendo o conjunto:

Lph((a, b), X) =

{
f : (a, b) −→ X mensurável ;

∫ b

a

‖f(t)‖pXh(t)dt <∞
}
.

O espaço Lph((a, b), X) é um espaço de Banach com a norma

‖f‖Lph((a,b),X) =

(∫ b

a

‖f(t)‖pXh(t)dt

) 1
p

.

Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2
h((a, b);H) é um espaço de

Hilbert cujo produto interno é dado por

(f, g)L2
h((a,b);H) =

∫ b

a

h(t)(f(t), g(t))Hdt.

1.3 Operadores Aα

Os resultados que enunciaremos nesta seção podem ser encontrados em [11].

Sejam V e H dois espaços de Hilbert separáveis que satisfazem a seguinte imersão

V ↪→ H continua e densa.

O espaço V pode ser definido como o domı́nio de um operador Λ, que é não limitado,

auto-adjunto e positivo definido em H, a norma de V sendo equivalente à norma do gráfico(
‖u‖2

H + ‖Λu‖2
H

)1/2
, u ∈ D(Λ) = V.
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Denotamos por D(A) o conjunto dos u‘s tal que a forma antilinear

v −→ (u, v)V , v ∈ V

é continua na topologia induzida por H. Então

(u, v)V = (Au, v)H , (1.1)

define A como um operador não limitado em H, com domı́nio D(A).

Verificasse que D(A) é denso em H, A é auto-adjunto e estritamente positivo, pois,

(Av, v)H = ‖v‖2
V ≥ (constante)‖v‖2

H .

Da mesma forma, usando a decomposição espectral de operadores auto-adjuntos, a potência

Aα de A, α ∈ R (ou ainda α ∈ C), pode ser definido.

Em particular, usaremos

Λ = A1/2. (1.2)

O operador Λ é auto-adjunto e positivo definido em H, com domı́nio V . De (1.1) e (1.2)

deduzimos que

(u, v)V = (Λu,Λv)H para todo u, v ∈ V.

1.4 Semigrupos

Definição 1.28 Seja X um espaço de Banach. Uma familia parametrizada de operadores

lineares limitados T (t) : X −→ X, onde 0 ≤ t < ∞, é chamada Semigrupo de Operadores

Lineares Limitados em X se:

(i) T (0) = I, (I é operador identidade em X),

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s ≥ 0 (propriedade de semigrupo).

Um semigrupo de operadores lineares limitados, T (t), é dito Uniformemente Continuo se

lim
t→0+
‖(T (t)− I)‖ = 0.

14



Definição 1.29 O operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
e

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

para todo x ∈ D(A)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo T (t), D(A) é o domı́nio de A.

Teorema 1.30 Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-

mente continuo se e somente se A é um operador linear limitado.

Demonstração: Ver [16].

Teorema 1.31 Sejam T (t) e S(t) semigrupos uniformemente cont́ınuos de operadores line-

ares limitados. Suponha que

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

então T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Demonstração: Ver [16].

Definição 1.32 Seja X um espaço de Banach. Um semigrupo T (t), 0 ≤ t < ∞, de opera-

dores lineares limitados em X é dito Semigrupo Fortemente Continuo de operadores lineares

limitados (ou mas brevemente, um semigrupo de classe C0 ou simplesmente semigrupo C0)

se

lim
t→0+

T (t)x = x para todo x ∈ X.

Observação 1.33 Se S(t) é um semigrupo de classe C0 com gerador infinitesimal A, as

vezes também denotamos S(t) por eAt.

Teorema 1.34 Seja T (t) um semigrupo de classe C0. Então existem constantes w ≥ 0 e

M ≥ 1 tal que

‖T (t)‖ ≤Mewt para todo 0 ≤ t <∞.
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Demonstração: Ver [16].

Corolário 1.35 Se T (t) é um semigrupo C0 então para todo x ∈ X, t → T (t)x é uma

aplicação continua de [0,∞) em X.

Demonstração: Ver [16].

Definição 1.36 Se M = 1 e w = 0, tal que ‖T (t)‖ ≤ 1 para todo t ≥ 0, dizemos que T (t)

é um semigrupo C0 de contrações ou simplesmente um semigrupo de contrações.

Teorema 1.37 Seja T (t) um semigrupo C0 e A seu gerador infinitesimal. Então se verifi-

cam

(a) Para todo x ∈ X, temos que

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(b) Para todo x ∈ X,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(c) Para todo x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

Segue daqui que

u(t) = T (t)u0

define a única solução do problema de valor inicial
du(t)

dt
= Au(t), t ≥ 0

u(0) = u0

desde que o dado inicial u0 ∈ D(A).

(d) Para todo x ∈ D(A),

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ.
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Demonstração: Ver [16].

Corolário 1.38 Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 então o domı́nio de A,

D(A), é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração: Ver [16].

Definição 1.39 (Resolvente e Espectro) Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

não limitado. O conjunto resolvente de A está definido por

ρ(A) = {λ ∈ C; λI − A : D(A) −→ X é bijetiva e (λI − A)−1 ∈ L(X)}.

ρ(A) 6= 0 implica que A é fechado. Se A é fechado, então

ρ(A) = {λ ∈ C; λI − A : D(A) −→ X é bijetiva}

pelo teorema do grafico fechado. Aqui I é o operador identidade em X. É usual escrever λ−A
no lugar de λI − A. O operador linear R(λ : A) = (λ− A)−1 chama-se operador resolvente

de A. E finalmente o espectro de A está definido por

σ(A) = C \ ρ(A).

Lema 1.40 (A identidade do resolvente) Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador

fechado. Então para todo λ, µ ∈ ρ(A),

R(λ : A)−R(µ : A) = (µ− λ)R(λ : A)R(µ : A); (1.3)

dáı R(λ : A) e R(µ : A) comutam.

Teorema 1.41 (Hille-Yosida) Seja X um espaço de Banach. Um operador linear não

limitado A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações T (t), t ≥ 0 se e

somente se

(i) A é fechado e D(A) = X.

(ii) Para todo λ > 0, λ ∈ ρ(A) e

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

λ
.
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Demonstração: Ver [16].

Corolário 1.42 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações T (t). O

conjunto resolvente de A contem o semi-plano direito aberto, isto é, {λ ∈ C;Reλ > 0} ⊂
ρ(A) e para tais λ

‖R(λ : A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração: Ver [16].

Seja X um espaço de Banach e seja X∗ seu dual. Denotamos o valor de x∗ ∈ X∗ calculado

em x ∈ X por 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Para todo x ∈ X definimos o conjunto F (x) ⊂ X∗ por

F (x) = {x∗; x∗ ∈ X∗ e 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}

Do teorema de Hahn-Banach segue que F (x) 6= ∅ para todo x ∈ X.

Definição 1.43 Um operador linear A é dito Dissipativo se para todo x ∈ D(A), existe um

x∗ ∈ F (x) tal que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.

Quando X é um espaço de Hilbert a definição anterior se reduce a

Definição 1.44 Seja H un espaço de Hilbert equipado com o produto interno (, ) e a norma

induzida ‖·‖. Seja A um operador linear definido em H, isto é, A : D(A) ⊂ H −→ H. Se

diz que A é dissipativo se para todo x ∈ D(A),

Re(Ax, x) ≤ 0.

Uma caracterização útil dos operadores dissipativos é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1.45 Um operador linear A é dissipativo se e somente se

‖(λI − A)x‖ ≥ λ‖x‖ para todo x ∈ D(A) e λ > 0.

Demonstração: Ver [16].

Teorema 1.46 (Lumer-Phillips). Seja X um espaço de Banach e A um operador linear

com domı́nio denso D(A) em X.
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(a) Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0 tal que a imagem de λ0I − A é todo o espaço X,

isto é R(λ0I −A) = X, então A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0

de contrações em X.

(b) Se A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações em X, então

R(λI − A) = X para todo λ > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo x ∈ D(A) e

para todo x∗ ∈ F (x) temos que Re〈Ax, x∗〉 ≤ 0.

Demonstração: Ver [16].

Como corolário do teorema de Lumer-Phillips, temos o seguinte resultado freqüentemente

usado.

Corolário 1.47 Seja A um operador linear com domı́nio denso D(A) em um espaço de

Hilbert H. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), o conjunto resolvente de A, então A é gerador

infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações em H.

Demonstração: Ver [10].

Os seguintes teoremas tem a ver com algumas propriedades dos operadores dissipativos.

Teorema 1.48 Seja X um espaço de Banach e A um operador dissipativo em X. Se para

algum λ0 > 0, R(λ0I − A) = X então R(λI − A) = X para todo λ > 0.

Demonstração: Ver [16].

Teorema 1.49 Seja A dissipativo com R(I−A) = X. Se o espaço de Banach X é reflexivo

então D(A) = X.

Demonstração: Ver [16].

Definição 1.50 Um semigrupo C0 gerado por A, eAt, é dito exponencialmente estável se

existem constantes positivas α e M ≥ 1 tais que∥∥eAt∥∥ ≤Me−αt, para todo t ≥ 0.
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Definição 1.51 Seja eAt um semigrupo C0 gerado por A. Dizemos que ω0(A) é o tipo do

semigrupo gerado por A se

ω0(A) := lim
t→∞

ln ‖eAt‖
t

= inf
t>0

ln ‖eAt‖
t

.

Definição 1.52 Seja X um espaço de Hilbert e A um operador linear em X. Definimos a

Cota Espectral do operador A, denotado por σ0(A), por a seguinte igualdade

σ0(A) := sup{Reλ; λ ∈ σ(A)},

onde σ(A) é o espectro de A.

Definição 1.53 Seja eAt um semigrupo de classe C0 gerado pelo operador A. Então dizemos

que eAt possui a Propriedade de Crescimento Definido pelo Espectro, se

ω0(A) = σ0(A).

1.5 EDP de Primera Ordem

Nesta seção estudaremos as curvas caracteŕısticas associadas à equação de primer ordem

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y),

u|γ = f,
(1.4)

onde γ e f são dados. Esta analise será usada no decorrer do trabalho.

Observe que na equação (1.4) a função incógnita u aparece so na parte principal da

equação, isto simplifica um pouco a resolução. Parametrizando a curva inicial γ por (σ(t), ρ(t)), t ∈
I, onde I é um intervalo aberto (limitado ou não), podemos enunciar o problema na forma

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y),

u(σ(t), ρ(t)) = f(t), t ∈ I.
(1.5)

Suponha que as seguintes hipóteses valem:

(i) A curva inicial plana γ é uma curva suave, isto é, as funções σ, ρ são continuamente

diferenciáveis em I e σ′(t)2 + ρ′(t)2 6= 0 para todo t ∈ I;

(ii) f ∈ C1(I);
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(iii) a, b, c ∈ C1(Ω) e as funcões a e b não se anulam simultaneamente em Ω, onde Ω ⊂ R2

é um aberto contendo γ (a vizinhança onde estudaremos o problema está contida em

Ω).

Para resolver o problema (1.5), primeiro devemos achar as curvas caracteŕısticas planas

da equação (1.4). Essas são curvas ao longo das quais a EDP pode ser escrita como uma

derivada total. Se C é uma curva caracteŕıstica plana parametrizada por (α(s), β(s)) então

a derivada total de u ao longo de C é, pela regra da cadeia,

d

ds
[u(α(s), β(s))] = α′(s)ux(α(s), β(s)) + β′(s)uy(α(s), β(s)); (1.6)

por outro lado, a EDP (1.4) ao longo de C resulta

a(α(s), β(s))ux(α(s), β(s)) + b(α(s), β(s))uy(α(s), β(s)) = c(α(s), β(s)). (1.7)

Portanto, se desejamos que o lado esquerdo da equação (1.7) seja igual a qualquer uma

das expressões em (1.6), é necessário que, para cada s, exista um numero real λ(s) 6= 0 tal

que

α′(s) = a(α(s), β(s))λ(s),

β′(s) = b(α(s), β(s))λ(s);
(1.8)

neste caso a equação (1.7) resulta em

d

ds
[u(α(s), β(s))] = λ(s)c(α(s), β(s)). (1.9)

As condições (1.8) significam, geometricamente, que el vetor tangente á curva C no ponto

(α(s), β(s)) é paralelo ao vetor (a(α(s), β(s))λ(s), b(α(s), β(s))λ(s)).

A função λ(s) é de fato desnecessária pois basta reparametrizar a curva convenientemente,

ver [7]. Portanto as curvas caracteŕısticas planas da equação (1.4) são as curvas suaves C
que admitem parametrização (α(s), β(s)) satisfazendo

α′(s) = a(α(s), β(s)),

β′(s) = b(α(s), β(s));
(1.10)

O sistema de EDO’s dado por (1.10) tem uma infinidade de soluções, a unicidade esta

dado pelo seguinte teorema.
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Teorema 1.54 Sejam Ω ⊂ R2 aberto, I ⊂ R um intervalo aberto, γ uma curva suave em

Ω parametrizada por γ(t) = (σ(t), ρ(t)), t ∈ I, f ∈ C1(I) e a, b, c ∈ C1(Ω). Suponha que

a(x, y)2 + b(x, y)2 6= 0, para todo (x, y) ∈ Ω, e∣∣∣∣∣∣ a(σ(t), ρ(t)) b(σ(t), ρ(t))

σ′(t) ρ′(t)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, para todo t ∈ I.

Então o problema (1.5) tem uma única solução de classe C1 em uma vizinhança da curva

γ em Ω.

Demonstração: Ver [7].

1.6 Polinômios de terceiro grau

Nesta seção apresentamos uma breve descrição do método de Cardano usado para calcular

as ráızes de um polinômio de grau três. Uma equação geral do terceiro grau na variável x,

é dada por

ax3 + bx2 + cx+ d = 0,

onde a 6= 0. Fazendo a mudança de variável x = y − b
3a

, obtemos o seguinte polinômio

simplificado

y3 + py + q = 0, (1.11)

onde

p =
3ac− b2

3a2
e q =

2b3

27a3
− bc

3a2
+
d

a
.

Nestas condições o número de soluções reais dependerá do sinal da discriminante

D =
(p

3

)3

+
(q

2

)2

.

Isto é:

• Para D > 0, teremos uma solução real e duas complexas,

• para D < 0, teremos três soluções reais distintas,

• para D = 0, teremos uma solução real de multiplicidade três quando p = q = 0; ou

duas soluções reais (uma simples e uma de multiplicidade dois) quando p3 = −q2 6= 0.
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Pelo método de Cardano, ver por exemplo [3], as soluções da equação cúbica (1.11) estão

dados por:

y1 = u+ v

y2 =

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
u+

(
−1

2
− i
√

3

2

)
v

y3 =

(
−1

2
− i
√

3

2

)
u+

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
v

onde

u =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
e v =

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

Observação 1.55 Como a raiz cúbica de um número complexo são três números diferentes,

se é posśıvel, considere as ráızes cúbicas reais u e v tais que uv = −p.

Além disso, se a equação cúbica é real, quando D =
q2

4
+
p3

27
< 0 as soluções de (1.11)

podem ser dadas por:

y1 = 2r cos
ϕ

3

y2 = −2r cos(
π − ϕ

3
)

y3 = −2r cos(
π + ϕ

3
),

onde r =

√
−p

3
e cosϕ =

−q
2r3

.
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Caṕıtulo 2

O Sistema Viscoelástico Linear com

Memória

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo estudaremos a equação integro-diferencial abstrata definida num espaço de

Hilbert H, dada pela seguinte equação

utt(t) + A

[
g(0)u(t) +

∫ ∞
0

g′(s)u(t− s)ds
]

= 0, (2.1)

onde A é um operador linear, não limitado, auto-adjunto e positivo definido. Na prática o

operador A é o correspondente operador elástico associado a algum fenômeno f́ısico. Nestas

condições, g(s) é a função núcleo de memoria e satisfaz as seguintes condições:

(g1) g ∈ C2(0,∞) ∩ C[0,∞), g′ ∈ L1(0,∞);

(g2) g(s) > 0, g′(s) < 0, g′′(s) > 0 para todo s > 0;

(g3) g(∞) > 0;

(g4) g′′(s) + kg′(s) ≥ 0 para algum k > 0 e todo s > 0.

Referente a estas condições podemos mencionar que a condição (g1) permite a g′ ser

singular em s = 0. A condição (g2) significa que a memoria é estritamente decrescente e a

taxa de perdida de memoria é também decrescente. A condição (g3) implica que o material
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é sólido viscoelástico. A condição (g4) restringe ao núcleo a satisfazer

−g′(s) ≤ −g′(s0)e−k(s−s0) para s ≥ s0 > 0.

De fato, de (g4) podemos concluir que

g′′(s)

g′(s)
≤ −k,

logo, integrando ∫ s

s0

g′′(t)

g′(t)
dt ≤

∫ s

s0

−kdt,

então

ln |g′(s)| − ln |g′(s0)| ≤ −k(s− s0),

de onde temos
g′(s)

g′(s0)
≤ e−k(s−s0),

da última desigualdade, multiplicando ambos os lados por −g′(s0) > 0, segue o desejado.

Exemplos.- Os exemplos clássicos de funções que verificam as condições (g1)− (g4) são

as funções de tipo Maxwell, isto é:

g(s) = 1 +Me−ks para algum M,k > 0.

Além delas, temos outros exemplos de núcleos com singularidade na origem, dentre elas

temos os núcleos da forma:

g(s) = C −M
∫ s

0

e−ks

sc
ds, onde C > −M

∫ ∞
0

e−ks

sc
ds, 0 < c < 1, M, k > 0.

Voltando a nossa análise, a equação (2.1) pode-se reescrever como

utt(t) + A

[
g(∞)u(t)−

∫ ∞
0

g′(s)(u(t)− u(t− s))ds
]

= 0. (2.2)

Desde que g(∞) > 0, sem perda de generalidade, assumiremos que g(∞) = 1. Caso contrario,

podemos definir A = g(∞)Ae g = g/g(∞).

Neste Caṕıtulo, na Seção 2.2 mostraremos a existência e unicidade de soluções do sistema

(2.1) usando teoria de semigrupos. Na seção 2.3 damos uma estimativa para o tipo de

semigrupo ω0(A) onde A será o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações
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num espaço de Hilbert. Finalmente na seção 2.4 provamos a propriedade de crescimento

determinada pelo espectro (PCDE), isto é,

ω0(A) = σ0(A).

quando o núcleo g(s) é do tipo Maxwell. Para isto usaremos um resultado de [17] e [6], que

afirma:

ω0(A) = inf{σ > σ0(A); sup
Reλ=γ

‖(λ−A)−1‖ <∞ para todo γ ≥ σ}. (2.3)

2.2 Existência e Unicidade do Sistema

Seguindo a estratégia de Dafermos [4], introduzimos as novas variáveis

v = ut, w(t, s) = u(t)− u(t− s). (2.4)

Notemos que

wt = ut(t)− ut(t− s)

ws = −ut(t− s)(−1) = ut(t− s).

Portanto

wt + ws = ut(t) (2.5)

Note também que

w(t, 0) = w(0) = 0. (2.6)

Então pondo U = (u, v, w)T , de (2.2), (2.4) e (2.5) podemos escrever

dU

dt
= AU

U(0) = U0 = (u(0+), v(0+), u(0+)− u(−s)), s > 0

(2.7)

onde

AU =


v

−A
(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
v − w′(s)

 (2.8)
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Seja

X = V ×H ×W, com V = D(A
1
2 ) e W = L2

g′(0,∞;V ),

onde os espaços V, W são espaços de Hilbert com produtos internos

(u, v)V = (A
1
2u,A

1
2v)H e (f, h)W =

∫ ∞
0

|g′(s)|(A
1
2f(s), A

1
2h(s))Hds.

Então X é um espaço de Hilbert equipado com a norma

‖U‖2
X = ‖u‖2

V + ‖v‖2
H + ‖w‖2

W .

Nosso objetivo é aplicar a teoria de semigrupos para poder estabelecer a boa colocação do

problema. Para isso estabeleceremos primeiro três lemas que serão úteis na demonstração

do resultado de existência e unicidade via semigrupos. Para começar, estabeleceremos o

domı́nio do operador A, definido usualmente por

D(A) = {U ∈ X;AU ∈ X}.

Este domı́nio está caracterizado pelo seguinte Lema

Lema 2.1 O domı́nio do operador A esta dado por

D(A) =

{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A)

}
(2.9)

Demonstração: De fato, por definição temos que:

D(A) = {U ∈ X;AU ∈ X}.

Seja U = (u, v, w) ∈ D(A) então U,AU ∈ X = V ×H ×W isto é

u ∈ V, v ∈ H, w ∈ W

e

v ∈ V, −A
(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
∈ H, v − w′(s) ∈ W

então 
v ∈ V,

v − w′(s) ∈ W ⇒ w′ ∈ W e w(0) = 0, pois v ∈ V ⊂ W,

A

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
∈ H ⇒ u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A).
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Por tanto

D(A) ⊂
{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A)

}
Reciprocamente, seja

U = (u, v, w) ∈
{
z = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A)

}
então

v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−
∫ ∞

0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A)

então 
v ∈ V,

A

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
∈ H

v − w′(s) ∈ W, pois v ∈ V ⊂ W.

isto é

AU =


v

−A
(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
v − w′(s)

 ∈ X = V ×H ×W.

Além disso, é claro que U = (u, v, w) ∈ X. Portanto{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A)

}
⊂ D(A).

Isto mostra o desejado.

Queremos mostrar que o operador linear A, definido por (2.8) e (2.9), gera um semigrupo

de contrações em X. Para isso, serão úteis os seguintes dois lemas.

Lema 2.2 Suponha que g satisfaz as condições (g1) − (g3). Então para todo w ∈ W com

w(0) = 0 e w′ ∈ W , temos

|sg′(s)| → 0, quando s ↓ 0, (2.10)

e

|g′(s)|‖w(s)‖2
V → 0, quando s ↓ 0. (2.11)
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Demonstração: Como g′ é crescente e g′ ∈ L1(0,∞), afirmamos que

|sg′(s)| → 0 quando s ↓ 0.

De fato, do contrario, pela definição de limite deve existir uma constante ε > 0 e uma

seqüencia de números positivos an → 0 tal que |ang′(an)| ≥ ε para todo n. Sendo g′ crescente,

para 0 < s < an temos que g′(s) < g′(an) logo |g′(s)| > |g′(an)|, pois g′(s) < 0 para todo

s > 0. Logo multiplicando por an a última desigualdade temos que

an|g′(s)| ≥ ε para todo s ∈ (0, an).

Integrando a última desigualdade de 0 a an temos que

anε =

∫ an

0

εds ≤ an

∫ an

0

|g′(s)|ds

de donde temos

ε ≤
∫ an

0

|g′(s)|ds→ 0

quando an → 0, o qual é uma contradição. Isto prova (2.10).

A prova de (2.11) é similar. Suponhamos que a afirmação não acontece, então existe

ε > 0 e uma seqüencia de números positivos sn → 0 tal que

|g′(sn)|‖w(sn)‖2
V ≥ ε para todo n.

Segue de

w(sn) =

∫ sn

0

w′(τ)dτ

e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

‖w(sn)‖2
V =

∥∥∥∥∫ sn

0

w′(τ)dτ

∥∥∥∥2

V

≤
(∫ sn

0

‖w′(τ)‖V dτ
)2

≤
(∫ sn

0

12dτ

)(∫ sn

0

‖w′(τ)‖2
V dτ

)
= sn

∫ sn

0

‖w′(τ)‖2
V dτ.

Desde que g′ é crescente, −g′(s) = |g′(s)| é decrescente, então para 0 < τ < sn temos

que |g′(sn)| < |g′(τ)| logo temos que

ε ≤ |g′(sn)|‖w(sn)‖2
V ≤ sn|g′(sn)|

∫ sn

0

‖w′(τ)‖2
V dτ

= sn

∫ sn

0

|g′(sn)|‖w′(τ)‖2
V dτ ≤ sn

∫ sn

0

|g′(τ)|‖w′(τ)‖2
V dτ → 0,

quando sn → 0, o qual é uma contradição. Isto prova (2.11).
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Lema 2.3 Suponha que g satisfaz as condições (g1) − (g3). Então para todo w ∈ W com

w(0) = 0 e w′ ∈ W , temos ∫ ∞
0

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds <∞, (2.12)

e

|g′(s)|‖w(s)‖2
V → 0, quando s→∞. (2.13)

Demonstração: Usando (g2) e (2.11) afirmamos que, para todo a > 0,
∫∞
a
g′′(s)‖w(s)‖2

V ds <

∞. De fato ∫ T

a

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds =

= g′(T )‖w(T )‖2
V − g′(a)‖w(a)‖2

V −
∫ T

a

g′(s)
d

ds
‖w(s)‖2

V ds

≤ −g′(a)‖w(a)‖2
V −

∫ T

a

g′(s){(w′(s), w(s))V + (w(s), w′(s))V }ds

= −g′(a)‖w(a)‖2
V + 2

∫ T

a

|g′(s)|Re(w(s), w′(s))V ds

≤ −g′(a)‖w(a)‖2
V + 2

∫ T

a

|g′(s)||(w(s), w′(s))V |ds

≤ −g′(a)‖w(a)‖2
V + 2

∫ T

a

|g′(s)|‖w(s)‖V ‖w′(s)‖V ds

≤ |g′(a)|‖w(a)‖2
V +

∫ T

a

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds+

∫ T

a

|g′(s)|‖w′(s)‖2
V ds,

logo fazendo T ↑ ∞ e a ↓ 0, temos que
∫∞

0
g′′(s)‖w(s)‖2

V ds < ∞, isto prova (2.12). Em

particular,
∫∞
a
g′′(s)‖w(s)‖2

V ds <∞ para todo a > 0.

Seja agora

f(s) = g′(s)‖w(s)‖2
V ,

como w ∈ W , temos que f ∈ L1(a,∞). Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

também que

f ′(s) = g′′(s)‖w(s)‖2
V + 2g′(s)Re(w(s), w′(s))V
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pertence a L1(a,∞), pois∫ ∞
a

|f ′(s)|ds ≤

≤
∫ ∞
a

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds+ 2

∫ ∞
a

|g′(s)||Re(w(s), w′(s))V |ds

≤
∫ ∞
a

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds+

∫ ∞
a

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds+

∫ ∞
a

|g′(s)|‖w′(s)‖2
V ds <∞.

Portanto, pelo Corolario 1.27 do Caṕıtulo 1, temos que

f(s) = g′(s)‖w(s)‖2
V → 0, quando s→∞.

O qual prova (2.13).

Com a ajuda destes lemas, estamos em condições de estabelecer o seguinte teorema.

Teorema 2.4 O operador linear A, definido por (2.8) e (2.9), gera um semigrupo de con-

trações em X.

Demonstração: Primeiro mostraremos que o operador A é dissipativo. De fato, para
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U ∈ D(A), temos

Re(AU,U)X = Re




v

−A
(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
v − w′(s)

 ,


u

v

w



X

=

= Re

{
(v, u)V +

(
−A

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
, v

)
H

+ (v − w′(s), w)W

}
= Re

{
(v, u)V −

(
A

1
2

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
, A

1
2v

)
H

+ (v − w′(s), w)W

}
= Re

{
(v, u)V − (A

1
2u,A

1
2v)H +

(
A

1
2

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds, A
1
2v

)
H

+ (v − w′(s), w)W

}
= Re

{
(u, v)V − (u, v)V +

(
A

1
2

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds, A
1
2v

)
H

+ (v − w′(s), w)W

}
= Re

{(∫ ∞
0

g′(s)A
1
2w(s)ds, A

1
2v

)
H

+ (v, w)W − (w′(s), w)W

}
= Re

{
−
∫ ∞

0

|g′(s)|(A
1
2w(s), A

1
2v)Hds+ (v, w)W − (w′(s), w)W

}
= Re

{
−(w(s), v)W + (w, v)W −

∫ ∞
0

|g′(s)|(A
1
2w′(s), A

1
2w)Hds

}
= Re

∫ ∞
0

g′(s)(w′(s), w)V ds =

∫ ∞
0

g′(s)Re(w′(s), w)V ds

=
1

2

∫ ∞
0

g′(s)
d

ds
‖w(s)‖2

V ds =
1

2

(
g′(s)‖w(s)‖2

V

∣∣∞
0
− 1

2

∫ ∞
0

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds

= −1

2

∫ ∞
0

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds ≤ 0. (2.14)

Donde usamos os Lemas 2.2 e 2.3. Assim o operador A é dissipativo. Em seguida mostra-

remos que 0 ∈ ρ(A), ou seja, temos que mostrar que o operador

λI − A : D(A)→ X

é bijetivo e que (λI − A)−1 ∈ L(X) para λ = 0.

De fato, para cada F = (f1, f2, f3) ∈ X consideremos a equação resolvente

−AU = F (2.15)

ou seja

−


v

−A
(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
v − w′(s)

 =


f1

f2

f3
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isto é,

−v = f1 ∈ V, (2.16)

A

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
= f2 ∈ H, (2.17)

−v + w′(s) = f3 ∈ W. (2.18)

Por (2.16) existe um único v = −f1 ∈ V . Por (2.18) temos que

w′(s) = v + f3 ∈ W (pois v ∈ V ⊂ W )

e que

w(s) =

∫ s

0

(v + f3(τ))dτ = sv +

∫ s

0

f3(τ)dτ. (2.19)

É claro que w(0) = 0, logo w é único, e temos também que w′ ∈ W . Mostraremos agora

que w ∈ W . De fato, sejam T > 0, ε > 0, usando a hipótese (g4) temos que∫ T

ε

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds ≤

≤ 1

k

∫ T

ε

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds

=
1

k
g′(T )‖w(T )‖2

V −
1

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V −
2

k

∫ T

ε

g′(s)Re(w(s), w′(s))V ds

≤ −1

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V +
2

k

∫ T

ε

|g′(s)||(w(s), w′(s))V |ds

≤ −1

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V +
2

k

∫ T

ε

|g′(s)|‖w(s)‖V ‖w′(s)‖V ds

≤ −1

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V +
2

k

∫ T

ε

|g′(s)|
(
k‖w(s)‖2

V

4
+
‖w′(s)‖2

V

k

)
ds

= −1

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V +
1

2

∫ T

ε

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds+

2

k2

∫ T

ε

|g′(s)|‖w′(s)‖2
V ds. (2.20)

Assim, ∫ T

ε

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds ≤ −

2

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V +
4

k2

∫ T

ε

|g′(s)|‖w′(s)‖2
V ds. (2.21)

Além disso, da demonstração do Lema 2.2, podemos concluir que

−2

k
g′(ε)‖w(ε)‖2

V → 0, quando ε→ 0. (2.22)

Então, voltando á desigualdade (2.21) e fazendo T ↑ ∞ e ε ↓ 0, temos que w ∈ W e

‖w‖2
W ≤

4

k2

∫ ∞
0

|g′(s)|‖w′(s)‖2
V ds. (2.23)
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Finalmente mostraremos que existe um único u ∈ V , tal que,

u−
∫ ∞

0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A),

para o qual usamos a equação (2.17). De fato, para resolver (2.17) consideremos a aplicação

sesquilinear

a : V × V −→ K

definido por, a(x, y) = (x, y)V = (A
1
2x,A

1
2y)H , e a aplicação linear

T : V −→ K

tal que para todo x ∈ V, 〈T, x〉 = (x, f2)H . Então temos que

• a é sesquilinear, pois a é um produto interno.

• a é cont́ınua, isto pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

• a é coerciva, pois

a(x, x) = (x, x)V = ‖x‖2
V , para todo x ∈ V.

• T é cont́ınua (isto é, T ∈ V ′), pois

|〈T, x〉| = |(x, f2)H | ≤ ‖x‖H‖f2‖H

≤ C1‖f2‖H‖x‖V = C‖x‖V , (usando que V ↪→ H).

Assim, pelo Teorema 1.20 (Lax-Milgram) do Caṕıtulo 1, existe um único y ∈ V tal que

a(x, y) = 〈T, x〉, para todo x ∈ V = D(A
1
2 ).

isto é,

(A
1
2x,A

1
2y)H = (x, f2)H , para todo x ∈ V.

Como V ↪→ H = H ′ ↪→ V ′ podemos considerar

〈x,Ay〉V,V ′ = 〈x, f2〉V,V ′ , para todo x ∈ V.
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Então Ay = f2 em V ′, mas como f2 ∈ H temos que Ay ∈ H, logo y ∈ D(A). Afirmamos

que
∫∞

0
g′(s)w(s)ds ∈ V . De fato, note que∥∥∥∥∫ ∞

0

g′(s)w(s)ds

∥∥∥∥2

V

≤
(∫ ∞

0

|g′(s)|‖w(s)‖V ds
)2

=

(∫ ∞
0

|g′(s)|
1
2 |g′(s)|

1
2‖w(s)‖V ds

)2

≤
(∫ ∞

0

|g′(s)|ds
)(∫ ∞

0

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds

)
<∞,

de onde finalmente, lembrando que D(A) ⊂ V = D(A
1
2 ), temos que existe um único

u := y +

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ V,

tal que

y = u−
∫ ∞

0

g′(s)w(s)ds ∈ D(A).

Assim, temos provado que (2.15) possui uma única solução com U ∈ D(A), isto é, −A é

bijetiva.

Observação 2.5 Note que, da demonstração anterior, temos também que o operador A :

D(A) ⊂ H −→ H é bijetiva.

Além disso, por (2.16),(2.17),(2.18) e (2.23) existe uma constante positiva C independente

de U = (u, v, w)T tal que

‖U‖X ≤ C‖F‖X

isto é,

‖u‖2
V + ‖v‖2

H + ‖w‖2
W ≤ C2(‖f1‖2

V + ‖f2‖2
H + ‖f3‖2

W ). (2.24)

De fato, por (2.16), temos que

‖v‖2
H = ‖f1‖2

H ≤ C1‖f1‖2
V , pois V ↪→ H. (2.25)

De (2.18) temos

‖w‖2
H ≤ 4

k2
‖w′‖2

W =
4

k2
‖f3 − f1‖2

W

≤ 4

k2
(‖f1‖W + ‖f3‖W )2

≤ 8

k2
(‖f1‖2

W + ‖f3‖2
W )

≤ C2(‖f1‖2
V + ‖f3‖2

W ), pois V ↪→ W. (2.26)
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Agora, tomando o produto interno de (2.17) com u, temos(
A

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
, u

)
H

= (f2, u)H ,

isto é

(A
1
2u,A

1
2u)H −

(∫ ∞
0

g′(s)A
1
2w(s)ds, A

1
2u

)
H

= (f2, u)H ,

logo

‖A
1
2u‖2

H +

∫ ∞
0

|g′(s)|(A
1
2w(s), A

1
2u)Hds = (f2, u)H ,

do qual podemos deduzir que

‖u‖2
V = (f2, u)H − (w(s), u)W ,

que implica nas seguintes desigualdades

‖u‖2
V ≤ ‖f2‖H‖u‖H + ‖w‖W‖u‖W

≤ C̃(‖f2‖H‖u‖V + ‖w‖W‖u‖V )

= C̃(‖f2‖H + ‖w‖W )‖u‖V

≤ 1

2
[C̃(‖f2‖H + ‖w‖W )]2 +

1

2
‖u‖2

V ,

pois V ↪→ H e V ↪→ W . Portanto

‖u‖2
V ≤ C̃1(‖f2‖2

H + ‖w‖2
W ) ≤ C3(‖f2‖2

H + ‖f1‖2
V + ‖f3‖2

W ). (2.27)

De (2.25), (2.26) e (2.27), obtemos (2.24), isto é

‖(−A)−1F‖X ≤ ‖F‖X , para todo F ∈ X.

de onde (−A)−1 ∈ L(X). Portanto 0 ∈ ρ(A).

Observação 2.6 De (−A)−1 ∈ L(X) segue que A é um operador fechado. De fato, se

(−A)−1 é um operador limitado definido em X, então (−A)−1 é fechado pela observação

1.10, então −A é também fechado, de onde A é fechado.

Finalmente, mostraremos que o operador A é densamente definido. De fato, seja λA−1 ∈
L(X) tal que ‖λA−1‖ < 1 então λA−1 − I é invert́ıvel, logo das igualdades

(λI − A)−1 = (λA−1A−A)−1 = [(λA−1 − I)A]−1 = A−1(λA−1 − I)−1
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temos que (λI − A)−1 é invert́ıvel para |λ| < ‖A−1‖−1. Assim,

λI − A : D(A) ⊂ X −→ X é invert́ıvel para |λ| < ‖A−1‖−1,

logo R(λI − A) = X para |λ| < ‖A−1‖−1 e sendo A dissipativo segue que

R(λI − A) = X para todo λ > 0.

Isto pelo Teorema 1.48 do Caṕıtulo 1. Além disso, sendo A dissipativo com R(I − A) = X

e X reflexivo, pelo Teorema 1.49 do Caṕıtulo 1, temos que

D(A) = X.

Portanto, sendo A um operador linear densamente definido num espaço de Hilbert X e

além disso, sendo A dissipativo com 0 ∈ ρ(A), pelo Corolário 1.47 do Teorema de Lumer-

Phillips do Caṕıtulo 1, segue que A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações

em X. Isto termina a prova do teorema.

Observação 2.7 Para finalizar esta seção, mostraremos que de fato, a equação integro-

diferencial original (2.2) e a equação de evolução (2.7), usando as transformações (2.4), são

equivalentes.

Por construção é claro que se u é uma solução da equação (2.2), então por (2.4) e (2.5)

temos que U = (u, v, w) satisfaz (2.7).

Reciprocamente, se U = (u, v, w) é solução de (2.7), temos que

ut = v

vt = −A
(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
wt = v − w′(s).

de onde temos

utt + A

(
u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

)
= 0

wt + ws − ut = 0.

Para ver que w satisfaz a igualdade w(t, s) = u(t) − u(t − s), da Seção 1.5 do Caṕıtulo 1,

observamos que as curvas caracteŕısticas da equação wt + ws = ut satisfazem

α′(τ) = a(α(τ), β(τ)) = 1
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β′(τ) = b(α(τ), β(τ)) = 1

logo

α(τ) = τ + c1

β(τ) = τ + c2

Portanto as curvas caracteŕısticas são as retas da forma t = s+c, onde c é uma constante.

Parametrizando as retas por s→ (s+ c, s), temos

ws(s+ c, s) = ut(s+ c)

logo, integrando sobre [0, s] e usando que w(., 0) = 0 temos que

w(s+ c, s) = u(s+ c)− u(c).

Logo, pondo c = t − s temos finalmente o desejado. Então a equivalência entre (2.2) e

(2.7) segue.

2.3 Análise espectral e estimativa de ω0(A)

O objetivo nesta seção é mostrar uma estimativa para o tipo do semigrupo ω0(A). Mais

precisamente: Supondo que temos σ < k/2 satisfazendo

{λ ∈ C;Reλ ≥ −σ} ⊂ ρ(A) e

σ <
k

2
C(σ)(1 + g(0) + C(σ))−1,

onde C(σ) =

∫ ∞
0

(1 + e2σs)|g′(s)|ds, mostraremos que ω0(A) < −σ.

Para isto, provaremos primeiro três Lemas que serão usadas na prova da estimativa.

Lema 2.8 Suponha que f ∈ W, Reλ > −k/2, g(s) satisfaz as condições (g1)− (g4) e

w(s) =

∫ s

0

e−λ(s−τ)f(τ)dτ.

Então

(a) |sg′(s)| → 0 quando s ↓ 0, e f ∈ L2(0, T ;V ) para todo T > 0;
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(b) w ∈ W ∩ C([0,∞), V ), w′ ∈ W e

‖w‖2
W ≤

1

δ
(2Reλ+ k − δ)−1‖f‖2

W , para δ ∈ (0, 2Reλ+ k), (2.28)

Re

∫ ∞
0

g′(s)(w′(s), w(s))V ds ≤ −
k

2
‖w‖2

W ; (2.29)

(c) ‖g′(s)w(s)‖V → 0 quando s ↓ 0, e ‖g′(s)w(s)‖V → 0 quando s→∞.

Demonstração:

(a) Note que a convergência

|sg′(s)| → 0 quando s ↓ 0

já foi mostrado no Lema 2.2. Para mostrar que f ∈ L2(0, T ;V ) para todo T > 0, notemos

que de 0 < s < T temos |g′(s)| > |g′(T )|, logo |g′(T )|‖f(s)‖2
V ≤ |g′(s)|‖f(s)‖2

V , de onde

integrando de 0 a T temos que

|g′(T )|
∫ T

0

‖f(s)‖2
V dx ≤

∫ T

o

|g′(s)|‖f(s)‖2
V dx ≤ ‖f‖2

W (2.30)

de onde f ∈ L2(0, T ;V ) para todo T > 0. Isto prova a parte (a).

(b) De (a) segue que f ∈ L1(0, T ;V ) para todo T > 0 (Pois L2(0, T ;V ) ↪→ L1(0, T ;V ) para

todo T > 0). Vejamos agora, usando a definição de w(s), que w ∈ C([0,∞), V )∩H1(0, T ;V )

para todo T > 0 e que

w′(s) + λw(s) = f(s), q.s. em (0,∞). (2.31)
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De fato, para todo s ≥ 0 e h ∈ R tal que s+ h > 0 temos que

‖w(s+ h)− w(s)‖V

=

∥∥∥∥e−λ(s+h)

∫ s+h

0

eλτf(τ)dτ − e−λs
∫ s

0

eλτf(τ)dτ

∥∥∥∥
V

=

∥∥∥∥(e−λ(s+h) − e−λs)
∫ s

0

eλτf(τ)dτ + e−λ(s+h)

∫ s+h

s

eλτf(τ)dτ

∥∥∥∥
V

≤ |e−λ(s+h) − e−λs|
∫ s

0

‖eλτf(τ)‖V dτ + e−Reλ(s+h)

∫ s+h

s

‖eλτf(τ)‖V dτ

≤ |e−λ(s+h) − e−λs|
∫ s

0

eReλτ‖f(τ)‖V dτ + e−Reλ(s+h)

∫ s+h

s

eReλτ‖f(τ)‖V dτ

≤ C|e−λ(s+h) − e−λs|
∫ s

0

‖f(τ)‖V dτ

+e−Reλ(s+h)

(∫ s+h

s

e2Reλτdτ

) 1
2
(∫ s+h

s

‖f(τ)‖2
V dτ

) 1
2

onde na última desigualdade acima usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Assim fa-

zendo h→ 0, temos que

‖w(s+ h)− w(s)‖V → 0 para todo s ≥ 0,

isto é, w ∈ C([0,∞), V ). Da continuidade de w segue que∫ T

0

‖w(s)‖2
V ds <∞

isto é, w ∈ L2(0, T ;V ). Agora derivando distribucionalmente w(s) temos que

w′(s) = e−λseλsf(s)− λw(s) = f(s)− λw(s)

ou seja,

w′(s) + λw(s) = f(s), q.s. em (0,∞)

de onde segue também que w′ ∈ L2(0, T ;V ), pois w, f ∈ L2(0, T ;V ). Portanto conclúımos

que

w ∈ C([0,∞), V ) ∩H1(0, T ;V ) para todo T > 0.
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Isto será útil para mostrar (2.28) e (2.29). De fato, começaremos mostrando (2.29). Para

isso, como w(s) =
∫ s

0
w′(τ)dτ , temos que

|g′(s)|‖w(s)‖2
V = |g′(s)|

∥∥∥∥∫ s

0

w′(τ)dτ

∥∥∥∥2

V

≤ |g′(s)|
(∫ s

0

‖w′(τ)‖V dτ
)2

≤ |g′(s)|
(∫ s

0

12dτ

)(∫ s

0

‖w′(τ)‖2
V dτ

)
= |sg′(s)|

∫ s

0

‖w′(τ)‖2
V dτ → 0 quando s ↓ 0. (2.32)

onde usamos Cauchy-Schwarz e o ı́tem (a). Logo, usando a condição (g4), temos que

−k
∫ T

ε

g′(s)‖w(s)‖2
V ds

≤
∫ T

ε

g′′(s)‖w(s)‖2
V ds

=
(
g′(s)‖w(s)‖2

V

∣∣T
ε
−
∫ T

ε

g′(s)
d

ds
‖w(s)‖2

V ds

=
(
g′(s)‖w(s)‖2

V

∣∣T
ε
−
∫ T

ε

g′(s){(w′(s), w(s))V − (w(s), w′(s))V }ds

= g′(T )‖w(T )‖2
V − g′(ε)‖w(ε)‖2

V −
∫ T

ε

g′(s)2Re(w′(s), w(s))V ds

= g′(T )‖w(T )‖2
V − g′(ε)‖w(ε)‖2

V − 2Re

∫ T

ε

g′(s)(w′(s), w(s))V ds

≤ −g′(ε)‖w(ε)‖2
V − 2Re

∫ T

ε

g′(s)(w′(s), w(s))V ds (2.33)

para T > ε > 0. Na última desigualdade usamos que g′(T ) < 0. Portanto (2.29) segue de

(2.33), fazendo ε ↓ 0 e T ↑ ∞, e lembrando (g2) e (2.32).
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Agora mostraremos (2.28). Substituindo w′(s), dado em (2.31), em (2.33) obtemos

−k
∫ T

ε

g′(s)‖w(s)‖2
V ds ≤ −g′(ε)‖w(ε)‖2

V − 2Re

∫ T

ε

g′(s)(f(s), w(s))V ds

+2Re

∫ T

ε

g′(s)(λw(s), w(s))V ds

= −g′(ε)‖w(ε)‖2
V − 2Re

∫ T

ε

g′(s)(f(s), w(s))V ds

+2Reλ

∫ T

ε

g′(s)‖w(s)‖2
V ds,

logo podemos concluir que

(2Reλ+ k)

∫ T

ε

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds ≤

≤ −g′(ε)‖w(ε)‖2
V − 2Re

∫ T

ε

g′(s)(f(s), w(s))V ds

= |g′(ε)|‖w(ε)‖2
V + 2

∫ T

ε

|g′(s)|Re(f(s), w(s))V ds

≤ |g′(ε)|‖w(ε)‖2
V + 2

∫ T

ε

|g′(s)||(f(s), w(s))V |ds

≤ |g′(ε)|‖w(ε)‖2
V + 2

∫ T

ε

|g′(s)|‖f(s)‖v‖w(s)‖V ds

≤ |g′(ε)|‖w(ε)‖2
V + δ

∫ T

ε

|g′(s)|
(
‖w(s)‖2

V +
1

δ2
‖f(s)‖2

V

)
ds

para todo δ > 0. Por hipótese, 2Reλ + k > 0, logo podemos escolher δ suficientemente

pequeno tal que

2Reλ+ k − δ > 0.

Asśım

(2Reλ+ k − δ)
∫ T

ε

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds ≤ |g′(ε)|‖w(ε)‖2

V +
1

δ

∫ T

ε

|g′(s)|‖f(s)‖2
V ds

≤ |g′(ε)|‖w(ε)‖2
V +

1

δ
‖f‖2

W . (2.34)

Portanto, fazendo ε ↓ 0 e T ↑ ∞, e lembrando (2.32), temos que (2.34) implica (2.28) e

consequentemente w ∈ W , logo w ∈ W ∩ C([0,∞), V ). Além disso, por (2.31), segue que
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w′ ∈ W . Isto completa a prova da parte (b).

(c) Como w(s) =
∫ s

0
w′(τ)dτ e usando o fato de que |g′| é decrescente, temos

‖g′(s)w(s)‖V =

∥∥∥∥g′(s)∫ s

0

w′(τ)dτ

∥∥∥∥
V

≤ |g′(s)|
1
2

∫ s

0

|g′(s)|
1
2‖w′(τ)‖V dτ

≤ |g′(s)|
1
2

∫ s

0

|g′(τ)|
1
2‖w′(τ)‖V dτ

≤ |g′(s)|
1
2

(∫ s

0

12dτ

) 1
2
(∫ s

0

|g′(τ)|‖w′(τ)‖2
V dτ

) 1
2

≤ |sg′(s)|
1
2‖w′‖W .

de onde ‖g′(s)w(s)‖V → 0 quando s ↓ 0 por (a). Além disso, de (g4) temos que

−g′(s) ≤ −g′(s0)e−k(s−s0) para s ≥ s0 > 0.

Logo

|sg′(s)| ≤ |g′(s0)| s

ek(s−s0)
→ 0 quando s→∞.

Portanto pelas desigualdades acima temos também que

‖g′(s)w(s)‖V → 0 quando s→∞.

O que mostra (c).

Em seguida, daremos uma descrição parcial do espectro σ(A). Denotamos por

Λk :=

{
λ ∈ C;Reλ > −k

2

}
,

∆(λ) := λ2A−1 + g(0) + ĝ′(λ),

(2.35)

onde ĝ′(λ) =
∫∞

0
g′(s)e−λsds. Para todo λ ∈ Λk, a integral anterior esta bem definida e

∆(λ) ∈ L(H). A última afirmação segue do fato de que A−1 é limitado. De fato, sendo A

auto-adjunto ele é fechado, logo sua inversa A−1 : H −→ H também é fechado, então pelo

Teorema 1.9 (Teorema do Gráfico Fechado) no Caṕıtulo 1, temos que A−1 é limitado.
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Lema 2.9 Para o operador A definido em (2.8)-(2.9) temos que

Λk ∩ ρ(A) = {λ ∈ Λk;R(∆(λ)) = H}, (2.36)

Λk ∩ σ(A) =

{
λ ∈ Λk;−

1

λ2
(g(0) + ĝ′(λ)) ∈ σ(A−1)

}
, (2.37)

ρ(A) ⊃ {λ ∈ C;Reλ ≥ 0}, (2.38)

onde ρ(A) é o conjunto resolvente de A.

Demonstração: Mostraremos primeiro (2.36) por dupla inclusão. Logo (2.37) e (2.38)

seguem como consequencia.

Antes disso, definimos o operador L : W −→ V tal que

Lw(·) := −
∫ ∞

0

g′(s)w(s)ds.

Desde que g′ ∈ L1(0,∞) tem-se que L ∈ L(W,V ). De fato

‖Lw‖V =

∥∥∥∥∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds

∥∥∥∥
V

≤
∫ ∞

0

|g′(s)|‖w(s)‖V ds

=

∫ ∞
0

|g′(s)|
1
2 |g′(s)|

1
2‖w(s)‖V ds ≤

(∫ ∞
0

|g′(s)|ds
) 1

2
(∫ ∞

0

|g′(s)|‖w(s)‖2
V ds

) 1
2

= C‖w‖W .

Agora, para λ ∈ Λk, resolveremos a equação resolvente (λ−A)U = F = (f, f1, h) ∈ X
U = (u, v, w) ∈ D(A),

(2.39)

isto é, 
λu− v = f ∈ V,
λv + A(u+ Lw) = f1 ∈ H,
λw(s)− v + w′(s) = h(s) ∈ W,
(u, v, w) ∈ D(A).

(2.40)

Afirmamos pelo Lema 2.8, que (2.39) é equivalente a

w(s) =

∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ) + λu− f)dτ,

v = λu− f,

∆(λ)u = A−1(f1 + λf)− L
∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ)− f)dτ,

u ∈ V, F ∈ X.

(2.41)
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De fato, é claro que a primeira equação em (2.40) é equivalente a v = λu − f ∈ V . Da

terceira equação de (2.40) temos que w′(s) + λw(s) = v + h(s) ∈ W, pois v ∈ V ⊂ W,

w(0) = 0.

de onde, multiplicando por eλs, temos

eλs(w′(s) + λw(s)) = eλs(v + h(s))

⇒ d

ds
(eλs(w(s)) = eλs(v + h(s))

⇒
∫ s

0

d

dτ
(eλτ (w(τ))dτ =

∫ s

0

eλτ (v + h(τ))dτ

⇒ eλsw(s) =

∫ s

0

eλτ (h(τ) + λu− f)dτ, pois w(0) = 0

⇒ w(s) =

∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ) + λu− f)dτ.

Reciprocamente se w(s) =
∫ s

0
e−λ(s−τ)(h(τ) + λu − f)dτ o Lema 2.8 mostra que a terceira

equação em (2.40) vale com w,w′ ∈ W . Finalmente, observemos que

λv + A(u+ Lw) = f1

⇔ A(u+ Lw) = f1 − λ(λu− f)

⇔ A(u+ Lw) = f1 + λf − λ2u

⇔ (u+ Lw) = A−1(f1 + λf)− λ2A−1u

⇔ λ2A−1u+ u = −Lw + A−1(f1 + λf)

⇔ λ2A−1u+ u = −L
∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ) + λu− f)dτ + A−1(f1 + λf) + A−1(f1 + λf)

⇔ λ2A−1u+ u = −L
∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ)− f)dτ − L
∫ s

0

e−λ(s−τ)λudτ + A−1(f1 + λf).

Note que

−L
∫ s

0

e−λ(s−τ)λudτ = −λL
∫ s

0

e−λ(s−τ)dτu

= −L(1− e−λs)u =

∫ ∞
0

g′(s)(1− e−λs)uds

=

(∫ ∞
0

g′(s)ds−
∫ ∞

0

g′(s)e−λsds

)
u = u− g(0)u− ĝ′(λ)u.
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Substituindo isto na equivalência acima, teremos

λv + A(u+ Lw) = f1

⇔ λ2A−1u+ u = u− g(0)u− ĝ′(λ)u− L
∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ)− f)dτ + A−1(f1 + λf)

⇔ λ2A−1u+ g(0)u+ ĝ′(λ)u = A−1(f1 + λf)− L
∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ)− f)dτ

⇔ ∆(λ)u = A−1(f1 + λf)− L
∫ s

0

e−λ(s−τ)(h(τ)− f)dτ,

isto é, (2.39) e (2.41) são equivalentes. Com a ajuda desta equivalência mostraremos (2.36)

por dupla inclusão.

Seja λ ∈ Λk ∩ ρ(A). Então para qualquer F ∈ X existe uma única solução z ∈ D(A) de

(2.39). Em particular, para f = f1 = 0 e

h(s) =
λ

d(λ)
x, onde x ∈ V e d(λ) ≡ 1− g(0)− ĝ′(λ) 6= 0,

existe uma única u ∈ V satisfazendo (2.41), isto é, ∆(λ)u = x e ∆(λ)A
1
2u = A

1
2x, para

todo x ∈ V = D(A
1
2 ), de fato

∆(λ)u = −L
∫ s

0

e−λ(s−τ)h(τ)dτ = −L
∫ s

0

e−λ(s−τ) λ

d(λ)
xdτ

= − λ

d(λ)
L

∫ s

0

e−λ(s−τ)dτx = − 1

d(λ)
L(1− e−λs)x

=
1

d(λ)

∫ ∞
0

g′(s)(1− e−λs)xds =
1

d(λ)

[∫ ∞
0

g′(s)dsx−
∫ ∞

0

g′(s)e−λsdsx

]
=

1

d(λ)
[(1− g(s))x− ĝ′(λ)x] = x.

Desde que A−1 e A
1
2 comutam no domı́nio V = D(A

1
2 ) temos que A

1
2 comuta com ∆(λ),

logo de acima segue que

∆(λ)A
1
2u = A

1
2x.

Daqui conclúımos que

R(∆(λ)) = H.

De fato, sabemos que o operador

A : D(A) ⊂ H −→ H é bijetivo,
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então para todo f ∈ H existe um y ∈ D(A) tal que

Ay = f, isto é, A
1
2A

1
2y = f,

ou seja, para todo f ∈ H existe um x = A
1
2y ∈ V tal que A

1
2x = f . Logo, para este x ∈ V ,

existe um único u ∈ V tal que

∆(λ)A
1
2u = A

1
2x = f,

o qual mostra o desejado. Se

d(λ) = 1− g(0)− ĝ′(λ) = 1− g(0)−
∫ ∞

0

g′(s)e−λsds = 0

então como g′(s)e−sReλ é estritamente crescente, pois

d

ds
g′(s)e−sReλ = (g′′(s)−Reλg′(s))e−sReλ > 0,

desde que g′′(s)−Reλg′(s) > g′′(s) + kg′(s) ≥ 0 por (g4), temos que

Imd(λ) = Im

{
1− g(0)−

∫ ∞
0

g′(s)e−sReλ(cos(sImλ)− isen (sImλ))ds

}
= −

∫ ∞
0

g′(s)e−sReλsen (sImλ))ds = 0

implica Imλ = 0. Assim, temos novamente que

R(∆(λ)) = R(λ2A−1 + g(0) + ĝ′(λ)− 1 + 1) = R(I + λ2A−1) = H.

Por outro lado, se Reλ > −k
2

e R(∆(λ)) = H, sendo A auto-adjunto segue que A−1 é

também auto-adjunto, logo

Ker(∆(λ)) = {x ∈ H;λ2A−1x+ (g(0) + ĝ′(λ))x = 0}

= {x ∈ H;A−1x = − 1

λ2
(g(0) + ĝ′(λ))x}

= {x ∈ H;A−1x = (A−1)∗x = − 1

(λ)2
(g(0) + ĝ′(λ)x}

= Ker(∆(λ))

= Ker[∆(λ)]∗

= {0} se e somente se R(∆(λ)) = H. (2.42)

onde usamos que

(∆(λ))∗ = (λ2A−1)∗ + (g(0)I)∗ + (ĝ′(λ)I)∗ = (λ)2A−1 + g(0) + ĝ′(λ) = ∆(λ),
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e o Corolário 1.18 do Caṕıtulo 1, desde que ∆(λ) ∈ L(H). Portanto, a inversa ∆(λ) existe

e pertence a L(H). (Note que L(H) é um algebra de Banach). Assim, pela construção de

(2.41) temos que para todo F ∈ X, a equação (2.39) tem uma única solução U ∈ D(A), isto

é, a aplicação

(λ−A) : D(A) ⊂ X −→ X

é bijetiva. Logo, sendo A fechado, pela Definição 1.39 do Caṕıtulo 1 temos que λ ∈ ρ(A).

Isto termina a prova de (2.36).

A igualdade (2.37) segue de (2.36) e (2.42). De fato, λ ∈ Λk ∩ σ(A) se e somente se

λ ∈ Λk e λ ∈ σ(A) ( isto é λ /∈ ρ(A)), isto equivale a que

λ /∈ Λk ∩ ρ(A) = {λ ∈ Λk;R(∆(λ)) = H}

que equivale a que, R(∆(λ)) 6= H (por (2.42) e a demonstração de (2.36)), que equivale a

Ker(∆(λ)) 6= {0}, isto equivale a que o operador

∆(λ) := λ2A−1 + g(0) + ĝ′(λ)

não é inverśıvel, isto é,

− 1

λ2
(g(0) + ĝ′(λ)) ∈ σ(A−1).

Finalmente, (2.38) é verdadeiro desde que γλ2 + g(0) + ĝ′(λ) 6= 0 para todo γ ≥ 0 e

Reλ ≥ 0. De fato, seja λ ∈ {λ ∈ C; Reλ ≥ 0}, como Reλ ≥ 0 > −k
2

temos que λ ∈ Λk. Se

λ ∈ ρ(A), está resolvido e se λ ∈ σ(A), de σ(A−1) ⊂ [0,∞) e (2.37) temos que

γ = − 1

λ2
(g(0) + ĝ′(λ)) ∈ σ(A−1),

isto é, γλ2 + g(0) + ĝ′(λ) = 0 para todo γ ≥ 0 e Reλ ≥ 0. Contradição.

O seguinte Lema é o principal resultado deste trabalho, ele será usada para obter a

estimativa de ω0(A) no Teorema 2.11 e além disso esta estimativa será usada para mostrar a

propriedade de crescimento definida pelo espectro, isto é, ω0(A) = σ0(A) na seguinte seção.

Lema 2.10 Suponha que temos σ < k/2 satisfazendo

{λ ∈ C;Reλ ≥ −σ} ⊂ ρ(A) (2.43)
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e

σ <
k

2
C(σ)(1 + g(0) + C(σ))−1, (2.44)

onde C(σ) =
∫∞

0
(1 + e2σs)|g′(s)|ds. Então

sup
ω∈R
‖(−σ + iω −A)−1‖ = Mσ <∞. (2.45)

Além disso, (2.45) vale para todo γ ≤ σ.

Demonstração: Suponhamos que (2.45) não é verdade. Então, existem seqüencias ωn →
∞ e Un = (un.vn, wn) ∈ D(A) com

‖Un‖2
X = ‖un‖2

V + ‖vn‖2
H + ‖wn‖2

W = 1, para todo n ∈ N (2.46)

tal que

(−σ + iωn −A)Un → 0 em X, (2.47)

De fato, se (2.45) não é verdade, pela continuidade da resolvente, existe uma seqüencia

ωn →∞ tal que

‖(−σ + iωn −A)−1‖ → ∞,

isto é,

sup
F∈X,F 6=0

‖(−σ + iωn −A)−1F‖X
‖F‖X

→∞,

então existe uma seqüencia de vetores não nulos (Fn) tal que

‖(−σ + iωn −A)−1Fn‖X
‖Fn‖X

→∞,

logo
‖Fn‖X

‖(−σ + iωn −A)−1Fn‖X
→ 0.

Pondo Ũn = (−σ + iωn −A)−1Fn segue que

‖(−σ + iωn −A)Ũn‖X
‖Ũn‖X

→ 0,

portanto existem vetores unitários Un = Ũn
‖Ũn‖X

em X tal que

‖(−σ + iωn −A)Un‖X → 0.
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Seja λn = −σ + iωn, então (2.47) é equivalente a

λnun − vn = fn → 0 em V, (2.48)

λnvn + A

(
un −

∫ ∞
0

g′(s)wn(s)ds

)
= f1n → 0 em H, (2.49)

λnwn(s)− vn + w′n(s) = hn(s)→ 0 em W. (2.50)

Note que, por (2.46), as seqüencias ‖un‖V , ‖wn‖H , ‖wn‖W são limitadas. Então, tomando

produto interno de (2.48) com vn em H, temos

λn(un, vn)H − ‖vn‖2
H = (fn, vn)H → 0, (2.51)

pois,

|(fn, vn)H | ≤ ‖fn‖H‖vn‖H ≤ C‖fn‖V ‖vn‖H → 0.

Como λn →∞ então 1
λn
→ 0, logo de (2.51) temos que

(un, vn)H −
1

λn
‖vn‖2

H → 0

é claro também que
1

λn
‖vn‖2

H → 0

então, somando as dois últimas convergências acima, segue

(un, vn)H → 0. (2.52)

Tomando produto interno de (2.49) com un em H, temos

λn(vn, un)H +

(
A

(
un −

∫ ∞
0

g′(s)wn(s)ds

)
, un

)
H

= (f1n, un)H → 0,

pois, |(f1n, un)H | ≤ ‖f1n‖H‖un‖H ≤ C‖un‖V ‖f1n‖H → 0. Logo

λn(vn, un)H +

(
A

1
2

(
un −

∫ ∞
0

g′(s)wn(s)ds

)
, A

1
2un

)
H

→ 0,

então

λn(vn, un)H + (A
1
2un, A

1
2un)H −

(∫ ∞
0

g′(s)A
1
2wn(s)ds, A

1
2un

)
H

→ 0,

então

λn(vn, un)H + (un, un)V −
∫ ∞

0

g′(s)(A
1
2wn(s), A

1
2un)Hds→ 0,
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de onde

λn(vn, un)H + ‖un‖2
V + (wn(s), un)W → 0. (2.53)

Segue de (2.48) e (2.50) que

w′n(s) + λnwn(s) = λnun − fn + hn(s) ∈ W

e pela demonstração do Lema 2.8 temos que

wn(s) =

∫ s

0

e−λn(s−τ)(λnun − fn + hn(τ))dτ

=

∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ +

∫ s

0

e−λn(s−τ)λnundτ

=

∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ +

(∫ s

0

e−λn(s−τ)dτ

)
λnun

=

∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ + (1− e−λns)un. (2.54)

Assim, usando (2.28) do Lema 2.8 temos que

∥∥wn − (1− e−λns)un
∥∥2

W
=

∥∥∥∥∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ

∥∥∥∥2

W

≤ 1

δ
(2Reλn + k − δ)−1‖hn − fn‖2

W

≤ 1

δ
(2σ + k − δ)−1(‖hn‖W + ‖fn‖W )2

≤ 1

δ
(2σ + k − δ)−1(‖hn‖W + C‖fn‖V )2 → 0. (2.55)
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Desde que ∥∥wn − (1− e−λns)un
∥∥
W

≥
∣∣‖wn‖W − ‖(1− e−λns)un‖W ∣∣

=

∣∣∣∣∣‖wn‖W −
(∫ ∞

0

|g′(s)|‖(1− e−λns)un‖2
V ds

) 1
2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣‖wn‖W −
(∫ ∞

0

|g′(s)|
∣∣1− e−λns∣∣2 ds) 1

2

‖un‖V

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣‖wn‖W −
(∫ ∞

0

|g′(s)||1− eσs(cos(ωns)− isen (ωns))|2ds
) 1

2

‖un‖V

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣‖wn‖W −
(∫ ∞

0

|g′(s)|
(
(1− eσs cos(ωns))

2 + (eσssen (ωns))
2
)
ds

) 1
2

‖un‖V

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣‖wn‖W −
(∫ ∞

0

|g′(s)|
(
1 + e2σs − 2eσs cos(ωns)

)
ds

) 1
2

‖un‖V

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣‖wn‖W −
(∫ ∞

0

|g′(s)|(1 + e2σs)ds− 2

∫ ∞
0

|g′(s)|eσs cos(ωns)ds

) 1
2

‖un‖V

∣∣∣∣∣
isto é, ∣∣∣∣∣‖wn‖W −

(
C(σ)− 2

∫ ∞
0

|g′(s)|eσs cos(ωns)ds

) 1
2

‖un‖V

∣∣∣∣∣
≤
∥∥wn − (1− e−λns)un

∥∥
W
, (2.56)

então por (2.55) temos que

‖wn‖W −
(
C(σ)− 2

∫ ∞
0

|g′(s)|eσs cos(ωns)ds

) 1
2

‖un‖V → 0,

por outro lado, desde que as seqüencias ‖un‖V e ‖wn‖W são limitadas por (2.46), temos que

‖wn‖W +

(
C(σ)− 2

∫ ∞
0

|g′(s)|eσs cos(ωns)ds

) 1
2

‖un‖V

é limitado, logo temos que

‖wn‖2
W −

(
C(σ)− 2

∫ ∞
0

|g′(s)|eσs cos(ωns)ds

)
‖un‖2

V → 0.

Além disso, pelo Lema de Riemann-Lebesgue (ver Teorema 1.23, do Capitulo 1) temos que(
−2

∫ ∞
0

|g′(s)|eσs cos(ωns)ds

)
‖un‖2

V → 0,

52



assim, somando as duas ultimas convergências acima, obtemos que

‖wn‖2
W − C(σ)‖un‖2

V → 0. (2.57)

Substituindo (2.54) em (2.53), temos

λn(vn, un)H + ‖un‖2
V +

(∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ, un

)
W

+ ((1− e−λns)un, un)W → 0,

onde, por (2.55)∣∣∣∣(∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ, un

)
W

∣∣∣∣2 ≤ ∥∥∥∥∫ s

0

e−λn(s−τ)(hn(τ)− fn)dτ

∥∥∥∥2

W

‖un‖2
W

=
∥∥wn − (1− e−λns)un

∥∥2

W
‖un‖2

W

≤ C1‖un‖2
V

∥∥wn − (1− e−λns)un
∥∥2

W
→ 0,

logo

λn(vn, un)H + ‖un‖2
V + ((1− e−λns)un, un)W → 0,

onde também

((1− e−λns)un, un)W =

∫ ∞
0

|g′(s)|
(
(1− e−λns)un, un

)
V
ds

=

(∫ ∞
0

|g′(s)|(1− e−λns)ds
)

(un, un)V

=

(
−
∫ ∞

0

g′(s)ds−
∫ ∞

0

g′(s)e−(−σ+iωn)sds

)
‖un‖2

V

=

(
−(1− g(0))−

∫ ∞
0

g′(s)eσse−iωnsds

)
‖un‖2

V

= −‖un‖2
V + g(0)‖un‖2

V −
(∫ ∞

0

g′(s)eσse−iωnsds

)
‖un‖2

V

logo, pelo lema de Riemann-Lebesgue novamente, temos

λn(vn, un)H + g(0)‖un‖2
V → 0,

tomando seu conjugado temos que

λn(un, vn)H + g(0)‖un‖2
V → 0.

Somando este último com (2.51), resulta

(2Reλn)(un, vn)H + g(0)‖un‖2
V − ‖vn‖2

H → 0,
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mas, por (2.52), segue que

(2Reλn)(un, vn)H = −2σ(un, vn)H → 0,

então conclúımos finalmente que

g(0)‖un‖2
V − ‖vn‖2

H → 0. (2.58)

Multiplicando (2.57) por g(0) e (2.58) por C(σ) logo somando, obtemos

g(0)‖wn‖2
W − C(σ)‖vn‖2

H → 0,

somando isto com (2.57), resulta

(1 + g(0))‖wn‖2
W + C(σ)(−‖un‖2

V − ‖vn‖2
H)→ 0,

isto é, por (2.46), que

(1 + g(0) + C(σ))‖wn‖2
W − C(σ)→ 0,

assim obtemos que

‖wn‖2
W → C(σ)(1 + g(0) + C(σ))−1. (2.59)

Por outro lado, de (2.29) e (2.14), temos

−σ +
k

2
‖wn‖2

W ≤ −σ −Re
∫ ∞

0

g′(s)(w′n(s), wn(s))V ds

= Reλn −Re(AUn, Un)X

= Reλn(Un, Un)X +Re(−AUn, Un)X

= Re(λnUn −AUn, Un)X

≤ |(λnUn −AUn, Un)X |

≤ ‖(λn −A)Un‖X‖Un‖X

= ‖(λn −A)Un‖X . (2.60)

Fazendo n→∞ em (2.60), por (2.47) e (2.59), temos

−σ +
k

2
C(σ)(1 + g(0) + C(σ))−1 ≤ 0, (2.61)
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isto é

σ ≥ k

2
C(σ)(1 + g(0) + C(σ))−1.

Isto contradiz (2.44). Portanto (2.45) é verdadeiro.

Agora, mostraremos que (2.45) é verdade para todo γ ≤ σ. Se γ ≤ σ é claro que γ < k/2

e

{λ ∈ C;Reλ ≥ −γ} ⊂ {λ ∈ C;Reλ ≥ −σ} ⊂ ρ(A),

pois −γ ≥ −σ. Então, é suficiente mostrar que (2.44) vale para todo γ ≤ σ uma vez que

vale para σ. Seja então a função

G(γ) = γ(1 + g(0) + C(γ))− k

2
C(γ), (2.62)

afirmamos que ela é estritamente crescente em (−∞, k
2
). De fato

G′(γ) = 1 + g(0) + C(γ) + γC ′(γ)− k

2
C ′(γ)

= 1 + g(0) +

∫ ∞
0

(1 + e2γs)|g′(s)|ds+

∫ ∞
0

2γse2γs|g′(s)|ds

−k
2

∫ ∞
0

2se2γs|g′(s)|ds

= 1 + g(0) +

∫ ∞
0

|g′(s)|ds+

∫ ∞
0

(1 + 2γs− ks)e2γs|g′(s)|ds

> 1 +

∫ ∞
0

(1 + 2γs)e2γs|g′(s)|ds−
∫ ∞

0

kse2γs|g′(s)|ds

> 1−
∫ ∞

0

(1 + 2γs)e2γsg′(s)ds−
∫ ∞

0

se2γsg′′(s)ds

= 1−
∫ ∞

0

(1 + 2γs)e2γsg′(s)ds−
[(
se2γsg′(s)

∣∣∞
0

−
∫ ∞

0

(1 + 2γs)e2γsg′(s)ds

]
= 1 +

(
s|g′(s)|e2γs

∣∣∞
0

= 1 > 0, (2.63)

onde usamos (g4) e (2.10) do Lema 2.2. Além disso, note que de (g4) temos que

|g′(s)| ≤ |g′(s0)|e−k(s−s0) para s ≥ s0 > 0,

logo segue que

s|g′(s)|e2γs ≤ |g′(s0)|se−k(s−s0)e2γs = |g′(s0)|e−ks0 s

e(k+2γ)s
→ 0.
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Assim, sendo G(γ) estritamente crescente, temos que

γ(1 + g(0) + C(γ))− k

2
C(γ) = G(γ) ≤ G(σ) = σ(1 + g(0) + C(σ))− k

2
C(σ) < 0

isto é,

γ <
k

2
C(γ)(1 + g(0) + C(γ))−1 para todo γ ≤ σ.

Teorema 2.11 Nas condições do Lema 2.10 temos que ω0(A) < −σ.

Demonstração: Sabemos que se o operador (γ − σ)(−σ + iω −A)−1 ∈ L(X) é tal que

‖(γ − σ)(−σ + iω −A)−1‖ < 1

então o operador [
I − (γ − σ)(−σ + iω −A)−1

]−1

existe e é limitado em X. Logo

(−γ + iω −A)−1 = [(−σ + iω −A) + (σ − γ)]−1

=
[(
I + (σ − γ)(−σ + iω −A)−1

)
(−σ + iω −A)

]−1

= (−σ + iω −A)−1
[
I − (γ − σ)(−σ + iω −A)−1

]−1 ∈ L(X) (2.64)

para todo γ ∈ [σ, σ + 1
Mσ

), onde Mσ é dado em (2.45).

Então de (2.64) e da hipótese (2.43) temos que

{λ ∈ C;Reλ ≥ −σ − 1

Mσ

} ⊂ ρ(A),

logo notando que

−σ − 1

Mσ

< −σ − 1

2Mσ

,

temos que

σ0(A) = sup{Reλ;λ ∈ σ(A)} < −σ − 1

2Mσ

(2.65)
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e podemos deduzir também que, para todo γ ∈ [σ, σ+ 1
2Mσ

], as seguintes desigualdades valem:∥∥(−γ + iω −A)−1
∥∥ =

∥∥∥(−σ + iω −A)−1
[
I − (γ − σ)(−σ + iω −A)−1

]−1
∥∥∥

≤
∥∥(−σ + iω −A)−1

∥∥∥∥∥(I − (γ − σ)(−σ + iω −A)−1
)−1
∥∥∥

≤ Mσ

∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

[
(γ − σ)(−σ + iω −A)−1

]j∥∥∥∥∥
≤ Mσ

∞∑
j=0

∥∥(γ − σ)(−σ + iω −A)−1
∥∥j

= Mσ
1

1− ‖(γ − σ)(−σ + iω −A)−1‖

= Mσ
1

1− |γ − σ| ‖(−σ + iω −A)−1‖

≤ Mσ
1

1− |γ − σ|Mσ

≤ 2Mσ, (2.66)

onde usamos o fato que

1− |γ − σ|
∥∥(−σ + iω −A)−1

∥∥ ≥ 1− |σ − γ|Mσ ≥
1

2
,

desde que γ ∈ [σ, σ + 1
2Mσ

] e temos (2.45).

Lembremos agora que

ω0(A) = inf{σ > σ0(A); sup
Reλ=γ

‖(λ−A)−1‖ < +∞, para todo γ ≥ σ}. (2.67)

Resumindo, de (2.65) e (2.66) temos que

−σ − 1

2Mσ

> σ0(A) e ‖(−γ + iω −A)−1‖ ≤ 2Mσ

para todo γ ∈ [σ, σ + 1
2Mσ

], isto é, para todo

−σ − 1

2Mσ

≤ −γ ≤ −σ.

Além disso por (2.45) temos que

‖(−γ + iω −A)−1‖ ≤Mγ

57



para todo −γ ≥ −σ. Portanto, usando (2.67) temos que

ω0(A) ≤ −σ − 1

2Mσ

< −σ,

o qual mostra o resultado.

Corolário 2.12 ω0(A) < 0, isto é, o semigrupo etA é exponencialmente estável.

2.4 O valor exato de ω0(A) para o núcleo de tipo Maxwell

O objetivo nesta seção é mostrar que o semigrupo eAt gerado por A verifica a Propriedade

de Crescimento Definida pelo Espectro para uma classe de núcleos g(s). Especificamente

mostraremos que

ω0(A) = σ0(A) = max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
, (2.68)

onde λ1 é o menor valor espectral do operador A, quando o núcleo g(s) é do tipo Maxwell,

isto é,

g(s) = 1 +Me−ks para algum M,k > 0.

Isto sera feito nas seguintes subseções. Na subseção 2.4.1 estabeleceremos alguns Lemas e

resultados que serão usadas na demonstração de (2.68). Por último, na subseção (2.4.2)

mostraremos as duas igualdades de (2.68).

2.4.1 Preliminares

Consideremos o núcleo de tipo Maxwell

g(s) = 1 +Me−ks, k,M > 0. (2.69)
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Então, a função C(σ) dado no Teorema 2.30, para o núcleo de tipo Maxwell (2.69) está dado

por

C(σ) =

∫ ∞
0

(1 + e2σs)|g′(s)|ds =

∫ ∞
0

(1 + e2σs)kMe−ksds

= kM

[∫ ∞
0

e−ksds+

∫ ∞
0

e−(k−2σ)sds

]

= kM

[(
e−ks

−k

∣∣∣∣∞
0

+

(
e−(k−2σ)s

−(k − 2σ)

∣∣∣∣∞
0

]

= kM

[
1

k
+

1

k − 2σ

]
= kM

[
k − 2σ + k

k(k − 2σ)

]
=

2M(k − σ)

k − 2σ
, para σ <

k

2
. (2.70)

Lema 2.13 Para C(σ) dado em (2.70) com σ < k
2
, temos que (2.44) vale se e somente se

σ <
k

2

M

1 +M
. (2.71)

Demonstração: De fato, quando σ < k
2
, (2.44) é equivalente a

0 > σ − k

2
C(σ)(1 + g(0) + C(σ))−1

= σ − k

2

2M(k − σ)

k − 2σ

(
1 + 1 +M +

2M(k − σ)

k − 2σ

)−1

= σ − kM(k − σ)

k − 2σ

(
(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)

k − 2σ

)−1

= σ − kM(k − σ)

(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)

=
σ[(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)]− kM(k − σ)

(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)

=
σ(2 +M)(k − 2σ) + 2σM(k − 2σ) + 2σ2M − kM(k − 2σ)− kMσ

(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)

=
[2σ + σM + 2σM − kM ](k − 2σ) + (2σ − k)σM

(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)

=
(k − 2σ)[2σ(1 +M)− kM ]

(2 +M)(k − 2σ) + 2M(k − σ)
. (2.72)

É claro que (2.72) vale se e somente se 2σ(1 +M)− kM < 0 isto é σ <
k

2

M

1 +M
.
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Para calcular σ0(A), usaremos (2.37) do Lema 2.9 e resolveremos a equação

γλ2 + g(0) + ĝ′(λ) = 0 (2.73)

em Λk para todo γ ∈ σ(A−1). De fato, para o núcleo particular g(s) = 1 +Me−ks, k,M > 0

temos que

ĝ′(λ) =

∫ ∞
0

g′(s)e−λsds = −
∫ ∞

0

kMe−kse−λsds

= −kM e−(k+λ)s

−(k + λ)

∣∣∣∣∣
∞

0

= −kM
(

1

k + λ

)
= − kM

k + λ
,

onde usamos que |e−(k+λ)s| = e−(Reλ+k)s → 0 quando s → ∞, pois Reλ > −k
2
. Logo, para

este núcleo particular a equação (2.73) chega a ser

γλ2 + 1 +M − kM

k + λ
= 0, γ ∈ σ(A−1), Reλ > −k

2
. (2.74)

A solução de (2.74) depende do valor de γ ∈ σ(A−1). Para resolver isto dividimos nossa

análise em dois casos:

Caso 1 Para γ = 0 ∈ σ(A−1) (pois, (−A−1)−1 = −A não é limitado, logo 0 /∈ ρ(A)),

obtemos

1 +M − kM

k + λ
= 0 de onde

k + λ

kM
=

1

1 +M
,

logo

λ = − k

1 +M
para M > 1, (2.75)

onde M > 1 pois devemos ter Reλ > −k
2
.

Caso 2 Quando 0 6= γ ∈ σ(A−1). Neste caso definimos a nova variável µ = 1/γ. Assim

obtemos de (2.74) a equação cúbica com parâmetro µ, dada por

γλ3 + γkλ2 + λ+ k + λM + kM − kM = 0.

Logo, reescrevemos esta equação na forma

P (λ, µ) = λ3 + kλ2 + µ(1 +M)λ+ µk = 0. (2.76)

Asśım, (2.37) pode ser escrita na forma

σ(A) ∩ Λk = Λk ∩
[{

−k
1 +M

}
∪ {λ;P (λ, µ) = 0, µ ∈ σ(A)}

]
. (2.77)
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Estudaremos a seguir a equação (2.76). Note que esta é uma equação cúbica da forma

aλ3 + bλ2 + cλ+ d = 0.

Usando o método de Cardano estabelecida na seção 1.2, a substituição λ = x− b
3a

= x− k
3

transforma a equação (2.76) na forma

x3 + px+ q = 0, (2.78)

onde

p = p(µ) =
3ac− b2

3a2
=

3µ(1 +M)− k3

3
= (1 +M)µ− k2

3
.

q = q(µ) =
2b3

27a3
− bc

3a2
+
d

a
=

2

27
k3 − 1

3
k(1 +M)µ+ kµ.

Logo, as ráızes de (2.78) são dados por

x1 = u+ v

x2 =

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
u+

(
−1

2
− i
√

3

2

)
v

x3 =

(
−1

2
− i
√

3

2

)
u+

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
v

onde

u =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
e v =

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

Além disso, como a equação (2.78) possui coeficientes reais, quando
q2

4
+
p3

27
< 0 as soluções

de (2.78) podem ser dados também por

x1 = 2r cos
ϕ

3

x2 = −2r cos(
π − ϕ

3
)

x3 = −2r cos(
π + ϕ

3
)

onde cosϕ =
−q
2r3

.

Para obter mais informação da equação cúbica (2.76), derivamos ela respeito de λ. Ve-

remos que em um caso (caso (c) em baixo) uma raiz de (2.76) coincide com uma raiz da
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equação P ′λ(λ, µ), onde a derivada é respeito de λ. De fato, usando a formula de p = p(µ),

temos

P ′λ(λ, µ) = 3λ2 + 2kλ+ µ(1 +M) = 3λ2 + 2kλ+
k2

3
+ p,

cujas ráızes são

λ1 = −k
3

+

√
−p
3

e λ2 = −k
3
−
√
−p
3
.

Denotemos por:

Q(µ) = (p/3)3 + (q/2)2;

B± = B±(µ) =
(
−q

2
±
√
Q(µ)

) 1
3
, para Q(µ) ≥ 0; (2.79)

P ′λ(λ, µ) = 3(λ− ξ+)(λ− ξ−); (2.80)

ξ± = ξ±(µ) = −k
3
±
√
−p/3.

Seja l(µ) (µ > 0) a menor raiz real da equação cúbica (2.76). Deduziremos agora que as

outras duas ráızes estão dadas pela formula:

l±(µ) = −k + l(µ)

2
±

√
−p− 3

4

(
l(µ) +

k

3

)2

. (2.81)

De fato, notemos que (2.76) pode ser reescrito como:

λ3 + kλ2 + µ(1 +M)λ+ µk =

(
λ2 + (k + l(µ))λ− µk

l(µ)

)
(λ− l(µ)),

logo as ráızes do fator quadrático são

l±(µ) = −k + l(µ)

2
± 1

2

√
(k + l(µ))2 +

4µk

l(µ)
.

Além disso, da equação (2.76) e da formula de p = p(µ), temos que

l(µ)3 + kl(µ)2 + µ(1 +M)l(µ) + µk = 0 e µ(1 +M) = p+
k2

3
,

o qual implica que

l(µ)2 + kl(µ) + p+
k2

3
+

µk

l(µ)
= 0.
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Logo

l±(µ) = −k + l(µ)

2
±

√
1

4
(k + l(µ))2 −

(
l(µ)2 + kl(µ) + p+

k2

3

)
= −k + l(µ)

2
±
√

1

4
l(µ)2 +

1

2
kl(µ) +

1

4
k2 − l(µ)2 − kl(µ)− p− k2

3

= −k + l(µ)

2
±
√
−p− 1

12
k2 − 1

2
kl(µ)− 3

4
l(µ)2

= −k + l(µ)

2
±

√
−p− 3

4

(
l(µ)2 +

2

3
kl(µ) +

1

9
k2

)

= −k + l(µ)

2
±

√
−p− 3

4

(
l(µ) +

k

3

)2

,

como queŕıamos mostrar.

Agora sim, vejamos como são as ráızes da equação (2.76). Sabemos que, o número de

ráızes reais da equação (2.76) depende do sinal do discriminante

Q(µ) = (p/3)3 + (q/2)2.

Então, por as soluções da equação cúbica (2.78), a análise das soluções da equação cúbica

(2.76) podem ser divididos nos seguintes três casos:

(a) Q(µ) > 0. Neste caso a equação (2.76) tem uma raiz real

l(µ) = −k
3

+B+ +B−,

e um par de ráızes complexas

l±(µ) = −k
3
− B+ +B−

2
± i
√

3
B+ −B−

2
.

(b) Q(µ) < 0. Neste caso a equação (2.76) tem três ráızes reais distintas. A maior delas é

l+(µ) = −k
3

+ 2

√
−p

3
cos

α

3
, onde cosα =

−q
2
√
−(p/3)3

,

e as outras duas são

l−(µ), l(µ) = −k
3
− 2

√
−p

3
cos

π ± α
3

,

onde −π < α < π.

63



(c) Q(µ) = 0. Neste caso a equação (2.76) tem uma raiz real

−k
3

+ 2
(
−q

2

) 1
3
,

e uma raiz real dupla

−k
3
−
(
−q

2

) 1
3

=

 ξ−(µ), q ≤ 0

ξ+(µ), q ≥ 0,

onde ξ−(µ) e ξ+(µ) estão definidos em (2.80). Note que neste caso, a raiz real dupla

coincide com uma raiz de P ′λ(λ, µ), pois(p
3

)3

+
(q

2

)2

= 0 ⇔
(q

2

) 1
3

= ±
√
−p

3
.

Resumindo os resultados acima, temos

σ+(µ) ≡ Re l+(µ) =



−k
3
− B+ +B−

2
, Q(µ) > 0 ou Q(µ) = 0 com q ≥ 0

−k
3

+ 2
(
−q

2

) 1
3
, Q(µ) = 0 com q < 0

−k
3

+ 2

√
−p

3
cos

α

3
, Q(µ) < 0.

(2.82)

2.4.2 O valor exato de ω0(A)

Agora já temos as ferramentas necessárias para mostrar a seguinte igualdade

ω0(A) = σ0(A) = max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
.

A demonstração deste resultado será dividido em dois teoremas.

Teorema 2.14 Seja o núcleo g(s) = 1 +Me−ks para algum M,k > 0. Então

ω0(A) = σ0(A) (2.83)

Demonstração: Da teoria de semigrupos sabemos que

ω0(A) ≥ σ0(A),

então basta mostrar que também é valida a desigualdade

ω0(A) ≤ σ0(A),
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o qual será conseqüência do Teorema 2.11 da seção anterior.

De fato, observando as ráızes

ξ± = ξ±(µ) = −k
3
±
√
−p/3

do polinômio P ′λ(λ, µ) dado em (2.80), temos que:

Se p = p(µ) > 0 então as ráızes ξ± são complexas, isto é, P ′λ(λ, µ) não possui ráızes reais,

isto é

P ′λ(λ, µ) > 0 para todo λ ∈ R se p(µ) > 0.

Reciprocamente, quando p(µ) < 0, P ′λ(λ, µ) tem duas ráızes reais, logo

P ′λ(λ, µ)


> 0, λ ∈ (−∞, ξ−) ∪ (ξ+,∞)

< 0, λ ∈ (ξ−, ξ+)

se p(µ) ≤ 0,

isto é, P (λ, µ) é crescente nos intervalos (−∞, ξ−) ∪ (ξ+,∞) e decrescente no intervalo

(ξ−, ξ+).

Verificasse também que

P (−k, µ) = −µkM < 0

e

P (− k

1 +M
,µ) =

k3M

(1 +M)3
> 0,

para todo µ ∈ (0,∞). Ou seja, P (λ, µ) tem uma raiz entre −k e − k
1+M

para todo µ ∈ (0,∞).

Além disso, vejamos que, de (2.80)

−k < ξ−(µ) se p(µ) ≤ 0. (2.84)

De fato, se p = p(µ) ≤ 0 temos que

ξ+(µ) +
k

3
=

√
−p

3
≥ 0

então

−k < −k
3
≤ ξ+(µ),

e mais ainda

P ′λ(−k, µ) = 3k2 − 2k2 + (1 +M)µ = k2 + (1 +M)µ > 0 para todo µ ∈ (0,∞),
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isto é, P (λ, µ) é crescente em −k para todo µ ∈ (0,∞), de onde segue (2.84).

Portanto, devemos ter

−k < l(µ) < − k

1 +M
, para todo µ ∈ (0,∞). (2.85)

Finalmente, combinando (2.81) e (2.85) os núcleos de tipo Maxwell verificam as hipóteses

do teorema (2.11), isto nos levará a mostrar que ω0(A) ≤ σ0(A). De fato, note que

σ0(A) = sup{Reλ;λ ∈ σ(A)} ≥ σ+(λ1) ≡ Rel+(λ1)

≥ −k + l(λ1)

2
= −k

2
− l(λ1)

2
> −k

2
+

k

2(1 +M)

= −k
2

(
1− 1

1 +M

)
= −k

2

(
M

1 +M

)
> −k

2
, (2.86)

isto é, para todo −σ > σ0(A), temos que

σ <
k

2

(
M

1 +M

)
<
k

2
.

Logo, do lema 2.13, temos que vale a condição (2.44). Além disso é claro que (2.43)

também se verifica, pois

{λ ∈ C;Reλ ≥ −σ > σ0(A)} ⊂ ρ(A).

Portanto, pelo Teorema (2.11)

ω0(A) < −σ, para todo − σ > σ0(A).

Em particular escolhendo −σ = σ0(A) + 1
n
, temos que

ω0(A) < σ0(A) +
1

n
, para todo n ∈ N.

Logo fazendo n→∞ conclúımos que

ω0(A) ≤ σ0(A).

Com o qual podemos concluir que ω0(A) = σ0(A).

Teorema 2.15 Seja o núcleo g(s) = 1 +Me−ks para algum M,k > 0. Então

ω0(A) = σ0(A) = max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
, (2.87)

onde λ1 é o menor valor espectral do operador A, e σ+(·) está definido em (2.82).
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Demonstração: No Teorema anterior já mostramos a primeira igualdade. Para mostrar

a segunda igualdade, observemos que de (2.77) e (2.86), temos que:

− k

1 +M
∈ σ(A) ∩ Λk ⊂ σ(A) e σ+(λ1) ≡ Rel+(λ1) ≤ σ0(A),

logo podemos concluir que

max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
≤ σ0(A). (2.88)

Portanto, para mostrar (2.87), basta mostrar que:

σ0(A) ≤ max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
.

Para isto, mostraremos primeiro que a função que define a menor raiz real da equação

(2.76), l(µ) (µ > 0) é injetiva. Mais precisamente mostraremos que l(µ) é estritamente

crescente em (0,∞), o qual nos ajudará a mostrar a igualdade acima.

Afirmação.- l(µ) é estritamente crescente em (0,∞).

Prova da Afirmação.- De fato, por (2.85), temos que

(1 +M)l(µ) + k < 0 para todo µ ∈ (0,∞).

Disto conclúımos que l(µ) é uma função injetiva de (0,∞) a l(0,∞) ⊂ (−k,−k/(1 + M)).

De fato, suponhamos que l(µ1) = l(µ2), então substituindo estas ráızes na equação (2.76)

temos que

µ1[(1 +M)l(µ1) + k] = µ2[(1 +M)l(µ2) + k]

de onde segue fácilmente que µ1 = µ2.

Agora vamos mostrar que l(µ) é estritamente crescente em (0,∞). Para isto começaremos

mostrando que a função l(µ) é de classe C1 para todo µ > 0 tal que P ′λ(l(µ), µ) 6= 0, e que

verifica
dl(µ)

dµ
= −(1 +M)l(µ) + k

P ′λ(l(µ), µ)
. (2.89)

De fato, da equação (2.76) temos que

l(µ)3 + kl(µ)2 + µ(1 +M)l(µ) + µk = 0,

derivando obtemos[
3l(µ)2 + 2kl(µ) + µ(1 +M)

]
l′(µ) = −k − (1 +M)l(µ),
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lembrando que p = (1 +M)µ− k2

3
, temos[

3l(µ)2 + 2kl(µ) +
k2

3
+ p

]
l′(µ) = −k − (1 +M)l(µ),

logo

3(l(µ)− ξ−)(l(µ)− ξ+)l′(µ) = −k − (1 +M)l(µ) onde ξ± = −k
3
±
√
−p
3
,

de onde temos que

l′(µ) = −(1 +M)l(µ) + k

P ′λ(l(µ), µ)
.

Assim, a função l(µ) é diferenciável para todo µ > 0 tal que P ′λ(l(µ), µ) 6= 0, logo podemos

concluir que l(µ) é de classe C1, para todo µ > 0 tal que P ′λ(l(µ), µ) 6= 0. Além disso, se

existir um ponto de descontinuidade µ0 de l(µ) ele deve satisfazer

P ′λ(l(µ0), µ0) = 0,

o qual equivale a afirmar que

p(µ0) ≤ 0, Q(µ0) = 0, q(µ0) ≤ 0. (2.90)

Esta equivalência pode ser mostrada da seguinte forma. Como

P ′λ(l(µ0), µ0) = 3(l(µ0)− ξ+)(l(µ0)− ξ−) = 0

então a menor raiz l(µ0) ou é igual a ξ+(µ0) ou é igual aξ−(µ0). Isto acontece, da análise das

soluções da equação cúbica (2.76) caso (c) feita na subseção 2.4.1, quando

Q(µ0) =

(
p(u0)

3

)3

+

(
q(u0)

2

)2

= 0

que por sua vez implica que p(µ0) ≤ 0. Além disso, se for q(µ0) ≥ 0, então pelo caso (c) da

subseção 2.4.1 a raiz ξ+(µ0) seria a maior raiz da equação (2.76), logo não podeŕıamos ter

l(µ0) = ξ+(µ0), então necessariamente temos que l(µ0) = ξ−(µ0) que novamente pelo caso

(c) da subseção 2.4.1 implica que q(µ0) ≤ 0. Adicionalmente, da fórmula de q = q(µ0) temos

que a condição q(µ0) ≤ 0 acontece sempre que M > 2.

Seja agora o conjunto

D0 = {µ ∈ (0,∞); p(µ) ≤ 0, Q(µ) = 0, q(µ) ≤ 0}.
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Como Q(µ) é um polinômio de terceiro grau, temos que a cardinalidade de D0 é menor ou

igual a 3. Note também que

l(µ) /∈ (ξ−(µ), ξ+(µ)), quando p(µ) ≤ 0,

pois, caso contrario l(µ) não seria a menor raiz de P (λ, µ) dada por (2.76), como pode ser

visto no gráfico de P (λ, µ) a seguir

ξ−

ξ+

Figura 1

Assim, da figura 1 e da equação (2.80), temos que P ′λ(l(µ), µ) > 0, sempre que µ /∈ D0,

isto é:
dl(µ)

dµ
> 0, para todo µ ∈ (0,∞) \D0. (2.91)

Logo l(µ) é estritamente crescente em (0,∞) \ D0. Para concluir a prova da afirmação

vejamos o comportamento de l(µ) nos pontos onde l(µ) pode ser descont́ınua, isto é nos

pontos µ0 ∈ D0. Nestes casos, para ver que l(µ) é estritamente crescente em µ0 ∈ D0,

bastará mostrar que

l(µ0−) := lim
µ→µ−0

l(µ) ≤ l(µ0+) := lim
µ→µ+0

l(µ).

De fato, seja µ0 ∈ D0, então da definição de Q(µ) e das condições do conjunto D0 podemos

concluir que

Q′(µ0) =

(
p(µ0)

3

)2

p′(µ0) +

(
q(µ0)

2

)
q′(µ0) ≥ 0

e a igualdade Q′(µ0) = 0 vale se e somente se p(µ0) = q(µ0) = 0, pois

p′(µ0) = 1 +M > 0

q′(µ0) = −1
3
k(1 +M) + k = k

3
(2−M) < 0, se M > 2.

Portanto, se µ < µ0 e µ0 ∈ D0, então

Q(µ) < Q(µ0) = 0.
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Logo, como

Q(µ0) =

(
p(µ0)

3

)3

+

(
q(µ0)

2

)2

= 0

então temos que
∣∣∣ q(µ0)

2

∣∣∣ =

√(
−p(µ0)

3

)3

logo, como q(µ0) ≤ 0, temos

−q(µ0)

2

√(
−p(µ0)

3

)3
= 1 e

(
−q(µ0)

2

) 1
3

=

√
−p(µ0)

3
.

Além disso, do caso (c) da subseção 2.4.1, como q(µ0) ≤ 0, temos que

l(µ0) = −k
3
−
(
−q(µ0)

2

) 1
3

e do caso (b) da subseção 2.4.1, para µ < µ0 temos que

α(µ) = arccos

 −q(µ)

2

√(
−p(µ)

3

)3


que é uma função continua, logo tomando limite µ→ µ−0 , temos que

α(µ0) = arccos

 −q(µ0)

2

√(
−p(µ0)

3

)3

 = arccos(1) = 0.

Assim, quando Q(µ) < Q(µ0) = 0 (µ < µ0), dos casos (b) e (c) da subseção 2.4.1, temos

que

lim
µ→µ−0

l(µ) = lim
µ→µ−0

(
−k

3
− 2

√
−p(µ)

3
cos

π ± α(µ)

3

)

= −k
3
− 2

√
−p(µ0)

3
cos

π ± α(µ0)

3

= −k
3
− 2

√
−p(µ)

3

(
1

2

)
= −k

3
−
(
−q(µ0)

2

) 1
3

= l(µ0).

Por outro lado, para o caso µ0 < µ, teremos 0 = Q(µ0) < Q(µ), logo do caso (a) da subseção

2.4.1

lim
µ→µ+0

l(µ) = lim
µ→µ+0

(
−k

3
+B+ +B−

)
= −k

3
+ 2

(
−q(µ0)

2

) 1
3

.
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Conclúımos então que

l(µ0−) = l(µ0) = −k
3
−
(
−q(µ0)

2

) 1
3

≤ −k
3

+ 2

(
−q(µ0)

2

) 1
3

= l(µ0+), (2.92)

pois q(µ0) ≤ 0.

Conseqüentemente por (2.91) e (2.92) temos que

l(µ) é estritamente crescente em (0,∞).

O que prova nossa Afirmação.

Finalmente, com a ajuda da afirmação anterior, mostraremos a desigualdade desejada,

isto é

σ0(A) ≤ max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
. (2.93)

Para isto mostraremos que em todos os casos posśıveis de sinal do discriminante Q(µ), a

parte real das ráızes l±(µ), l(µ) são limitadas por − k
1+M

ou por σ+(λ1) para todo µ ≥ λ1.

Note que por (2.85) já temos que

−k < l(µ) < − k

1 +M
, para todo µ ∈ (0,∞).

Para as ráızes l±(µ), isto será feito nos seguintes casos:

(i) Q(µ) > 0, µ ≥ λ1. Então, pelo caso (a) da subseção (2.4.1) e usando a afirmação

anterior temos que

Re l+(µ) = Re l−(µ) = −k
3
− B+ +B−

2

= −k
3
− l(µ) + k/3

2
= −k

3

(
1 +

1

2

)
− l(µ)

2

= − l(µ) + k

2
≤ − l(λ1) + k

2

= Re l+(λ1) = σ+(λ1).

Isto é,

Re l−(µ), Re l+(µ) ≤ σ+(λ1), para todo µ ≥ λ1. (2.94)

(ii) Q(µ) < 0, µ ≥ λ1. Este caso é mais delicado. Começemos definindo o conjunto

D = {µ ∈ (λ1,∞); Q(µ) < 0}. (2.95)
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Primeiro note que D é um conjunto aberto, pois Q(µ) é um polinômio (logo cont́ınuo)

e (λ1,∞) é aberto. Logo, temos que mostrar (2.93) para todo µ ∈ D. Vejamos,

para cada µ ∈ D, a equação (2.76) tem três ráızes reais distintas. A maior delas,

l+(µ), deve estar no intervalo (ξ+(µ), 0), pois, tendo (2.76) três ráızes reais distintas,

necessariamente ξ+(µ) < l+(µ) como podemos ver no gráfico de P (λ, µ) dado por

ξ−

ξ+

l+(µ)

Figura 2

Por outro lado,

Q(µ) =

(
p(µ)

3

)3

+

(
q(µ)

2

)2

< 0

implica p(µ) < 0, logo de

p(µ) = (1 +M)µ− k2

3
,

temos que p(µ) + k2

3
= (1 + M)µ > 0, logo k2

3
> −p(µ) > 0, então

(
k
3

)2
> −p(µ)

3
> 0,

assim k
3
>
√
−p(µ)

3
> 0, de onde conclúımos que

ξ+(µ) = −k
3

+

√
−p(µ)

3
< 0.

Notemos também que na equação (2.76) temos que P (0, µ) = µk > 0, de onde con-

clúımos que

ξ+(µ) < l+(µ) < 0.

Logo temos que P ′λ(l+(µ), µ) > 0 para todo µ ∈ D e também que

dl+(µ)

dµ
= − l+(µ)(1 +M) + k

P ′λ(l+(µ), µ)


> 0, l+(µ) < − k

1 +M

< 0, l+(µ) > − k

1 +M

(2.96)

para todo µ ∈ D. Desta análise vejamos que, l+(µ) é estritamente monótona em cada

subconjunto conexo de D. De fato, l+(µ) é continua em D, em particular é continua
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numa componente conexa Di de D, se existirem µ1, µ2 ∈ Di tal que

l(µ1) < − k

1 +M
< l(µ2),

pelo Teorema do Valor Intermediário existiria um µ0 ∈ Di tal que l(µ0) = − k
1+M

, o

qual é uma contradição, pois P (− k
1+M

, µ) > 0 para todo µ > 0 como t́ınhamos visto

no Teorema anterior.

Identifiquemos agora a fronteira do conjunto D, ∂D. Se µ ∈ D então existe (µ− ε, µ+

ε) ⊂ D, logo u /∈ ∂D. Se

µ ∈ {µ ∈ (λ1,∞); Q(µ) > 0}

então existe

(µ− ε, µ+ ε) ⊂ {µ ∈ (λ1,∞); Q(µ) > 0}

então também u /∈ ∂D. Dáı, todo ponto da fronteira de D está no conjunto {λ1}∪{µ ≥
λ1; Q(µ) = 0}, isto é ∂D = {λ1} ∪ {µ ≥ λ1; Q(µ) = 0} este conjunto tem no máximo

quatro pontos pois Q(µ) é um polinômio de tercer grau, segue disto que D tem no

máximo dois componentes conexas como pode ser visto no seguinte gráfico.

µ

Q(µ)

componentes conexas

λ1

Figura 3

Nas componentes conexas onde l+(µ) é estritamente crescente o problema esta resol-

vido, pois neste caso temos

l−(µ) < l+(µ) < − k

1 +M
para todo µ ∈ Di.
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Seja então D1 = (µ1, β) uma componente de D onde l+(µ) é estritamente decrescente,

isto é, l+(µ) > − k
1+M

. Denotemos por

l0 = lim
µ→µ+1

l+(µ),

então

0 = P (l+(µ), µ)→ P (l0, µ1), quando µ→ µ+
1 , (2.97)

e

ξ+(µ1) ≤ l0 < 0, l0 > −
k

1 +M
, Q(µ1) ≤ 0, (2.98)

onde (2.98) segue fazendo µ1 → µ+
1 nas desigualdades ξ+(µ) < l+(µ) < 0, l+(µ) >

− k
1+M

, e Q(µ) < 0.

Note que de (2.98) temos que Q(µ1) ≤ 0, então estudaremos dois subcasos: Q(µ1) < 0

e Q(µ1) = 0.

(iia) Q(µ1) < 0. Então µ1 é um ponto fronteira que não satisfaz

Q(µ1) = 0,

logo necessariamente µ1 = λ1. Pelo caso (c) da subseção 2.4.1, l0 > ξ+(µ) pois

a igualdade pode acontecer so se Q(µ1) = 0. Além disso, tendo Q(µ) < 0, temos

que

l+(µ) < l0 = lim
µ→µ+1

l+(µ)

= lim
µ→µ+1

(
−k

3
+ 2

√
−p(µ)

3
cos

α(µ)

3

)

= −k
3

+ 2

√
−p(µ1)

3
cos

α(µ1)

3

= l+(µ1) = l+(λ1) = σ+(λ1), para todo µ ∈ D1.

Isto é,

l+(µ) < l0 = l+(µ1) = l+(λ1) = σ+(λ1), para todo µ ∈ D1. (2.99)
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(iib) Q(µ1) = 0. Então a equação (2.76) tem uma raiz dupla quando µ = µ1. Se l0

é uma raiz dupla então de ξ+(µ) < l+(µ) < 0 temos que l0 = −k
3
−
(
− q(µ1)

2

) 1
3

=

ξ+(µ1) implicando pelo caso (c) da subseção (2.4.1) que q(µ1) ≥ 0, então a menor

ráız é l(µ1) = −k
3

+ 2
(
− q(µ1)

2

) 1
3
. Segue dáı que

l0 = ξ+(µ1) = l+(µ1) = l−(µ1) = −k
3
−
(
−q(µ1)

2

) 1
3

= −k + l(µ1)

2
≤ −k + l(λ1)

2
= Re l+(λ1) = σ+(λ1).

Isto é, no caso quando l0 é uma raiz dupla temos também a desigualdade desejada,

isto é

l+(µ) < l0 = ξ+(µ1) = l+(µ1) = l−(µ1) ≤ σ+(λ1), para todo µ ∈ D1. (2.100)

Para finalizar suponha que l0 não é uma raiz dupla. Neste caso pelo caso (c) da

subseção (2.4.1) temos que

l0 = −k
3

+ 2

(
−q(µ1)

2

) 1
3

= −k
3

+ 2

√
−p(µ1)

3
. (2.101)

A segunda igualdade em (2.101) segue do fato de que Q(µ1) = 0 e q(µ1) ≤ 0 como

pode-se ver na demonstração da Afirmação acima.

Afirmamos que Q(µ) < 0 quando µ→ µ−1 . De fato, caso contrario quando µ→ µ−1

teŕıamos que

− k

1 +M
> l(µ) = −k

3
+B+(µ) +B−(µ)→ −k

3
+ 2

(
−q(µ1)

2

) 1
3

= l0 > −
k

1 +M
. (2.102)

Contradição. Assim existe outra componente de D, D2 = (µ2, µ1). Tendo Q(µ) <

0 em D2, novamente pelo caso (b) da subseção (2.4.1), temos que

lim
µ→µ−1

l+(µ) = lim
µ→µ−1

(
−k

3
+ 2

√
−p(µ)

3
cos

α(µ)

3

)

= −k
3

+ 2

√
−p(µ1)

3
cos

α(µ1)

3

= −k
3

+ 2

√
−p(µ1)

3
(2.103)

= l0 > −
k

1 +M
, (2.104)
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onde Q(µ1) = 0 e q(µ1) ≤ 0 implicam α(µ1) = 0 como na demonstração da

afirmação acima. Daqui l+(µ) > − k
1+M

em D2, isto é, l+(µ) é também estri-

tamente decrescente em D2. Isto segue também do Teorema do Valor Interme-

diario como foi visto acima. Agora para ver que neste caso também temos que

l+(µ) < l0 ≤ σ+(λ1), para todo µ ∈ D1. Basta seguir os argumentos desenvol-

vidos para D1, fazendo agora µ1 := µ2, isto é, denotamos l′0 = limµ→µ+2
l+(µ). A

discussão é igual exceto no caso quando l′0 não é a raiz dupla em (iib) o qual não

acontece de novo, pois D so tem dois componentes conexas. Conclúımos dáı que

l+(µ) < l0 < l′0 ≤ σ+(λ1) para todo µ ∈ D1. (2.105)

l′0

µ2

l0

µ1

l+(µ)

µ β

− K
1+M

Figura 4

Portanto, en todos os casos temos que

l+(µ) ≤ max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
para todo µ ∈ D. (2.106)

(iii) Q(µ) = 0. Então o conjunto D̂ = {µ ≥ λ1;Q(µ) = 0} tem no máximo três pontos.

Pelas formulas de Cardano e a continuidade de p(µ) e q(µ) temos que (2.106) também

vale para µ ∈ D̂

Finalmente da discussão em (i)-(iii) temos que

Re l±(µ), Re l(µ) ≤ max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
para todo µ ≥ λ1.

Dáı segue que

σ0(A) ≤ max

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
.

Portanto, desta desigualdade e de (2.88) conclúımos que

σ0(A) =

{
− k

1 +M
,σ+(λ1)

}
.
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Caṕıtulo 3

Aplicações

Um exemplo t́ıpico para os operadores A dados em (2.1) é

A = −∆, H = L2(0, L), V = H1
0 (0, L)

e

D(A) = H2(0, L) ∩H1
0 (0, L).

Os autovalores do Laplaciano para o problema de Dirichlet no caso unidimensional −u′′ = λu em [0, L]

u(0) = u(L) = 0,

são

λn =
n2π2

L2
, n ∈ N,

e as autofunções correspondentes são

un(x) = sen
(nπx
L

)
.

Assim, o menor valor espectral do operador A = − d2

dx2
é λ1 =

π2

L2
. No decorrer deste

caṕıtulo consideramos o operador

Aα =

(
− d2

dx2

)α
, α > 0,

o qual é um operador auto- adjunto e positivo definido. Logo os autovalores deste operador

para o problema de Dirichlet são da forma

λαn =

(
n2π2

L2

)α
, n ∈ N.
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Então o menor valor espectral do operador Aα =
(
− d2

dx2

)α
será

λα1 =

(
π2

L2

)α
.

Por simplicidade vamos supor que L = 1, logo o menor valor espectral do operador Aα será

dado por

λα1 = π2α. (3.1)

Para este operador Aα =
(
− d2

dx2

)α
no lugar do operador A no problema (2.1), vamos

usar o Teorema 2.15 para calcular ω0(A). Isto é, estamos interesados em determinar o valor

de

ω0(A) = max

{
− k

1 +M
,σ+(λα1 )

}
, (3.2)

para núcleos de tipo Maxwell g(s) = 1 + Me−ks, k,M > 0. Onde λα1 é dado por (3.1), e

σ+(·) está definido em (2.82).

Assim, de (2.82), temos que o valor de

σ+(λα1 ) = σ+(π2α) = Re l+(π2α)

depende do sinal Q(π2α), como pode ser visto em (2.82). Portanto devemos começar estu-

dando a função Q(µ). De fato, observe que

Q(µ) =
1

27
p(µ)3 +

1

4
q(µ)2

=
1

27

[
(1 +M)µ− k2

3

]3

+
1

4

[
2

27
k3 − 1

3
k(1 +M)µ+ kµ

]2

=
1

27

[
(1 +M)3µ3 − 3(1 +M)2µ2k

2

3
+ 3(1 +M)µ

k4

9
− 1

27
k6

]
+

1

4

[
4

272
k6 +

1

9
k2(1 +M)2µ2 + k2µ2 − 4

81
k4(1 +M)µ+

4

27
k4µ− 2

3
k2(1 +M)µ2

]
=

1

27
(1 +M)3µ3 − 1

27
(1 +M)2µ2k2 +

1

81
(1 +M)k4µ− 1

272
k6

+
1

272
k6 +

1

36
k2(1 +M)2µ2 +

1

4
k2µ2 − 1

81
k4(1 +M)µ+

1

27
k4µ− 1

6
k2(1 +M)µ2

=
1

27
(1 +M)3µ3 − 1

108
k2µ2(1 +M)2 +

1

4
k2µ2 +

1

27
k4µ− 1

6
k2µ2(1 +M).

Por simplicidade vamos supor

k = 1 +M = π,
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isto é, vamos considerar o núcleo de tipo de Maxwell da forma

g(s) = 1 + (π − 1)e−πs.

Nesta condições temos que

Q(µ) =
1

27
π3µ3 − 1

108
π4µ2 +

1

4
π2µ2 +

1

27
π4µ− 1

6
π3µ2. (3.3)

Vamos considerar em (3.2) os casos onde α = 1/2, 3/4, 1, 3/2, 2. Para isso, devemos

calcular primeiro Q(µ) e conseqüentemente σ+(µ) em µ = λα1 = π2α.

3.1 Caso

(
− d2

dx2

)1/2

.

Para este caso temos que

Aα = A1/2 =

(
− d2

dx2

)1/2

=
d

dx
,

então a equação (2.1) terá a forma

utt + g(0)ux +

∫ ∞
0

g′(s)ux(t− s)ds = 0. (3.4)

O espaço X onde está definida a equação de evolução

dU

dt
= AU

U(0) = U0.

associado à equação (3.4) está dada por X = V ×H ×W , onde

V = D(Aα/2) = D(A1/4) = H1/2(0, L), H = L2(0, 1) e W = L2
g′(0,∞;V ).

Além disso,

AU =


v

ux −
∫ ∞

0

g′(s)wx(s)ds

v − w′(s)


com

D(A) =

{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ H1
0 (0, L)

}
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Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações como visto na seção 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo U0 ∈ D(A) existe uma única solução

u(t) = eAtU0 ∈ C1([0,∞), X) ∩ C([0,∞),D(A))

onde eAt é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo ω0(A) gerado por A a partir da

fórmula (3.2). De fato para α = 1/2 temos que o menor valor espectral de Aα = A1/2 é

λα1 = λ
1/2
1 = π.

Então em (3.3) temos que

Q(λ
1/2
1 ) = Q(π) =

1

27
π6 − 1

108
π6 +

1

4
π4 +

1

27
π5 − 1

6
π5 ≈ 11.388 > 0

Então por (2.82) temos que

σ+(λ
1/2
1 ) = σ+(π) = Re l+(π) = −k

3
− B+(π) +B−(π)

2

= −π
3
− 1

2

3

√
−q(π)

2
+
√
Q(π)− 1

2

3

√
−q(π)

2
−
√
Q(π)

Além disso,

−1

2
q(µ) = −1

2

[
2

27
k3 − 1

3
k(1 +M)µ+ kµ

]
= −1

2

[
2

27
π3 − 1

3
π2µ+ πµ

]
= − 1

27
π3 +

1

6
π2µ− 1

2
πµ (3.5)

de onde

−1

2
q(π) = − 1

27
π3 +

1

6
π3 − 1

2
π2 ≈ −0.915.

Então podemos verificar que

σ+(λ
1/2
1 ) = σ+(π) ≈ −0.909

Portanto

ω0(A) = max{−1, σ+(λ
1/2
1 )} = max{−1, σ+(π)} = σ+(π).

Observação 3.1 Podemos observar neste caso (α < 1), o valor de ω0(A) = σ+(π) depende

do espectro do operador elástico

(
− d2

dx2

)1/2

.
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3.2 Caso

(
− d2

dx2

)3/4

.

Para este caso temos que

Aα = A3/4 =

(
− d2

dx2

)3/4

= ∂3/2
x ,

então a equação (2.1) terá a forma

utt + g(0)∂3/2
x u+

∫ ∞
0

g′(s)∂3/2
x u(t− s)ds = 0. (3.6)

O espaço X onde está definida a equação de evolução

dU

dt
= AU

U(0) = U0.

associado à equação (3.6) está dada por X = V ×H ×W , onde

V = D(Aα/2) = D(A3/8) = H3/4(0, L), H = L2(0, 1) e W = L2
g′(0,∞;V ).

Além disso,

AU =


v

∂
3/2
x u−

∫ ∞
0

g′(s)∂3/2
x w(s)ds

v − w′(s)


com

D(A) =

{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ H3/4(0, L)

}
.

Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações como visto na seção 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo U0 ∈ D(A) existe uma única solução

u(t) = eAtU0 ∈ C1([0,∞), X) ∩ C([0,∞),D(A))

onde eAt é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo ω0(A) gerado por A a partir da

fórmula (3.2). De fato para α = 3/4 temos que o menor valor espectral de Aα = A3/4 é

λα1 = λ
3/4
1 = π3/2.
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Então em (3.3) temos que

Q(λ
3/4
1 ) = Q(π3/2) =

1

27
π15/2 − 1

108
π7 +

1

4
π5 +

1

27
π11/2 − 1

6
π6 ≈ 106.668 > 0

Então por (2.82) temos que

σ+(λ
3/4
1 ) = σ+(π3/2) = Re l+(π3/2) = −k

3
− B+(π3/2) +B−(π3/2)

2

= −π
3
− 1

2

3

√
−q(π

3/2)

2
+
√
Q(π3/2)− 1

2

3

√
−q(π

3/2)

2
−
√
Q(π3/2) ≈ −0.995

Portanto

ω0(A) = max{−1, σ+(λ
3/4
1 )} = max{−1, σ+(π3/2)} = σ+(π3/2).

Observação 3.2 Novamente neste caso (α < 1) podemos observar que o valor de ω0(A) =

σ+(π) depende do espectro do operador elástico

(
− d2

dx2

)3/4

.

3.3 Caso − d2

dx2
.

Para este caso temos que

Aα = A = − d2

dx2
,

então a equação (2.1) terá a forma

utt − g(0)uxx −
∫ ∞

0

g′(s)uxx(t− s)ds = 0. (3.7)

O espaço X onde está definida a equação de evolução

dU

dt
= AU

U(0) = U0.

associado à equação (3.7) está dada por X = V ×H ×W , onde

V = D(Aα/2) = D(A1/2) = H1
0 (0, L), H = L2(0, 1) e W = L2

g′(0,∞;V ).

Além disso,

AU =


v

−uxx +

∫ ∞
0

g′(s)wxx(s)ds

v − w′(s)
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com

D(A) =

{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ H2 ∩H1
0 (0, L)

}
Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações como visto na seção 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo U0 ∈ D(A) existe uma única solução

u(t) = eAtU0 ∈ C1([0,∞), X) ∩ C([0,∞),D(A))

onde eAt é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo ω0(A) gerado por A a partir da

fórmula (3.2). De fato para α = 1 temos que o menor valor espectral de Aα = A é

λα1 = λ1 = π2.

Então em (3.3) temos que

Q(λ1) = Q(π2) =
1

27
π9 − 1

108
π8 +

1

4
π6 +

1

27
π6 − 1

6
π7 ≈ 788.756 > 0

Então por (2.82) temos que

σ+(λ1) = σ+(π2) = Re l+(π2) = −k
3
− B+(π2) +B−(π2)

2

= −π
3
− 1

2

3

√
−q(π

2)

2
+
√
Q(π2)− 1

2

3

√
−q(π

2)

2
−
√
Q(π2) ≈ −1.032

Portanto

ω0(A) = max{−1, σ+(λ1)} = max{−1, σ+(π2)} = −1.

Observação 3.3 Neste caso (α = 1) podemos observar que o valor de ω0(A) = −1 depende

dos coeficientes do Núcleo de Maxwell g(s) = 1 + (π − 1)e−πs.

3.4 Caso

(
− d2

dx2

)3/2

.

Para este caso temos que

Aα = A3/2 =

(
− d2

dx2

)3/2

= − d3

dx3
,
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então a equação (2.1) terá a forma

utt − g(0)uxxx −
∫ ∞

0

g′(s)uxxx(t− s)ds = 0. (3.8)

O espaço X onde está definida a equação de evolução

dU

dt
= AU

U(0) = U0.

associado à equação (3.8) está dada por X = V ×H ×W , onde

V = D(Aα/2) = D(A3/4) = H3/2(0, L), H = L2(0, 1) e W = L2
g′(0,∞;V ).

Além disso,

AU =


v

−uxxx +

∫ ∞
0

g′(s)wxxx(s)ds

v − w′(s)


com

D(A) =

{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ H3 ∩H1
0 (0, L)

}
Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações como visto na seção 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo U0 ∈ D(A) existe uma única solução

u(t) = eAtU0 ∈ C1([0,∞), X) ∩ C([0,∞),D(A))

onde eAt é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo ω0(A) gerado por A a partir da

fórmula (3.2). De fato para α = 3/2 temos que o menor valor espectral de Aα = A3/2 é

λα1 = λ
3/2
1 = π3.

Então em (3.3) temos que

Q(λ
3/2
1 ) = Q(π3) =

1

27
π12 − 1

108
π10 +

1

4
π8 +

1

27
π7 − 1

6
π9 ≈ 30880.892 > 0

Então por (2.82) temos que

σ+(λ
3/2
1 ) = σ+(π3) = Re l+(π3) = −k

3
− B+(π3) +B−(π3)

2

= −π
3
− 1

2

3

√
−q(π

3)

2
+
√
Q(π3)− 1

2

3

√
−q(π

3)

2
−
√
Q(π3) ≈ −1.059
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Portanto

ω0(A) = max{−1, σ+(λ
3/2
1 )} = max{−1, σ+(π3)} = −1.

Observação 3.4 Novamente neste caso (α = 3/2) podemos observar que o valor de ω0(A) =

−1 depende dos coeficientes do Núcleo de Maxwell g(s) = 1 + (π − 1)e−πs.

3.5 Caso

(
− d2

dx2

)2

.

Para este caso temos que

Aα = A2 =

(
− d2

dx2

)2

=
d4

dx4
,

então a equação (2.1) terá a forma

utt + g(0)uxxxx +

∫ ∞
0

g′(s)uxxxx(t− s)ds = 0. (3.9)

O espaço X onde está definida a equação de evolução

dU

dt
= AU

U(0) = U0.

associado à equação (3.9) está dada por X = V ×H ×W , onde

V = D(Aα/2) = D(A) = H2
0 (0, L), H = L2(0, 1) e W = L2

g′(0,∞;V ).

Além disso,

AU =


v

uxxxx −
∫ ∞

0

g′(s)wxxxx(s)ds

v − w′(s)


com

D(A) =

{
U = (u, v, w) ∈ X; v ∈ V, w′ ∈ W, w(0) = 0, u−

∫ ∞
0

g′(s)w(s)ds ∈ H4 ∩H2
0 (0, L)

}
Como A é gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações como visto na seção 2.2,

pela teoria de semigrupos sabemos que para todo U0 ∈ D(A) existe uma única solução

u(t) = eAtU0 ∈ C1([0,∞), X) ∩ C([0,∞),D(A))
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onde eAt é o semigrupo gerado por A.

Nosso objetivo agora é calcular o tipo de semigrupo ω0(A) gerado por A a partir da

fórmula (3.2). De fato para α = 2 temos que o menor valor espectral de Aα = A2 é

λα1 = λ2
1 = π4.

Então em (3.3) temos que

Q(λ2
1) = Q(π4) =

1

27
π15 − 1

108
π12 +

1

4
π10 +

1

27
π8 − 1

6
π11 ≈ 1027584.201 > 0

Então por (2.82) temos que

σ+(λ2
1) = σ+(π4) = Re l+(π4) = −k

3
− B+(π4) +B−(π4)

2

= −π
3
− 1

2

3

√
−q(π

4)

2
+
√
Q(π4)− 1

2

3

√
−q(π

4)

2
−
√
Q(π4) ≈ −1.067

Portanto

ω0(A) = max{−1, σ+(λ2
1)} = max{−1, σ+(π4)} = −1.

Observação 3.5 Novamente neste caso (α = 2) podemos observar que o valor de ω0(A) =

−1 depende dos coeficientes do Núcleo de Maxwell g(s) = 1 + (π − 1)e−πs.

3.6 Comentários Finais

Finalizamos esta Caṕıtulo com comentários relacionados às Aplicações e comentários sobre

a aplicação do método para outros tipos de núcleos.

1. Podemos observar nos casos acima que para α ≥ 1, o tipo de semigrupo ω0(A) é sempre

ω0(A) = −1,

e não depende do espectro do operador Aα. Enquanto que para os casos

0 < α < 3/4 = 12/16

o tipo de semigrupo ω0(A) depende do espectro de Aα e não dos parâmetros do núcleo,

isto é

ω0(A) = σ+(λα1 ).
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Além disso, considerando o caso α = 13/16 se verifica que

σ+(λ
13/16
1 ) = σ+(π13/8) ≈ −1.007

Portanto

ω0(A) = max{−1, σ+(λ
13/16
1 )} = max{−1, σ+(π13/8)} = −1.

Assim, podemos concluir que o tipo do semigrupo ω0(A), para o núcleo de memória

da forma g(s) = 1 + (π − 1)e−πs, está dado por

ω0(A) =


σ+(λα1 ) para 0 < α ≤ 12/16

−1 para α ≥ 13/16.

Portanto, podemos concluir que o valor de α onde acontece a mudança do valor de

ω0(A) está localizado no intervalo [3/4, 13/16].

2. Vejamos agora a aplicabilidade do método para outros tipos de núcleo.

Neste trabalho temos mostrado que a propriedade de crescimento determinada pelo

espectro (PCDE) vale para o sistema viscoélastico (2.1) no caso particular em que o

núcleo é do tipo Maxwell, isto é,

g(s) = 1 +Me−ks, (k,M > 0).

Em outros casos a propriedade do (PCDE) é uma questão em aberto, já que o método

estabelecido não se aplica diretamente. Para ver isto consideremos um núcleo da forma

g1(s) = 1 +M1e
−k1s +M2e

−k2s, com k1, k2 ≥ k > 0 e M1,M2 > 0, (3.10)

isto é um núcleo com uma pequena modificação em relação aos núcleos do tipo Maxwell.

Note que g1(s) verifica as hipóteses (g1) − (g4) fácilmente. Assim como na subseção

2.4.1, para σ < k
2

temos que

C(σ) =

∫ ∞
0

(1 + e2σs)|g′(s)|ds

=

∫ ∞
0

(1 + e2σs)(k1M1e
−k1s + k2M2e

−k2s)ds

=

∫ ∞
0

(1 + e2σs)k1M1e
−k1sds+

∫ ∞
0

(1 + e2σs)k2M2e
−k2s)ds

=
2M1(k1 − σ)

k1 − 2σ
+

2M2(k2 − σ)

k2 − 2σ
.
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Supondo que podemos mostrar um lema análogo ao Lema 2.13, agora para encontrar

σ0(A) usaŕıamos (2.37) e resolveŕıamos a equação

γλ2 + g(0) + ĝ′(λ) = 0 (3.11)

em Λk para todo γ ∈ σ(A−1), onde agora o núcleo g seria da forma (3.10). Então

teŕıamos

ĝ′(λ) =

∫ ∞
0

g′(s)e−λsds

= −
∫ ∞

0

k1M1e
−k1se−λsds−

∫ ∞
0

k2M2e
−k2se−λsds

= −k1M1

∫ ∞
0

e−(k1+λ)sds− k2M2

∫ ∞
0

e−(k2+λ)sds

= − k1M1

k1 + λ
− k2M2

k2 + λ

Note que Reλ > −k
2
> −k ≥ −k1,−k2. O resultado segue como na subseção (2.4.1).

Logo em (3.11) teŕıamos que

γλ2 + 1 +M1 +M2 −
k1M1

k1 + λ
− k2M2

k2 + λ
= 0, γ ∈ σ(A−1), Reλ > −k

2
.

No caso 1, quando γ = 0 ∈ σ(A−1), obtemos a seguinte equação quadrática

(1 +M1 +M2)(λ+ k1)(λ+ k2)− (λ+ k2)k1M1 − (λ+ k1)k2M2 = 0

Emquanto que no caso 2, quando 0 6= γ ∈ σ(A−1), definindo a nova variável µ =
1

γ
,

temos uma equação de quarto grau com parâmetro µ da forma

λ2(λ+k1)(λ+k2)+µ(1+M1+M2)(λ+k1)(λ+k2)−µ(λ+k1)k1M1−µ(λ+k1)k2M2 = 0.

Logo, para a aplicação do método, teriamos que fazer uma análise das equações de

quarto grau, que não possuem um método estabelecido como para o caso de equações

de terceiro grau (Método de Cardano).
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