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Referências Bibliográficas: f. 60-61.
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We present the inequality for Calderón commutators generalized and fractional Leibniz
rule. The crucial point in these proofs is the use of Littlewood-Paley theory.
keywords: Calderón inequality, comutator, Leibniz rule, Litllewood-Paley theory.

vi



Conteúdo
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Introdução

A Análise Harmônica é um ramo da Matemática que investiga as noções de série
de Fourier, transformada de Fourier e suas generalidades. As técnicas reais em Análise
Harmônica desenvolvidas na segunda metade do século XX por Calderón-Zygmund, Stein,
Coifman, Meyer entre outros, têm profundas conexões e aplicações em diversas áreas da
Matemática moderna, como geometria, teoria dos números, equações diferenciais parciais
ou teoria ergódica.

Aqui estudaremos dois resultados de grande relevância na Análise Harmônica, a
desigualdade de Calderón para comutadores e a regra de Leibniz fracional. O comutador
de dois operadores A,B é definido por [A,B] = AB−BA. Trataremos em particular dos
comutadores da forma [T,Ma] onde T é um operador agindo num espaço de funções e Ma

é o operador de multiplicação pontual por a, tratado em [1] por R. Coifman, Rochberg
e Weiss para estender a teoria clássica dos espaços de Hardy Hp a dimensões mais altas.
Esse tipo de comutador surge naturalmente na seguinte situação: Considere uma função
a real com derivada limitada e Γ(x) = x+ ia(x) uma curva Lipschitz no plano complexo.
Definimos então a integral de Cauchy de uma função f ao longo de Γ por

CΓf(z) =
1

2�i

∫
ℝ

f(t)Γ′(t)

Γ(t)− z
dt.

CΓf define uma função anaĺıtica em Ω+ = {z = x+ iy ∈ ℂ; y > a(x)}. Na fronteira Γ de
Ω+ seu valor é dado por

lim
�→0

CΓf(Γ(x) + i�),

que pode ser expressado também por

1

2

[
f(x) +

i

�
lim
�→0

∫
∣x−y∣>�

f(y)(1 + ia′(y))

x− y + i(a(x)− a(y))
dy
]
.

Isso nos motiva a considerar o operador

Tf(x) = lim
�→0

∫
∣x−y∣>�

f(y)

x− y + i(a(x)− a(y))
dy

com núcleo associado K(x, y) = 1
x−y+i(a(x)−a(y))

. Quando ∥a′∥L∞ < 1, K(x, y) pode ser
escrito como uma série geométrica

K(x, y) =
1

x− y

+∞∑
k=0

ik
(a(x)− a(y)

x− y

)k
.
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Assim é natural considerarmos os operadores da forma

Tkf(x, y) = lim
�→0

∫
∣x−y∣>�

(
a(x)− a(y)

x− y

)k
f(y)

x− y
dy

cujo núcleo associado é

Kk(x, y) =
1

x− y

(
a(x)− a(y)

x− y

)k
.

Quando k = 1, temos o operador

Tf(x) = lim
�→0

∫
∣x−y∣>�

a(x)− a(y)

(x− y)2
f(y)dy.

Um argumento de integração por partes nos dá

Tf(x) = lim
�→0

∫
∣x−y∣>�

a(y)f ′(y)

x− y
dy − a(x) lim

�→0

∫
∣x−y∣>�

f ′(y)

x− y
dy + lim

�→0

∫
∣x−y∣>�

a′(y)f(y)

x− y
dy.

Dáı,
Tf(x) = H(af ′)− aH(f ′) +H(a′f) = [H,Ma]f

′ +H(a′f) (1)

onde H é a transformada de Hilbert definida por

Hf(x) = lim
�→0

∫
∣x−y∣>�

f(y)

x− y
dy.

Podemos nos perguntar se o operador T é limitado em Lp, para 1 < p < +∞. A resposta
é sim, não só para T , mas para todos os Tk. Este fato pode ser provado combinando a
teoria de integrais singulares de Calderón-Zygmund( os núcleos Kk são núcleos standard
na notação de Coifman-Meyer [1]) e variantes do Teorema T1 [5]. Uma outra maneira
de obter que o operador T é limitado em Lp seria estimando o comutador em (1). Isso
mostra que o estudo desse tipo de comutador é relevante, já que ele nos permite obter
limitação do operador T sem o uso do teorema T1. Usando que o operador T , bem como
o operador H, são limitados, podemos obter da expressão (1) a desigualdade de Calderón
para comutadores

∥[H, a]f ′∥Lp ≤ c∥a′∥L∞∥f∥Lp .

Neste trabalho, estudamos uma generalização dessa desigualdade, enuciada a seguir:

Teorema 0.1. Se T é um dos operadores P+, P−, ou a transformada de Hilbert H, e
1 < p < +∞ então para cada l,m ∈ ℤ+ existe uma constante c = c(p,m, l) > 0 tal que

∥∂lx[T, a]∂mx f∥Lp ≤ c∥∂l+mx a∥L∞∥f∥Lp .
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O resultado acima foi provado por L. Dawson, H. McGahagan e G. Ponce em [4] e
aplicado ao estudo das propriedades de decaimento das equações de Schrödinger do tipo

∂tu− iΔu = f(∣u∣)u, ∂tu− i(Δu+W (x, t)u) = F (x, t).

A Diferenciação é geralmente tida como uma operação discreta, por exemplo, derivadas
de ordem 1, 2, .... Nesse contexto a famosa regra de Leibniz

dn

dxn
(fg) =

n∑
j=0

(
n

j

)
djf

dxj
dn−jg

dxn−j

nos dá a expressão exata para a derivada do produto de duas funções. Entretanto, em
algumas circunstâncias considera-se derivadas de ordem fracional D� com 0 < � < 1,
onde D� é o potencial de Riesz de ordem −�. Nesse contexto é natural nos perguntarmos
se há uma regra análoga para a derivada do produto de duas funções. Para derivadas
fracionárias não temos uma expressão exata, porém vale a seguinte estimativa:

∥D�(fg)− fD�g − gD�f∥Lp ≤ c∥D�1f∥Lp1∥D�2g∥Lp2

onde 1 < p, p1, p2 < +∞, �1, �2 ≥ 0, �1 + �2 = � e 1/p = 1/p1 + 1/p2. Essa estimativa,
chamada regra de Leibniz fracional, foi provada em 1993 por Kenig, Ponce e Vega em
[10]. Ela tem várias aplicações, como por exemplo, em EDP, onde ela se tornou uma
ferramenta muito importante na obtenção de boa colocação para algumas equações de
evolução não lineares.

Os resultados acima, a desigualdade de Calderón para comutadores e a regra de
Leibniz fracional compartilham o fato de poderem ser ambas provadas usando a teoria
de Littlewood-Paley. Ela foi desenvolvida na primeira metade século do XX e permitiu
estender certos resultados sobre operadores em L2 a Lp, 1 < p < +∞. Por exemplo, em
L2, podemos assegurar a limitação de um operador dado por um multiplicador usando o
teorema de Plancherel. Agora se queremos garantir a limitação de um multiplicador em
Lp para p ∕= 2, o teorema de Plancherel não é suficiente. Usando as técnicas da teoria
de Littlewood-Paley podemos conseguir a limitação em Lp de multiplicadores, quando
1 < p < +∞. Dois resultados nessa direção são o teorema de Mihlin e o teorema de
Littlewood-Paley , que apresentaremos neste trabalho em uma dimensão. A idéia básica
da teoria é decompor uma função numa soma de funções fk com freqüências localizadas
nos intervalos diádicos da reta. Mais precisamente, seja {Ik}k∈ℤ a decomposição da reta
em intervalos diádicos. Consideramos

fk = {�(2−k⋅)f̂}∨,

para uma certa função suave �. O resultado fundamental é o teorema de Littlewood-Paley,
que diz que podemos comparar a norma em Lp de f com a norma Lp da função quadrado

S(f) =

(∑
k∈ℤ

∣fk∣2
)1/2

.
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Isso nos permite comparar o tamanho da função f em termos do tamanho de cada uma
das funções fk na norma Lp. Essa técnica é uma ferramenta poderosa e nos permite
obter resultados de grande importância, no caso aqui, a desigualdade de Calderón para
comutadores generalizada e a regra de Leibniz fracional. Finalmente, observamos que para
obter a regra de Leibniz no caso �2 = 0, p2 = +∞ e p1 = p, é preciso utilizar técnicas
mais sofisticadas como o espaço BMO introduzido por J. Nirenberg e F. John. Uma
consequência imediata da regra de Leibniz fracional nesse caso é que W s,p(ℝ) ∩ L∞(ℝ) é
uma álgebra de Banach com relação ao produto pontual de funções, para qualquer s > 0
e 1 < p < +∞.

O trabalho obedece à seguinte sequência:
No primeiro caṕıtulo, damos algumas nocões e notações preliminares a fim de situar o

leitor aos fatos que são usados nos caṕıtulos seguintes, e tornar o texto o mais auto-contido
posśıvel. Aı́, demonstramos o teorema de Littlewood-Paley generalizado.

No segundo Caṕıtulo enuciamos e provamos a desigualdade de Calderón para comu-
tadores generalizada, utilizando as técnicas de decomposição diádica de uma função. O
ponto crucial nessa prova é o teorema de Littlewood-paley generalizado.

No terceiro caṕıtulo provamos a regra de Leibniz fracional, também utilizando a mesma
técnica empregada no caṕıtulo 2. Finalizamos o trabalho dando uma aplicação da regra de
Leibniz, mostrando que o espaço de Sobolev W s,p(ℝ)∩L∞(ℝ) é uma álgebra de Banach,
para 1 < p < +∞.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Notações

Nesta seção daremos algumas notações que serão úteis ao longo do texto.
Por comodidade, nas várias desigualdades que aparecem no texto, frequentemente

denotaremos por um mesmo c uma constante positiva, mesmo essa representando quan-
tidades distintas de uma expressão para outra.

Se 0 < a < b então ±[a, b] denotará o conjunto

±[a, b] = {x ∈ ℝ : a < ∣x∣ < b}.

Se J é um subconjunto mensurável de ℝ então ∣J ∣ denotará a sua medida de Lesbesgue.
ℝ+ e ℝ− denotarão, respectivamente, os conjuntos

{x ∈ ℝ : x ≥ 0} e {x ∈ ℝ : x ≤ 0}.

Dada uma função f : ℝn → ℝ , supp(f) denotará o suporte de f que é o conjunto

{x ∈ ℝn : f(x) ∕= 0}.

Se (X,�) é um espaço de medida e 1 ≤ p <∞, Lp(X,�) denotará o conjunto de todas
as funções mensuráveis f : X → ℂ tais que ∣f ∣p é integrável e para cada f ∈ Lp(X,�),
∥f∥Lp denotará

∥f∥Lp =

(∫
X

∣f(x)∣pd�(x)

)1/p

.

Quando p =∞, L∞(X,�) denotará o conjunto de todas as funções mensuráveis essen-
cialmente limitadas, isto é, o conjunto das funções f tais que

�({x ∈ X : ∣f(x)∣ > c}) = 0,

para algum c > 0. Para cada f ∈ L∞(X,�), ∥f∥L∞ denotará

∥f∥L∞ = inf{c > 0 : �({x ∈ X : ∣f(x)∣ > c}) = 0}.
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Quando X = ℝn, denotaremos simplesmente Lp(ℝn), deixando impĺıcito que a medida
em questão é a medida de Lebesgue.

Denotaremos por S(ℝn) o espaço de Schwartz todas as funções de classe C∞(ℝn) tais
que

∥f∥�,� := sup
x∈ℝn

∣x�f (�)(x)∣ <∞, ∀ �, � ∈ ℕn.

onde
x� = x�1

1 ⋅ . . . ⋅ x�n
n

e

f (�) =
∂�1

∂x�1
1

. . .
∂�n

∂x�n
n

f

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ ℝn e � = (�1, . . . , �n) ∈ ℕn.
f̂ denotará a transformada de Fourier de uma dada função f , que é definida, quando

f ∈ L1(ℝn), por

f̂(�) = c

∫
ℝn

f(x)e−ix⋅�dx

onde c = 1
n√2�

e x ⋅ � = x1�1 + ⋅ ⋅ ⋅+ xn�n.

De modo semelhante, f̌ denotará a transformada de Fourier inversa, que quando f̂ ∈
L1(ℝn), é dada por

f̌(x) = c

∫
ℝn

f(�)eix⋅�d�.

f ∗ g denotará a convolução de duas funções f e g, que é dada por

(f ∗ g)(x) =

∫
ℝn

f(y)g(x− y)dy,

desde que a integral faça sentido.
Utilizaremos também alguns operadores:
M denotará a função maximal de Hardy-Littlewood que é definida por

Mf(x) = sup
r>0

1

∣Ir∣

∫
Ir

∣f(x− y)∣dy, f ∈ L1
loc(ℝn)

onde Ir = (−r, r).
P+ denotará o operador de projeção nas frequências positivas, definido via transfor-

mada de Fourier por
(P+f)∧(�) = �ℝ+(�)f̂(�).

De modo análogo, P− denotará o operador de projeção nas frequências negativas, dado
pela expressão

(P−f)∧(�) = �ℝ−(�)f̂(�).

H denotará a transformada de Hilbert, que é dada no espaço de Schwarz S(ℝ) por

Hf(x) = lim
�→0

1

�

∫
∣y∣>�

f(x− y)

y
dy.
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É sabido que da definição acima tem-se

(Hf)∧(�) = −isgn(�)f̂(�).

Sejam L e T dois operadores definidos num espaço X. Então [L, T ] : X → X denotará
o comutador de L e T , dado por

[T, L]f = TLf − LTf.

Denotaremos simplesmente por [T, a] no caso particular em que L é o operador de multi-
plicação por a.

1.2 Alguns resultados básicos

Essa seção destina-se a apresentar resultados que serão utilizados de maneira essencial
no trabalho.

Proposição 1.1. supp(f ∗ g) ⊂ supp(f) + supp(g)

Demonstração. De fato, se x ∕∈ supp(f) + supp(g), então para todo y ∈ supp(f) temos
que x− y ∕∈ supp(g) e dáı g(x− y) = 0. Assim

(f ∗ g)(x) =

∫
ℝ
f(y)g(x− y)dy =

∫
supp(f)

f(y)g(x− y)dy = 0.

Logo
{x ∈ ℝ : (f ∗ g)(x) ∕= 0} ⊂ supp(f) + supp(g).

Portanto

supp(f ∗ g) = {x ∈ ℝ : (f ∗ g)(x) ∕= 0}
⊂ supp(f) + supp(g).

Proposição 1.2 (Propriedades da transformada de Fourier). .
i)(f ∗ g)∧(�) = f̂(�)ĝ(�);
ii)(f(ℎ+ ⋅))∧(�) = f̂(�)eiℎ�;
iii) (feiℎ�)∧(�) = f̂(� − ℎ);
iv) (f(�⋅))∧(�) = �−nf̂(�−1�);

v)
(
∂f
∂xj

)∧
(�) = i�j f̂(�);

vi) (−i�jf)∧(�) = ∂f̂
∂�j
.

Demonstração. Ver [9].
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Proposição 1.3 (Desigualdade de Hölder). Seja (X,�) um espaço de medida. Se 1 ≤
p ≤ ∞ e 1 ≤ q ≤ ∞ são tais que 1/p+ 1/q = 1, então∫

X

∣f(x)g(x)∣dx ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq ,

para toda f ∈ Lp(X,�) e toda g ∈ Lq(X,�).

Demonstração. Ver [8] ou [7].

Proposição 1.4. Seja (X,�) um espaço de medida. Se f ∈ Lp(X,�), com 1 ≤ p <∞, e
q é tal que 1/p+ 1/q = 1, então

∥f∥Lp = sup

{∣∣∣∣∫
X

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ : g ∈ Lq(X,�), ∥g∥Lq = 1

}
.

Demonstração. Segue do teorema de dualidade de Riesz, ver [8] caṕıtulo 16.

Proposição 1.5 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam (X,�) e (Y, �)
espaços de medida �- finitos e seja f : X × Y → ℝ uma função mensurável. Se
f(⋅, y) ∈ Lp(X,�) para quase todo y ∈ Y , então x 7−→

∫
Y
f(x, y)d�(y) ∈ Lp(X,�) e∥∥∥∥∫

Y

f(⋅, y)d�(y)

∥∥∥∥
Lp

≤
∫
X

∥f(⋅, y)∥Lpd�(y)

Demonstração. Ver [7].

Proposição 1.6. Seja (X,�) um espaço de medida e seja p0 ∈ [1,+∞). Então f ∈
L∞(X,�)∩Lp0(X,�), se, e somente se, f ∈ Lp(X,�), para todo p ∈ [p0,∞), e lim sup

p→+∞
∥f∥Lp <

∞.

Demonstração. Se f ∈ L∞(X,�) ∩ Lp0(X,�) então, dado p ∈ [p0,+∞) temos∫
X

∣f(x)∣pd�(x) =

∫
X

∣f(x)∣p0∣f(x)∣p−p0d�(x) ≤ ∥f∥p−p0

L∞

∫
X

∣f(x)∣p0d�(x) < +∞.

Logo, f ∈ Lp(X,�) e além disso,

∥f∥Lp ≤ ∥f∥
p−p0

p

L∞ ∥f∥
p0
p

Lp0 ≤ ∥f∥
1− p0

p

L∞ ∥f∥
p0
p

Lp0 ,

donde lim sup
p→+∞

∥f∥Lp <∞.

Agora suponhamos que f ∈ Lp(X,�) para todo p ∈ [p0,+∞), e que lim sup
p→+∞

∥f∥Lp <

+∞. Então existe K > 0 tal que ∥f∥Lp ≤ K para todo p ∈ [p0,+∞). Considere o conjunto

J = {x ∈ X; ∣f(x)∣ ≥ K + 1}.
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Temos que ∫
X

∣f(x)∣pd�(x) ≥
∫
J

∣f(x)∣pd�(x) ≥ (K + 1)p�(J).

Logo

�(J) ≤
(

K

K + 1

)p
para todo p ∈ [p0,+∞). Fazendo p tender a +∞, obtemos que �(J) = 0. Dáı f ∈
L∞(X,�).

Teorema 1.1 (Plancherel). Sejam f, g ∈ L2(ℝn). Então∫
ℝn

f(x)g(x)dx =

∫
ℝn

f̂(�)ĝ(�)d�.

Demonstração. Ver [6] ou [7].

Proposição 1.7. Seja ' ∈ L1(ℝ) e '�(x) = 1
�
'(x

�
), � > 0, tal que

 (r) = sup
∣y∣>r
∣'(y)∣ , r > 0,

satisfaz ∫ +∞

0

 (r)dr = c <∞.

Então vale
sup
�>0
∣'� ∗ f(x)∣ ≤ cMf(x),

onde M denota a função maximal de Hardy-Littlewood.

Demonstração. Ver [13] Teorema 2, caṕıtulo III.

Nos resultados a seguir usaremos a seguinte definição:

Definição 1.1. Um operador T : Lp −→ Lq é dito (p, q) fraco, q < ∞, se existir uma
constante c > 0 tal que

∣{x ∈ ℝ : ∣Tf(x)∣ > �}∣ ≤
(
c∥f∥Lp

�

)q
,∀ � > 0.

T é dito (p, q) forte, se ele for um operador limitado de Lp em Lq. Para q = ∞, T
é dito (p,∞) fraco, se ele for limitado de Lp em L∞.

Teorema 1.2 (Hardy-Littlewood). A função maximal de Hardy-Littlewood é um operador
(1, 1) fraco e (p, p) forte, se 1 < p ≤ ∞.

Demonstração. Ver [5] ou [13].
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Teorema 1.3 (Riesz-Kolmogorov). A transformada de Hilbert é um operador (1, 1) fraco
e (p, p) forte para 1 < p <∞.

Demonstração. Ver [5] ou [13].

Como consequência do teorema de Riesz-Kolmogorov segue:

Proposição 1.8. P+ e P− são (1, 1) fraco e (p, p) fortes, para 1 < p <∞

Demonstração. De fato, isso segue do teorema de Riesz-Kolmogorov, notando-se que

P+ = iH + Id e P− = iH − Id.

1.3 O teorema de Littlewood-Paley

Um dos interesses da análise harmônica é o estudo de operadores dados por multipli-
cadores, que são operadores da forma Tf = {mf̂}∨, onde m seja uma função em L∞(ℝ).
Como exemplos desses tipos de operadores podemos citar a transformada de Hilbert H, e
também os operadores P+, P−. Desde que m é uma função limitada segue pelo Teorema
de Plancherel que um operador dado por um multiplicador m é limitado em L2(ℝ). O
mesmo não é válido em Lp(ℝ) em geral. No entanto, impondo certas condições sobre os
multiplicadores, o teorema a seguir nos garante que o operador é limitado.

Teorema 1.4 (Mihlin). Seja m : ℝ ∖ {0} → ℂ, C1, tal que ∣m(j)(�)∣ ≤ B∣�∣−j, ∀ � ∕=
0, j = 0, 1. Então, existe uma constante c = c(p) > 0, tal que para todo 1 < p <∞,

∥Tmf∥Lp ≤ c∥f∥Lp , ∀ f ∈ Lp(ℝ),

onde Tm é dado por (Tmf)∧(�) = m(�)f̂(�).

Demonstração. Ver [12] ou [13] caṕıtulo 4.

Se � uma função real suave tal que

� ≥ 0, supp(�) ⊂ ±[1/2, 2]

e ∑
n∈ℤ

�(2−jx) = 1, ∀ x ∕= 0.

Agora considere os operadores Qj, dados por Q̂jf(�) = �(2−j�)f̂(�).

Teorema 1.5 (Littlewood-Paley). Se � satisfaz as condições acima, então existe uma
constante c > 0 tal que

c−1∥f∥Lp ≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjf ∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c∥f∥Lp , ∀f ∈ Lp(ℝ⋉).
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Demonstração. Ver [12] ou [13].

A estimativa na norma Lp(ℝ) da função
(∑

j∈ℤ ∣Qjf ∣2
)1/2

, chamada função quadrada,

será de grande ultilidade tanto na demonstração do teorema de Calderón para comutadores
quanto na demonstração da regra de Leibniz fracional. Para isso apresentaremos uma
versão mais geral do teorema acima, onde a função � satisfaz condições menos restritivas.

Teorema 1.6 (Teorema de Littlewood-Paley generalizado). Seja � ∈ C1(ℝ − {0}), que
verifica ∣∣∣∣ dd� �(�)

∣∣∣∣ ≤ { c∣�∣−1 , ∣�∣ ≤ 1
c∣�∣−−1 , ∣�∣ ≥ 1

(1.1)

para algum  > 0 e c > 0, e além disso, existem c̃1, c̃2 > 0, tais que

c̃1 ≤
∑
j∈ℤ

∣�(2−j�)∣2 ≤ c̃2 (1.2)

para todo � ∕= 0. Então se 1 < p <∞, vale:

a)

c̃−1∥f∥Lp ≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjf ∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c̃∥f∥Lp ; (1.3)

b) ∥∥∥∥∥∑
j∈ℤ

Qjfj

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣fj∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥ ,Lp (1.4)

para toda sequência {fj}j∈ℤ em ⊂ S(ℝ).

A demonstração do teorema acima seguirá a mesma idéia da demonstração do teorema
de Littlewood-Paley em [12]. As condição (1.1) e (1.2) serão usadas para verificarmos as
hipóteses do Teorema de Mihlin, e então obter desigualdade do ı́tem a) do teorema. O
ı́tem b) seguirá de a) usando-se dualidade e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Assim como na demonstração do teorema de Littlewood-Paley, em [12], iremos con-
siderar uma sequência de funções {rj}j∈ℕ em Ω = [0, 1] dadas por

rj(w) =

{
1, se k

2j
≤ w < k+1

2j
, k par

−1, se k
2j
≤ w < k+1

2j
, k ı́mpar

Essas funções são chamadas de funções de Rademacher que são variáveis aleatória inde-
pendentes, i.e. se � é a medida de probabilidade em Ω então

�({rj < a} ∩ {rj < b}) = �({rj < a})�({rj < b}), ∀ a ∕= b.

Começaremos com alguns lemas técnicos.
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Lema 1.1. Para todo n ≥ 1 e toda sequência {aj}nj=1em ℂ, temos

�
({∣∣∣ n∑

j=1

ajrj

∣∣∣ > �
( n∑
j=1

∣aj∣2
)1/2})

≤ 4e−�
2/2, ∀ � > 0.

Demonstração. Sejam �2 =
n∑
j=0

∣aj∣2 e Sn =
n∑
j=1

ajrj onde os rj são as funções de

Rademacher. Queremos mostrar que para cada � > 0,

�({∣Sn∣ > ��}) ≤ 4e−�
2/2.

Primeiramente suponhamos que os aj são reais. Desde que as funções rj são variáveis
aleatórias independentes vale∫

Ω

etSn(w)d�(w) =

∫
Ω

n∏
j=1

etajrj(w)d�(w) =
n∏
j=1

∫
Ω

etajrj(w)d�(w). (1.5)

Agora note que ∫
Ω

etajrj(w)d�(w) = cosh(taj), ∀ j = 1 . . . , n.

De fato, como Ω =
2j∪
k=1

Ijk, onde Ijk = [k−1
2j
, k

2j
] e rj ≡ 1 em Ijk para k par, e rj ≡ −1 em Ijk

para k ı́mpar então∫
Ω

etajrj(w)d�(w) =
∑
k par

∫
Ijk

etajd�(w) +
∑

k impar

∫
Ijk

e−tajd�(w)

= etaj
∑
k par

∫
Ijk

d�(w) + e−taj
∑

k impar

∫
Ijk

d�(w)

=
1

2
etaj +

1

2
e−taj = cosh(taj).

Em seguida, usaremos que

cosh(x) ≤ e
x2

2 , ∀x ∈ ℝ. (1.6)

De fato

cosh(x) =
1

2
ex +

1

2
e−x =

1

2

( ∞∑
k=0

xk

k!
+
∞∑
k=0

(−x)k

k!

)
=

1

2

∑
k par

2
xk

k!

=
∞∑
k=0

x2k

(2k)!
≤

∞∑
k=0

x2k

2kk!
=
∞∑
k=0

(x
2

2
)k

k!

= e
x2

2 .
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Então pela desigualdade (1.6) temos que∫
Ω

etajrj(w)d�(w) ≤ e
t2

2
a2
j .

Logo usando (1.5) e essa última desigualdade, obtemos∫
Ω

etSn(w)d�(w) ≤ e
t2

2
�2

. (1.7)

Deduzimos de (1.7) que

�({Sn > ��}) =

∫
Ω

�{Sn>��}(w)d�(w)

≤
∫

Ω

etSn(w)

et��
d�(w)

≤ e
t2

2
�2−t��,

para todo t > 0. Logo, escolhendo t = �
�
, obtemos

�({Sn > ��}) ≤ e−�
2/2. (1.8)

De modo similar,

�({Sn < −��}) =

∫
Ω

�{sn<−��}(w)d�(w)

≤
∫

Ω

etSn(w)

e−t��
d�(w)

≤ e
t2

2
�2+t�� ≤ e−�

2/2,

escolhendo t = −�
�
. Dáı temos que

�({∣Sn∣ > ��}) ≤ �({Sn > ��}) + �({Sn < −��})
≤ 2e−�

2/2.

Para finalizar, quando os aj são complexos, consideramos

�1 =

(
n∑
j=1

Re(aj)
2

)1/2

e �2 =

(
n∑
j=1

Im(aj)
2

)1/2

.

Notemos que
{∣Sn∣ > ��} ⊂ {∣Re(Sn)∣ > ��1} ∪ {∣Im(Sn)∣ > ��2}.

De fato, se ∣Re(Sn(w))∣ ≤ ��1 e ∣Im(Sn(w))∣ ≤ ��2 então

∣Sn(w)∣ =
(
∣Re(Sn(w))∣2 + ∣Im(Sn(w))∣2

)1/2

≤ �(�2
1 + �2

2)1/2 = ��.
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Logo
�({∣Sn∣ > ��}) ≤ �({∣Re(Sn)∣ > ��1}) + �({∣Im(Sn)∣ > ��2}).

Então, como pelo caso anterior vale

�({∣Re(Sn)∣ > ��1}) ≤ 2e−�
2/2 e �({∣Im(Sn)∣ > ��2}) ≤ 2e−�

2/2

temos que
�({∣Sn∣ > ��}) ≤ 4e−�

2/2.

Lema 1.2 (Desigualdade de Khinchin). Para todo p ∈ [1,∞) existe c = c(p) > 0 tal que

c−1

(
n∑
j=1

∣aj∣2
)p/2

≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

ajrj(w)

∣∣∣∣∣
p

d�(w) ≤ c

(
n∑
j=1

∣aj∣2
)p/2

, (1.9)

para todo n ∈ ℕ.

Demonstração. Sejam � e Sn como na demonstração do lema anterior. Temos de uma
propriedade de Lp que,∫

Ω

∣Sn(w)∣pd�(w) =

∫ +∞

0

p�p−1�({∣Sn∣ > �})d�

= �p
∫ +∞

0

p�p−1�({∣Sn∣ > ��})d�.

Pelo lema anterior obtemos∫
Ω

∣Sn(w)∣pd�(w) ≤ 4�p
∫ +∞

0

p�p−1e−�
2/2d� = �pc(p).

Dáı segue que ∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ajrj(w)

∣∣∣∣∣
p

d�(w) ≤ c

(
n∑
i=1

∣aj∣2
)p/2

, (1.10)

o que prova a segunda desigualdade em (1.9)
Agora, vamos mostrar a primeira desigualdade. Para isso consideremos dois casos.

Caso 1: p = 1. Deduzimos usando a desigualdade de Hölder e (1.10) que∫
Ω

∣Sn∣2d�(w) =

∫
Ω

∣Sn∣2/3∣Sn∣4/3d�(w)

≤
(∫

Ω

∣Sn∣d�(w)

)2/3(∫
Ω

∣Sn∣4d�(w)

)1/3

≤ c

(∫
Ω

∣Sn∣d�(w)

)2/3

�4/3. (1.11)
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Por outro lado∫
Ω

∣Sn∣2d�(w) =

∫
Ω

(
n∑
j=1

ajrj

)(
n∑
k=1

akrk

)
d�(w)

=

∫
Ω

n∑
j=1

∣aj∣2r2
jd�(w) +

∫
Ω

∑
j ∕=k

ajakrjrkd�(w)

=
n∑
j=1

∣aj∣2 +
∑
j ∕=k

ajak

∫
Ω

rjrkd�(w).

Já que as funções rj são variáveis aleatórias independentes segue que∫
Ω

rjrkd�(w) =

∫
Ω

rjd�(w)

∫
Ω

rkd�(w) ∀ j ∕= k.

Como ∫
Ω

rjd�(w) = 0,

segue que ∫
Ω

rjrkd�(w) = 0 ∀ j ∕= k.

Assim, obtemos ∫
Ω

∣Sn∣2d�(w) =
n∑
j=1

∣aj∣2 = �2. (1.12)

Logo, substituindo em (1.11), obtemos

�2 ≤ c

(∫
Ω

∣Sn∣d�(w)

)2/3

�4/3.

Logo

c−1� ≤
∫

Ω

∣Sn∣d�(w).

E isso completa a prova do primeiro caso.
Caso 2: 1 < p < ∞. Seja q tal que 1/p + 1/q = 1. Usando a desigualdade de Hölder,
deduzimos da segunda desigualdade em (1.9) e de (1.12) que

�2 =

∫
Ω

SnSnd�(w)

≤
(∫

Ω

∣Sn∣pd�(w)

)1/p(∫
Ω

∣Sn∣qd�(w)

)1/q

≤ c(q)1/q

(∫
Ω

∣Sn∣pd�(w)

)1/p

�.
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Logo

�p ≤ c

∫
Ω

∣Sn∣pd�(w),

o que conclui a prova do Lema 1.2.

Agora estamos prontos para dar uma prova do Teorema 1.6.

Demonstração do teorema 1.6. Começamos com a prova de a). Para isso consideremos
{rj}j∈ℕ as funções de Rademacher e para cada n ∈ ℕ, definimos

mn(�, w) =
n∑

j=−n

rj(w)�(2−j�).

Verifiquemos que mn satisfaz as hipóteses do teorema de Mihlin. Para ver que mn é
limitada note que, pela desigualdade de Khinchin e pela condição (1.2) do teorema 1.6
temos

∥mn(�, ⋅)∥Lp(Ω) =

{∫
Ω

∣
n∑

j=−n

�(2−j�)rj(w)∣pd�(w)

}1/p

≤

{
n∑

j=−n

∣�(2−j�)∣2
}1/2

≤ c̃
1/2
2 ,

para cada � ∕= 0. Dáı, para cada � ∕= 0 fixado temos

mn(�, ⋅) ∈ Lp(Ω, �) e ∥mn(�, ⋅)∥Lp(Ω) ≤ c̃
1/2
2 ,

para p ∈ [1,+∞). Pela proposição 1.6 temos que

mn(�, ⋅) ∈ L∞(Ω, �) e ∥mn(�, ⋅)∥L∞(Ω) ≤ c̃
1/2
2 .

Logo
sup
� ∕=0
∥mn(�, ⋅)∥L∞(Ω) ≤ c̃

1/2
2 .

Portanto mn é limitada e além disso, ela é limitada por uma constante que independe de
n. Vamos agora analisar ∂

∂�
mn.∣∣∣∣ ∂∂�mn(�, w)

∣∣∣∣ ≤ n∑
j=−n

2−j
∣∣∣∣ dd� �(2−j�)

∣∣∣∣ = ∣�∣−1

n∑
j=−n

∣2−j�∣
∣∣∣∣ dd� �(2−j�)

∣∣∣∣ . (1.13)

Notemos que para cada � ∕= 0, existe j0 ∈ ℤ tal que

2j0−1 ≤ ∣�∣ < 2j0 .

Se ∣j0∣ < n, separamos o último somatório em (1.13) em duas partes:

I =

j0−1∑
j=−n

∣2−j�∣
∣∣∣∣ dd� �(2−j�)

∣∣∣∣ e II =
n∑

j=j0

∣2−j�∣
∣∣∣∣ dd� �(2−j�)

∣∣∣∣ .
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No primeiro somatório note que ∣2−j�∣ ≥ 2j0−1−j, e como j ≤ j0 − 1 então ∣2−j�∣ ≥ 1.
Dáı, segue de (1.1) que ∣∣∣∣ dd� �(2−j�)

∣∣∣∣ ≤ c∣2−j�∣−−1.

Logo

I ≤ c

j0−1∑
j=−n

∣2−j�∣∣2−j�∣−−1 = c

j0−1∑
j=−n

∣2−j�∣−

≤ c

j0−1∑
j=−n

2−(j0−1−j) = c

j0+n−1∑
j=0

2−j

≤ c
∞∑
j=0

2−j = c
1

1− 2
= c().

No segundo somatório, temos que

∣2−j�∣ < 2j0−j ≤ 1,

pois j ≥ j0, e então deduzimos de (1.1) que∣∣∣∣ dd� �(2−j�)

∣∣∣∣ ≤ c∣2−j�∣−1.

Logo

II ≤ c
n∑

j=j0

∣2−j�∣∣2−j�∣−1 = c
n∑

j=j0

∣2−j�∣

≤ c
n∑

j=j0

2(j0−j) = c

j0+n∑
j=0

2−j

≤ c

∞∑
j=0

2−j =
c

1− 2−
= c̃().

Suponhamos agora ∣j0∣ ≥ n. Se j0 ≤ −n, então o somatório em (1.13) pode ser estimado
assim como estimamos II. Se j0 ≥ n então o somatório em (1.13) pode ser estimado
assim como estimamos I. Assim, em qualquer caso, ∣j0∣ < n ou ∣j0∣ ≥ n, obtemos∣∣∣∣ ∂∂�mn(�, w)

∣∣∣∣ ≤ c∣�∣−1,

onde c é uma constante que independe de n. Então pelo teorema de Mihlin, existe
c = c(p) > 0 tal que

∥Tmnf∥Lp ≤ c∥f∥Lp , ∀ f ∈ Lp(ℝ),

18



onde Tmn é dado por (Tmnf)∧(�) = mn(�)f̂(�). Por outro lado,

∥Tmnf∥Lp =
∥∥∥{mnf̂}

∨∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=−n

rj{�(2−j⋅)f̂}
∨
∥∥∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥
n∑

j=−n

rj(w)Qjf

∥∥∥∥∥
Lp

.

Integrando sobre o espaço de medida (Ω, �) temos∫
Ω

(∫
ℝ

∣∣∣∣∣
n∑

j=−n

rj(w)Qjf(x)

∣∣∣∣∣
p

dx

)
d�(w) ≤ c∥f∥pLp .

Logo, segue do teorema de Fubini que∫
ℝ

(∫
Ω

∣∣∣∣∣
n∑

j=−n

rj(w)Qjf(x)

∣∣∣∣∣
p

d�(w)

)
dx ≤ c∥f∥pLp .

Agora usando o lema de Khinchin, obtemos∫
ℝ

(
n∑

j=−n

∣Qjf(x)∣2
)p/2

dx ≤ c∥f∥pLp .

Fazendo n tender para +∞, obtemos, pelo teorema da convergência monótona,∫
ℝ

(∑
j∈ℤ

∣Qjf(x)∣2
)p/2

dx ≤ c∥f∥pLp

i.e., ∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjf ∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c∥f∥Lp .

Isso demonstra a segunda desigualdade do ı́tem a) do teorema.
Agora vamos à demonstração da primeira desigualdade do ı́tem a) do teorema.
Seja g ∈ S(ℝ), tal que ∥g∥Lq ≤ 1, onde 1/p+ 1/q = 1. Seja � o argumento do número

complexo ∫
ℝ
f(x)g(x)dx.

Pelo teorema de Plancherel temos:∣∣∣∣∫
ℝ
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ =

(∫
ℝ
f(x)g(x)dx

)
e−i�

=

∫
ℝ
f(x)g(x)ei�dx

=

∫
ℝ
f̂(�)(ei�g)∧(�)d�. (1.14)
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Segue então que ∫
ℝ
f̂(�)(ei�g)∧(�)d� ∈ ℝ+

e dáı ∫
ℝ
f̂(�)(ei�g)∧(�)d� = Re

∫
ℝ
f̂(�)(ei�g)∧(�)d�

=

∫
ℝ

Re (f̂(�)(ei�g)∧(�))d�. (1.15)

Agora, como por hipótese

c̃ ≤
∑
j∈ℤ

∣�(2−j�)∣2, ∀ � ∕= 0

segue que

Re
(
f̂(�)(ei�g)∧(�)

)
≤ c̃−1

∑
j∈ℤ

∣�(2−j�)∣2Re
(
f̂(�)(ei�g)∧(�)

)
= c̃−1Re

(∑
j∈ℤ

∣�(2−j�)∣2f̂(�)(ei�g)∧(�)

)

= c̃−1Re

(∑
j∈ℤ

�(2−j�)f̂(�)�(2−j�)(ei�g)∧(�)

)

= c̃−1Re

(∑
j∈ℤ

(Qjf)∧(�)Qj(ei�g)∧(�)

)
. (1.16)

Logo, segue de (1.16) e do teorema de Plancherel que,∫
ℝ

Re
(
f̂(�)(ei�g)∧(�)

)
d� ≤ c̃−1

∫
ℝ

Re

(∑
j∈ℤ

(Qjf)∧(�)Qj(ei�g)∧(�)

)
d�

= c̃−1Re
∑
j∈ℤ

∫
ℝ
(Qjf)∧(�)Qj(ei�g)∧(�)d�

= c̃−1Re

∫
ℝ

∑
j∈ℤ

(Qjf)(x)(Qj(ei�g))(x)dx.

Agora, usando as desigualdades de Cauchy- Schwarz, Hölder bem como a parte a) do
teorema já provada, deduzimos que

∫
ℝ

∑
j∈ℤ

(Qjf)(x)(Qj(ei�g))(x)dx ≤
∫
ℝ

(∑
j∈ℤ

∣Qjf(x)∣2
)1/2(∑

j∈ℤ

∣Qj(e
i�g)(x)∣2

)1/2

dx
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≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjf(x)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qj(e
i�g)(x)∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lq

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjf(x)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

∥ei�g∥Lq

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjf(x)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

.

Portanto ∣∣∣∣∫
ℝ
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Qkf(x)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

para toda g ∈ Lq(ℝ), com ∥g∥Lq ≤ 1. Logo, usando dualidade (Proposição 1.4) obtemos
a desigualdade desejada.

Por fim, provemos a parte b).
Seja g ∈ S(ℝ) e 1 < q < +∞ tal que 1/p+ 1/q = 1. Usando o teorema de Plancherel e a
desigualdade de Cauchy- Schwarz temos∣∣∣∣∣

∫
ℝ

{∑
j∈ℤ

Qjfj(x)

}
g(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
j∈ℤ

∫
ℝ
Qjfj(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j∈ℤ

∫
ℝ
�j(�)f̂j(�)ĝ(�)d�

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j∈ℤ

∫
ℝ
f̂j(�)(Qjg)∧(�)d�

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j∈ℤ

∫
ℝ
fj(x)Qjg(x)dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
ℝ

{∑
j∈ℤ

fj(x)Qjg(x)

}
dx

∣∣∣∣∣
≤
∫
ℝ

(∑
j∈ℤ

∣Qjg(x)∣2
)1/2(∑

j∈ℤ

∣fj(x)∣2
)1/2

dx.

Portanto, aplicando a desigualdade de Hölder e a desigualdade (1.3)∣∣∣∣∣
∫
ℝ

{∑
j∈ℤ

Qjfj(x)

}
g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣Qjg∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lq

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣fj∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp
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≤ c∥g∥Lq

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣fj∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

.

Logo, obtemos por dualidade que∥∥∥∥∥∑
j∈ℤ

Qjfj

∥∥∥∥∥
Lp

= sup⎧⎨⎩ g ∈ Lq
∥g∥Lq = 1

∣∣∣∣∣
∫
ℝ

{∑
j∈ℤ

Qjfj(x)

}
g(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j∈ℤ

∣fj∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

,

o que conclui a prova do Teorema 1.6. □
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Caṕıtulo 2

Desigualdade de Calderón para
comutadores

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo provaremos o seguinte teorema

Teorema 2.1 (Teorema de Calderón para comutadores generalizado). Seja T um dos
operadores P+, P− ou H. Então para qualquer 1 < p < ∞ e qualquer l,m ∈ ℤ+ ∪ {0}
existe uma constante c = c(p,m, l) > 0 tal que

∥∂lx[T ; a]∂mx f∥Lp ≤ c∥∂l+mx a∥L∞∥f∥Lp .

O teorema de Calderón tem várias aplicações em equações diferenciais parciais, por
exemplo, em [4] Dawson, McGahagan e Ponce , utilizaram essa estimativa de comutadores
envolvendo as projeções P+ e P− para obter propriedades de decaimento de uma classe
de equações de Schrödinger do tipo

∂tu+ iΔu = f(∣u∣)u, ∂tu− i(Δu+W (x, t)u) = F (x, t).

O teorema acima foi provado por Dawson, McGahagan e Ponce em [4], usando as
técnicas da Teoria de Littlewood-Paley. O caso particular em que l = 0 e m = 1 já havia
sido provado por Calderón usando a teoria das integrais singulares. Aqui, na generalidade
que estamos considerando, os argumentos usados na demonstração do caso particular em
que l = 0,m = 1, não funcionam. Para demonstrar o Teorema 2.1 vamos seguir a
demonstração em [4].

2.2 Lemas técnicos

Nessa seção apresentaremos uma série de resultados e definições que nos auxiliarão na
prova do teorema de Calderón para comutadores. Começamos com a construção de uma
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função suave � suportada em ±[1/2, 2] tal que∑
k∈ℤ

�(2−k�) = 1, ∀ � ∕= 0.

Figura 2.1: gráfico da função �

Para obtermos uma tal função, consideramos uma função suave �, suportada em [−2, 2]
e constante igual a 1 em [−1, 1]. Definimos � por

�(�) = �(∣�∣)− �(2∣�∣).

Segue que se � ∕= 0 então∑
k∈ℤ

�(2−k�) =
∑
k∈ℤ

[�(2−k∣�∣)− �(2−k+1∣�∣)]

= lim
n→+∞

n∑
k=−n

[�(2−k∣�∣)− �(2−k+1∣�∣)]

= lim
n→+∞

[�(2−n∣�∣)− �(2n+1∣�∣)].

Temos que 2−n∣�∣ → 0 quando n → +∞ e, desde que � ∕= 0, temos que 2n+1∣�∣ → +∞,
quando n→ +∞. Dáı,

lim
n→+∞

[�(2−n∣�∣)− �(2n+1∣�∣)] = �(0) = 1.

Além disso supp(�) ⊂ ±[1/2, 2], pois se � /∈ ±[1/2, 2] então ou ∣�∣ < 1/2 ou ∣�∣ > 2. No
primeiro caso ∣�∣ < 1 e 2∣�∣ < 1, donde �(∣�∣) = �(2∣�∣). No segundo caso �(∣�∣) = �(2∣�∣)
também, pois ∣�∣ e 2∣�∣ > 2. Em qualquer dos casos, �(∣�∣) − �(2∣�∣) = 0. Portanto
�(�) = 0, para todo � /∈ ±[1/2, 2].

Considerando � como acima definimos o operador Qk por

Qkf = {�(2−k⋅)f̂}∨.

A partir dos operadores Qk, definimos o operador Pk, dado por

Pkf =
∑
j≤k−3

Qjf.

24



Note que
(Pkf)∧(�) = p(2−k�)f̂(�),

com p ≡ 1 em [−1/8, 1/8] e supp(p) ⊂ [−1/4, 1/4]. De fato, como

�(�) = �(∣�∣)− �(2∣�∣),

então

(Pkf)∧(�) = f̂(�)
∑
j≤k−3

(�(2−j∣�∣)− �(2−j+1∣�∣))

= f̂(�) lim
n→−∞

k−3∑
j=n

(
�(2−j∣�∣)− �(2−j+1∣�∣)

)
= f̂(�) lim

n→−∞
(�(23−k∣�∣)− �(2−n+1∣�∣))

= f̂(�)�(8 ⋅ 2−k∣�∣) =: p(2−k�)f̂(�).

Já que supp(�) ⊂ [−2, 2], segue que

supp(p) = supp(�(8∣ ⋅ ∣)) ⊂ [−1/4, 1/4].

Figura 2.2: gráfico da função p

Consideramos também o operador Q̃k definido por

Q̃k = {�̃(2−k⋅)f̂}∨

onde �̃ é uma função suave comsuporte em ±[1/8, 8] e constante igual a 1 em ±[1/4, 4].
Finalmente, considere a função p̃, suave de suporte compacto e tal que p̃ ≡ 1 em

[−10, 10]. A partir de p̃ definimos o operador P̃k, dado por

P̃kf = {p̃(2−k⋅)f̂}∨.

Agora notamos alguns fatos sobre os suportes dos operadores acima.
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Lema 2.1. supp((Qkf)∧) ⊂ ±[2k−1, 2k+1]

Demonstração. De fato, se � /∈ ±[2k−1, 2k+1] então 2−k� /∈ ±[1/2, 2] e dáı,

(Qkf)∧(�) = �(2−k�)f̂(�) = 0.

Lema 2.2. supp((Pkf)∧) ⊂ [−2k−2, 2k−2]

Demonstração. De fato, se ∣�∣ > 2k−2 então 2−k∣�∣ ≥ 1/4, e dáı

(Pkf)∧(�) = p(2−k�)f̂(�) = 0.

Lema 2.3. supp((QkfPkg)∧) ⊂ ±[2k−2, 2k+2]

Demonstração. De fato,
(QkfPkg)∧ = (Qkf)∧ ∗ (Pkg)∧.

Logo, pela Proposição 1.1

supp(QkfPkg)∧ ⊂ supp(Qkf)∧ + supp(Pkg)∧

⊂ ±[2k−1, 2k+1] + [−2k−2, 2k−2].

Para completar note que

±[2k−1, 2k+1] + [−2k−2, 2k−2] = ±[2k−2, 2k+2].

De fato, se � = �1 + �2 ∈ ±[2k−1, 2k+1] + [−2k−2, 2k−2], digamos

�1 ∈ [2k−1, 2k+1], �2 ∈ [−2k−2, 2k−2]

então
2k−2 = 2k−1 − 2k−2 ≤ � ≤ 2k+1 + 2k−2 = 9 ⋅ 2k−2 ≤ 2k+2.

Logo � ∈ [2k−2, 2k+2]. De modo análogo, se � = �1 + �2, com �1 ∈ [−2k+1,−2k−1], então
� ∈ [−2k+2,−2k−2].

Lema 2.4. supp(QkfQk−jg)∧ ⊂ [−10 ⋅ 2k, 10 ⋅ 2k], ∀ ∣j∣ ≤ 2

Demonstração. De fato, usando a Proposição 1.1, temos que

supp(QkfQk−jg)∧ = supp(Qkf)∧ ∗ (Qk−jg)∧

⊂ supp(Qkf)∧ + supp(Qk−jg)∧

⊂ ±[2k−1, 2k+1] +±[2k−j−1, 2k−j+1].
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Se � = �1 + �2 ∈ ±[2k−1, 2k+1] +±[2k−j−1, 2k−j+1], digamos,

�1 ∈ [2k−1, 2k+1], �2 ∈ [2k−j−1, 2k−j+1]

então
2k−1 + 2k−1−j ≤ � ≤ 2k+1 + 2k+1−j.

Como j ≥ −2, então 2k+1 + 2k+1−j = 2k+1(1 + 2−j) ≤ 2k+1(1 + 22) = 10 ⋅ 2k. Logo, nesse
caso −10 ⋅ 2k ≤ � ≤ 10 ⋅ 2k. Analisando os outros casos de modo análogo, conclui-se que
±[2k−1, 2k+1] +±[2k−j−1, 2k−j+1] ⊂ [−10 ⋅ 2k, 10 ⋅ 2k] e dáı segue o lema.

Lema 2.5. supp(PkaP−Qkf)∧ ⊂ ℝ−, para quaisquer funções a e f .

Demonstração. De fato,

(PkaP−Qkf)∧(�) = (Pka)∧ ∗ (P−Qkg)∧(�)

=

∫
ℝ
(Pka)∧(� − y)(P−Qkg)∧(y)dy

=

∫
J

(Pka)∧(� − y)(P−Qkg)∧(y)dy,

onde J = {y ∈ ℝ : � − y ∈ supp(p(2−k⋅))} ∩ supp(�(2−k⋅)) ∩ ℝ−. Ora, se � − y ∈
supp(p(2−k⋅)) e y ∈ supp(Qk) ∩ ℝ− então −2k−2 ≤ � − y ≤ 2k−2 e −2k+1 ≤ y ≤ −2k−1.
Logo � = �−y+y ≤ 2k−2−2k−1 < 0. Logo, se � ≥ 0 então J = ∅ e dáı (PkaP−Qkf)∧(�) = 0.
Portanto supp(PkaP−Qkf)∧ ⊂ ℝ−.

Usando esses fatos sobre os suporte temos

Q̃k(QkfPkg) = QkfPkg. (2.1)

De fato
(Q̃k(QkfPkg))∧(�) = �̃(2−k�)(QkfPkg)∧(�).

E como �̃(2−k�) = 1 para todo � ∈ ±[2k−2, 2k+2], segue do Lema 2.3 que

(Q̃k(QkfPkg))∧(�) = (QkfPkg)∧(�), ∀ �.

Temos também
P̃k(QkfQk−jg) = QkfQk−jg, ∀ ∣j∣ ≤ 2. (2.2)

De fato, já que p̃(2−k�) = 1,∀ � ∈ [−10 ⋅ 2k, 10 ⋅ 2k] segue do Lema 2.4 que

(P̃k(QkfQk−jg))∧(�) = p(2−k�)(QkfQk−jg)∧(�)

= (QkfQk−jg)∧(�)

para todo ∣j∣ ≤ 2.
Na prova do teorema de Calderón para comutadores precisaremos usar frequentemente

o teorema de Littlewood-Paley generalizado. Para isso desenvolveremos alguns critérios
para que um multiplicador satisfaça as condições (1.1) e (1.2) desse teorema.
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Lema 2.6. Se ' ∈ C∞(ℝ) tem suporte compacto então∣∣∣∣ dd�'(�)

∣∣∣∣ ≤ { c∣�∣−1 , ∣�∣ ≤ 1
c∣�∣−−1 , ∣�∣ ≥ 1

para algum  > 0.

Demonstração. Como ' é de classe C∞ em supp('), existe c > 0 tal que ∣'′(�)∣, ∣�2'′(�)∣ ≤
c para todo � ∈ supp('). Como '′, �2'′ ≡ 0 fora de supp(') então

∣'′(�)∣, ∣�2'′(�)∣ ≤ c

para todo � ∈ ℝ. Logo ∣∣∣∣ dd�'(�)

∣∣∣∣ ≤ { c∣�∣−1 , ∣�∣ ≤ 1
c∣�∣−−1 , ∣�∣ ≥ 1

para  = 1

Lema 2.7. Se ' = �̃ ou xim�(2j⋅), com m, j ∈ ℤ, então ' satisfaz as condições (1.1) e
(1.2) do Teorema 1.6.

Demonstração. De fato, como supp(') é compacto, então pelo lema anterior ' satisfaz a
condição (1.1).

Vejamos agora a condição (1.2). Usando que ' tem suporte compacto e que não contém
a origem temos que, existem 0 < a < b tais que supp(') ⊂ ±[a, b]. Dáı, '(2−k�) ∕= 0
implica a < 2−k∣�∣ < b. Logo

log2 ∣�∣ − log2 b ≤ k ≤ log2 ∣�∣ − log2 a.

Seja J(�) = {k ∈ ℤ : log2 ∣�∣ − log2 b ≤ k ≤ log2 ∣�∣ − log2 a}. Temos que card(J(�)) ≤
log2 b− log2 a. Assim,∑

k∈ℤ

∣'(2−k�)∣2 =
∑
k∈J(�)

∣'(2−k�)∣2 ≤ ∥'∥2
L∞card(J(�))

≤ ∥'∥2
L∞(log2 b− log2 a) =: c̃2.

Vejamos que ∑
k∈ℤ

∣'(2−k�)∣2 ≥ c̃1, ∀ � ∕= 0,

para alguma constante c̃1. Se ' = �̃, basta notar que para cada � ∕= 0 existe k0 ∈ ℤ tal
que 2−k0� ∈ ±[1/4, 4]. Dáı, como �̃ ≡ 1 em ±[1/4, 4] temos∑

k∈ℤ

∣'(2−k�)∣2 ≥ '2(2−k0�) = 1.
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Agora se ' = �m�(2j⋅) seja J(�) o conjunto dos ı́ndices k tais que '(2−k�) ∕= 0. Assim∑
k∈ℤ

∣'(2−k�)∣2 =
∑
k∈J(�)

∣'(2−k�)∣2.

Mas, '(2−k�) ∕= 0 implica que 1/2 ≤ 2−k+j∣�∣ ≤ 2. Se m ≥ 0, então para cada k ∈ J(�)
temos ∣'(2−k�)∣2 = ∣2−k�∣2m�2(2−k+j�) ≥ 4−m(j+1)�2(2−k+1�). Dáı,∑

k∈ℤ

∣'(2−k�)∣2 =
∑
k∈J(�)

∣'(2−k�)∣2 ≥ 4−m(j+1)
∑
k∈J(�)

�2(2−k+j�)

= 4−m(j+1)
∑
k∈ℤ

�2(2−k+j�). (2.3)

Agora note que para cada � ∕= 0, existem no máximo três inteiros k, tais que �(2−k�) ∕= 0.
De fato, se �(2−k0�) ∕= 0, então 1/2 ≤ ∣2−k0�∣ ≤ 2. Se k /∈ {k0 − 1, k0, k0 + 1} então
ou k0 − k ≥ 2, donde ∣2−k�∣ = 2−k0+k0−k∣�∣ ≥ 2−k0+2∣�∣ ≥ 2; ou k0 − k ≤ −2, donde
∣2−k�∣ = 2k0−k−k0∣�∣ ≤ 2−k0−2∣�∣ ≤ 1/2. Em qualquer dos casos, temos 2−k� /∈ ±[1/2, 2],
donde �(2−k�) = 0. Como ∑

k∈ℤ

�(2−k�) = 1

então existe k0 ∈ ℤ tal que �(2−k0�) ≥ 1/3. Dáı, o somatório em (2.3) é maior ou igual a
1/9. Portanto ∑

k∈ℤ

∣'(2−k�)∣2 ≥ 4−m(j+1)

9
.

Quando m ≤ 0, procedemos de maneira análoga.

Lema 2.8. Seja � ∈ ℝ. Se p�(�) = e−i���p(�), então p� satisfaz as condições (1.1) com
constante da forma c = a+ b∣�∣ e (1.2) com constantes independentes de �.

Demonstração. De fato

d

d�
p�(�) = ei��(p(�) + �p′(�)) + i�ei���p(�).

Para 0 ≤ ∣�∣ ≤ 1 note que como p ∈ C∞0 (ℝ) então existe c > 0 tal que ∣p(�)∣, ∣p′(�)∣ < c.
Dáı ∣∣∣∣ dd� p�(�)

∣∣∣∣ = ∣ei��(p(�) + �p′(�)) + i�ei���p(�)∣

≤ ∣p(�)∣(1 + ∣�∣∣�∣) + ∣�∣∣p′(�)∣ ≤ c(1 + ∣�∣∣�∣) + c∣�∣
≤ c(1 + ∣�∣) + c∣�∣ ≤ c(1 + ∣�∣).

Agora, se ∣�∣ ≥ 1, então a condição∣∣∣∣ dd� p�
∣∣∣∣ ≤ c� ∣�∣−−1,
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com c� = c(1 + ∣�∣), é obviamente satisfeita pois p� ≡ 0 em ∣�∣ ≥ 1. Portanto∣∣∣∣ dd� p�(�)
∣∣∣∣ ≤ { c∣�∣−1 , ∣�∣ ≤ 1

c∣�∣−−1 , ∣�∣ ≥ 1

para algum  > 0. Além disso a constante c é da forma c = a+ b∣�∣.
Agora verifiquemos a condição (1.2). Como supp(p�) ⊂ [−1/4, 1/4] então p�(2

−k�) ∕= 0
implica 2−k∣�∣ ≤ 1/4, i.e., k ≥ log2 ∣�∣+ 2. Dáı, para todo � ∕= 0 temos∑

k∈ℤ

∣p�(2−k�)∣2 =
∑

k≥⌊log2 ∣�∣+2⌋

∣p�(2−k�)∣2 ≤
∑

k≥⌊log2 ∣�∣+2⌋

4−k∣�∣2

≤ ∣�∣2
∑

k≥⌊log2 ∣�∣+2⌋

4−k ≤ ∣�∣
2

3
4− log2 ∣�∣

= 1/3.

Por outro lado, dado � ∕= 0, temos que ∣2−k�∣ ≤ 1/8, se, e somente se k ≥ log2 ∣�∣+ 3. Dáı,
como p ≡ 1 em [−1/8, 1/8] temos∑

k∈ℤ

∣p�(2−k�)∣2 ≥
∑

k≥⌊log2 ∣�∣+3⌋

4−k∣�∣2p2(2−k�)

=
∑

k≥⌊log2 ∣�∣+3⌋

4−k∣�∣2 ≥ ∣�∣
2

3
4− log2 ∣�∣−1

= 1/12.

Lema 2.9. Seja ' ∈ C∞0 (ℝ). Para cada � ∈ ℝ defina '� por '�(�) = ei��'(�). Se

T �k f := {'�(2−k⋅)f̂}∨

então
sup
k∈ℤ
∣T �k f ∣ ≤ cM(f) (2.4)

onde c > 0 é uma constante que independe de �.

Demonstração. De fato, temos

T �k (f) = '�k ∗ f,

com
'�k = 2k'̌(� + 2k⋅).

Seja
 �(r) = sup

∣y∣>r
∣'̌(� + y)∣.
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Pela Proposição 1.7 é suficiente provarmos que∫ +∞

0

 �(r)dr = c < +∞,

onde c é uma constante que independe de �. Com efeito temos,∫ +∞

0

 �(r)dr =

∫ +∞

0

sup
∣y∣≥r
∣'̌(� + y)∣dr

=

∫ +∞

0

sup
∣y−�∣≥r

∣'̌(y)∣dr.

Façamos a mudança de variáveis s = r − ∣�∣. Temos então∫ +∞

0

sup
∣y−�∣≥r

∣'̌(y)∣dr =

∫ +∞

−∣�∣
sup

∣y−�∣≥s+∣�
∣∣'̌(y)∣ds.

Desde que ∣y − �∣ ≥ s+ ∣�∣ implica ∣y∣ ≥ s, temos∫ +∞

−∣�∣
sup

∣y−�∣≥s+∣�
∣∣'̌(y)∣ds ≤

∫ +∞

−∣�∣
sup
∣y∣≥s
∣'̌(y)∣ds.

Dáı ∫ ∞
0

 �(r)dr ≤
∫ +∞

−∣�∣
sup
∣y∣≥s
∣'̌(y)∣ds ≤

∫ +∞

−∞
sup
∣y∣≥s
∣'̌(y)∣ds.

Note agora que, como ' ∈ C∞0 (ℝ), então '̌ ∈ S(ℝ). Portanto∫ +∞

−∞
sup
∣y∣≥s
∣'̌(y)∣ds =

∫
∣s∣≤1

sup
∣y∣≥s
∣'̌(y)∣ds+

∫
∣s∣>1

sup
∣y∣≥s
∣'̌(y)∣ds

≤ ∥'̌∥0,0

∫
∣s∣≤1

ds+

∫
∣s∣>1

1

s2
∣y∣2∣'̌∣ds

≤ 2∥'̌∥0,0 + ∥'̌∥2,0

∫
∣s∣≥1

1

s2
ds

≤ c < +∞.

Portanto  � ∈ L1([0,+∞)), com∫ +∞

0

 �(r)dr = c <∞,

onde c independe de �.
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2.3 Prova do teorema de Calderón para comutadores

Nessa seção vamos dar uma prova do Teorema 2.1. Começamos por notar que podemos
assumir sem perda de generalidade que T é P+, já que H = iP+ − iP− e P+ + P− = Id.
Observe também que

∂lx[P+; a]ℎ =
l∑

k=0

ck,l[P+; ∂kxa]∂l−kx ℎ.

De fato, já que para toda f temos ∂lxP+f = P+∂
l
xf, segue da regra de Leibniz que

∂lx[P+; a]ℎ = ∂lx(P+(aℎ)− aP+ℎ)

= P+∂
l
x(aℎ)− ∂lx(aP+ℎ)

= P+(
l∑

k=0

ck,l∂
k
xa∂

l−k
x ℎ)−

l∑
k=0

ck,l∂
k
xaP+∂

l−k
x ℎ

=
l∑

k=0

cl,k
(
P+(∂kxa∂

l−k
x ℎ)− ∂kxaP+∂

l−k
x ℎ

)
=

l∑
k=0

cl,k[P+; ∂kxa]∂l−kx ℎ.

Portanto é suficiente considerar o caso onde l = 0 na desigualdade. Observe ainda que

[P+; a]∂mx f = P+(a∂mx f)− aP+∂
m
x f

= P+((aP+ + aP−)∂mx f)− aP+∂
m
x f

= P+(aP−∂
m
x f) + (P+ − Id)(aP+∂

m
x f)

= P+(aP−∂
m
x f)− P−(aP+∂

m
x f).

Segue dáı que é suficiente mostrarmos que

∥P+(aP−∂
m
x f)∥Lp ≤ ∥∂mx a∥L∞∥f∥Lp . (2.5)

Vamos então provar a desigualdade (2.5). Para isso consideramos as decomposições

â(�) =
∑
k∈ℤ

â(�)�(2−k�), f̂(�) =
∑
l∈ℤ

f̂(�)�(2−l�),

para todo � ∈ ℝ. Temos então

(aP−∂
m
x f)∧(�) = â ∗ (P−∂

m
x f)∧(�)

=
(∑
k∈ℤ

�(2−k⋅)â ∗
∑
l∈ℤ

�(2−l⋅)(P−∂mx f)∧
)

(�)
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=
(∑
k∈ℤ

(Qka)∧ ∗
∑
l∈ℤ

(QlP−∂
m
x f)∧

)
(�)

=
∑
k,l∈ℤ

(Qka)∧ ∗ (QlP−∂
m
x f)∧(�)

=
∑
k,l∈ℤ

(QkaQlP−∂
m
x f)∧(�).

Logo

P+(aP−∂
m
x f) = P+

(∑
k,l∈ℤ

QkaP−Ql∂
m
x f
)
. (2.6)

Decompomos o somatório do lado direito de (2.6) em três partes:∑
k,l∈ℤ

QkaP−Ql∂
m
x f =

∑
l−k≤−3

QkaP−Ql∂
m
x f +

∑
l−k≥3

QkaP−Ql∂
m
x f +

∑
∣k−l∣≤2

QkaP−Ql∂
m
x f.

Observemos que ∑
l−k≤−3

QkaP−Ql∂
m
x f =

∑
k∈ℤ

∑
l≤k−3

QkaP−Ql∂
m
x f

=
∑
k∈ℤ

QjaP−Pk∂
m
x f,

∑
l−k≥3

QkaP−Ql∂
m
x f =

∑
l∈ℤ

∑
k≤l−3

QkaP−Ql∂
m
x f

=
∑
k∈ℤ

PlaP−Qk∂
m
x f

∑
∣k−l∣≤2

QkaP−Qk∂
m
x f =

∑
k∈ℤ

∑
∣l−k∣≤2

QkaP−Ql∂
m
x f

=
∑
k∈ℤ

∑
∣l∣≤2

QkaP−Qk−l∂
m
x f.

Logo

P+(aP−∂
m
x f) = P+

(∑
k∈ℤ

QkaP−Pk∂
m
x f
)

+ P+

(∑
k∈ℤ

PkaP−Qk∂
m
x f
)

(2.7)

+ P+

(∑
∣l∣≤2

∑
k∈ℤ

QkaP−Qk−l∂
m
x f
)

= I + II + III.
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Vamos então estimar cada um dos termos I, II e III. Segue do Lema 2.5 que a
parcela II é nula. Portanto falta estimar apenas I e III. Para avaliar I, usamos (2.1)
para obter

I =
∑
k∈ℤ

P+(QkaPkP−∂
m
x f) =

∑
k∈ℤ

P+Q̃k(QkaPkP−∂
m
x f)

=
∑
k∈ℤ

Q̃+
k (QkaPkP−∂

m
x f)

onde Q̃+
k = P+Q̃k, isto é, o multiplicador referente à função �̃+

k (�) = �ℝ+(�)�̃(2−k�). Por
outro lado, segue da fórmula da inversão que

Q̃+
k (QkaPkP−∂

m
x f)(x) = c

∫
(Q̃+

k (QkaPkP−∂
m
x f))∧(�)eix�d�

= c

∫
�̃+(2−k�)(QkaPkP−∂

m
x f)∧(�)eix�d�

= c

∫
�̃+(2−k�)(Qka)∧ ∗ (PkP−∂

m
x f)∧(�)eix�d�. (2.8)

Podemos reescrever o termo do lado direito de (2.8) como

c

∫
�̃+(2−k�)

(∫
(Qka)∧(� − �)(PkP−∂

m
x f)∧(�)d�

)
eix�d�

= c

∫ ∫
�̃+(2−k�)�(2−k(� − �))â(� − �)p(2−k�)�ℝ−(�)�mf̂(�)eix�d�d�

= c

∫ ∫
�̃+(2−k(� + �))�(2−k�)â(�)p(2−k�)�ℝ−(�)�mf̂(�)eix(�+�)d�d�.

Logo

I = c
∑
k∈ℤ

∫ ∫
eix(�+�)�̃+(2−k(� + �))�(2−k�)p(2−k�)

(
�

�

)m
(∂mx a)∧(�)�ℝ−(�)f̂(�)d�d�

= c
∑
k∈ℤ

∫ ∫
eix(�+�)mk(�, �)(∂mx a)∧(�)(P−f)∧(�)d�d�,

onde mk(�, �) = m(2−k�, 2−k�) e m(�, �) = �̃+(� + �)�(�)p(�)
(
�
�

)m
.

Sejam q, ℎ ∈ C∞0 (ℝ) com q ≡ 1 em supp(�), ℎ ≡ 1 em supp(p), supp(ℎ) ⊂ [−1/2, 1/2],
e supp(q) ⊂ ±[1/4, 4]. Então, vale

m(�, �) = �̃+(� + �)�(�)�p(�)�(�, �),

com �(�, �) = q(�)ℎ(�)�m−1/�m ∈ C∞0 (ℝ2). Deste modo podemos escrever � como a
transformada de Fourier de uma função r em S(ℝ2)

�(�, �) = c

∫ ∫
ei(��+��)r(�, �)d�d�. (2.9)
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Observação: Existe uma boa razão para considerarmos a função � como acima. Por
exemplo, podeŕıamos considerar � com o termo �m

�m
, no lugar de �m−1

�m
e ainda assim �

seria uma função suave de suporte compacto. A razão de escolhermos � dessa forma é
que podemos obter um operador associado ao multiplicador �p(�) que, pelo Lema 2.8,
satisfaz as hipóteses do Teorema 1.6. Já se escolhéssemos � simplesmente por

�(�, �) = q(�)ℎ(�)�m/�m

nos deparaŕıamos futuramente com um multiplicador associado à função p(�), que não
satisfaz as hipóteses do Teorema 1.6, crucial nessa prova.

Figura 2.3: gráfico da função �p(�)

Afirmação: Se denotarmos por Q�
k e P �

k os multiplicadores associados respectivamente
às funções �k,�(�) = e−i�2

−k��(2−k�) e pk,�(�) = e−i2
−k��2−k�p(2−k�) então

I = c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

Q̃+
k (P �

k P−fQ
�
k∂

m
x a)r(�, �)d�d� (2.10)

De fato, substituindo (2.9) na expressão de mk(�, �), obtemos

mk(�, �) = c

∫ ∫
ei(2

−k��+2−k��)r(�, �)d�d� �̃+(2−k(� + �))�(2−k�)2−k�p(2−k�)

Logo, deduzimos usando o teorema de Fubini, a fórmula da inversão e as propriedades da
transformada de Fourier enuciadas na Proposição 1.2

I = c
∑
k∈ℤ

∫ ∫
eix(�+�)

(∫ ∫
ei(2

−k��+2−k��)r(�, �)d�d�

)
�̃+(2−k(� + �))�(2−k�)

×2−k�p(2−k�)(∂mx a)∧(�)(P−f)∧(�)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫ ∫
eix(�+�)�̃+(2−k(� + �))ei2

−k���(2−k�)(∂mx a)∧(�)

×ei2−k��2−k�p(2−k�)(P−f)∧(�)d�d� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫ ∫
eix(�+�)�̃+(2−k(� + �))(Q�

k∂
m
x a)∧(�)(P �

k P−f)∧(�)d�d� r(�, �)d�d�
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= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
(P �

k P−f)∧(�)

∫
eix(�+�)�̃+(2−k(� + �))(Q�

k(∂
m
x a)ei�⋅)∧(� + �)d�d�

×r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
(P �

k P−f)∧(�)

∫
eix��̃+(2−k�)(Q�

k(∂
m
x a)ei�⋅)∧(�)d�d� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
eix��̃+(2−k�)

∫
(P �

k P−f)∧(�)(Q�
k∂

m
x ae

i�⋅)∧(�)d�d� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
eix��̃+(2−k�)

∫
(P �

k P−f)∧(u)(Q�
k∂

m
x a)∧(� − u)dud� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
eix��̃+(2−k�)((P �

k P−f)∧ ∗ (Q�
k∂

m
x a)∧)(�)d� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
eix��̃+(2−k�)(P �

k P−fQ
�
k∂

m
x a)∧(�)d� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

∫
eix�(Q̃+

k (P �
k P−fQ

�
k∂

m
x a))∧(�)d� r(�, �)d�d�

= c

∫ ∫ ∑
k∈ℤ

Q̃+
k (P �

k P−fQ
�
k∂

m
x a) r(�, �)d�d�.

Isso conclui a Afirmação.
Segue aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais a (2.10) que

∥I∥Lp =

∥∥∥∥∥
∫ ∫ ∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�
k∂

m
x aP

�
k P−f)r(�, �)d�d�

∥∥∥∥∥
Lp

≤
∫ ∫ ∥∥∥∥∥∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�
k∂

m
x aP

�
k P−f)

∥∥∥∥∥
Lp

∣r(�, �)∣d�d�. (2.11)

Pelo Lema 2.7 vale o teorema de Littlewood-Paley genaralizado para a função �̃. Dáı,
deduzimos de (1.4) que∥∥∥∥∥∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�
k∂

m
x aP

�
k P−f)

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q�
k∂

m
x aP

�
k P−f ∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

.

Por outro lado, usando o Lema 2.9, temos∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q�
k∂

m
x aP

�
k P−f ∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

≤

∥∥∥∥∥∥sup
k∈ℤ
∣Q�

k∂
m
x a∣

(∑
k∈ℤ

∣P �
k P−f ∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c∥M(∂mx a)∥L∞

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣P �
k P−f ∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

.
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Agora, pelo Lema 2.8 podemos aplicar novamente o teorema de Litttlewood-Paley
generalizado, dessa vez à função p� , e dáı concluir que∥∥∥∥∥∥

(∑
k∈ℤ

∣P �
k P−f ∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c�∥P−f∥Lp .

Como P− é (p, p) forte, segue que∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣P �
k P−f ∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c ⋅ c�∥f∥Lp .

Logo ∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�
k∂

m
x aP

�
k P−f)

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c ⋅ c�∥M(∂mx a)∥L∞∥f∥Lp .

Usando agora que a função maximal é (∞,∞) forte, concluimos que∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�
k∂

m
x aP

�
k P−f)

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c ⋅ c�∥∂mx a∥L∞∥f∥Lp .

Portanto, deduzimos de (2.11) que

∥I∥Lp ≤
∫ ∫ ∥∥∥∥∥∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�
k∂

m
x aP

�
k P−f)

∥∥∥∥∥
Lp

∣r(�, �)∣d�d�

≤ c∥∂mx a∥L∞∥f∥Lp

∫ ∫
c� ∣r(�, �)∣d�d�

= c∥∂mx a∥L∞∥f∥Lp

∫ ∫
(1 + ∣�∣)∣r(�, �)∣d�d�

≤ c∥∂mx a∥L∞∥f∥Lp ,

já que r ∈ S(ℝ2).
Vamos agora estimar a norma ∥ ⋅ ∥Lp de III. Usando (2.2) temos

III = P+

⎛⎝∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

QkaP−Qk−j∂
m
x f

⎞⎠
=

∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

P+(QkaP−Qk−j∂
m
x f).

Sejam Q∗k e Q∗∗k−j os multiplicadores associados, respectivamente, às funções

�∗k(�) =
�(2−k�)

(2−k�)m
e �∗∗k−j(�) = (2−k�)m�(2−(k−j)�).
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Temos

(QkaQk−jP−∂
m
x f)∧(�) = (Qka)∧ ∗ (Qk−jP−∂

m
x f)∧(�)

= �(2−k⋅)â ∗ �(2−(k−j)⋅)(P−∂mx f)∧(�)

=

(
�(2−k⋅)
2−km

â ∗ 2−km�(2−(k−j)⋅)�ℝ−(∂mx f)∧
)

(�)

= c

(
�(2−k⋅)
(2−k⋅)m

(⋅)mâ ∗ (2−k⋅)m�(2−(k−j)⋅)�ℝ− f̂

)
(�)

= c(Q∗k∂
m
x a)∧ ∗ (Q∗∗k−jP−f)∧(�)

= c(Q∗k∂
m
x aQ

∗∗
k−jP−f)∧(�).

Portanto
QkaQk−jP−∂

m
x f = Q∗k∂

m
x aQ

∗∗
k−jP−f. (2.12)

Dáı,

III =
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

P+(Q∗k∂
m
x aQ

∗∗
k−jP−f). (2.13)

Segue aplicando a desigualdade de Minkowski a (2.13) e do fato P+ ser (p, p) forte, que

∥III∥Lp ≤
∑
∣j∣≤2

∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q∗k∂
m
x aQ

∗∗
k−jP−f

∥∥∥∥∥
Lp

. (2.14)

Aplicando o Lema 2.9 em (2.14), obtemos

∥III∥Lp ≤ c
∑
∣j∣≤2

∥∥∥∥∥sup
k∈ℤ
∣Q∗k∂mx a∣

∑
k∈ℤ

Q∗∗k−jP−f

∥∥∥∥∥
Lp

≤ cM(∂mx a)

∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q∗∗k P−f

∥∥∥∥∥
Lp

Usando o fato de M ser (∞,∞) forte obtemos

∥III∥Lp ≤ c∥∂mx a∥L∞

∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q∗∗k P−f

∥∥∥∥∥
Lp

(2.15)

Agora note que
Q̃kQ

∗∗
k = Q∗∗k . (2.16)

Pelo Lema 2.7 a função �̃ satisfaz as condições do teorema de Littlewood-Paley general-
izado, e dáı por (2.16) e (1.4) temos∥∥∥∥∥∑

k∈ℤ

Q∗∗k P−f

∥∥∥∥∥
Lp

= c

∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q̃kQ
∗∗
k P−f

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q∗∗k P−f ∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

.
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Novamente, pelo Lema 2.7 a função �∗∗(�) = �m�(2j�) satisfaz as condições do teorema
de Littlewood-Paley generalizado. Dáı, segue de (1.3) que∥∥∥∥∥∥

(∑
k∈ℤ

∣Q∗∗k P−f ∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c∥P−f∥Lp

Portanto, deduzimos
∥III∥Lp ≤ c∥∂mx a∥L∞∥f∥Lp .

Isso conclui a prova do teorema.
□
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Caṕıtulo 3

A regra de Leibniz fracional

3.1 Derivadas fracionárias

Seja f uma função em S(ℝ), é bem sabido que para todo k ∈ ℕ temos

(∂kxf)∧(�) = ik�kf̂(�),

ou seja,
∂kxf = {ik�kf̂}∨. (3.1)

Tal fórmula motiva a definição da derivada de ordem � quando � é real.

Definição 3.1. Se f ∈ S(ℝ) e � ∈ ℝ definimos o potencial de Riesz de f de ordem −�
ou derivada fracional de ordem �, denotada por D�f , por

D�f = {∣�∣�f̂}∨.

Segue imediato da definição que D�+� = D�D�. Assim para todo � ∈ ℝ temos

D� = D⌊�⌋D�−⌊�⌋,

onde ⌊�⌋ é o maior inteiro menor que �. Além disso, para todo natural k temos

Dk = Hk∂kx ,

onde H é a Transformada de Hilbert. De fato, por indução, se k = 1, então usando
transformada de Fourier temos que D1 = H∂x. Se a fórmula é válida para k − 1, então
usando que a transformada de Hilbert e o operador derivação comutam temos

Dk = Dk−1D1 = Dk−1H∂x = Hk−1∂kxH∂x = Hk∂kx .

Dado � qualquer real positivo, existem únicos k ∈ ℤ e � ∈ (0, 1), tais que, � = k+�. Dáı

D� = D�Hk∂kx .

Por esta razão, nas estimativas em norma Lp da derivada de ordem �, nos restringiremos
ao caso � ∈ (0, 1), tendo em vista que a limitação na norma Lp da transformada de Hilbert
já é conhecida.

40



3.2 Alguns lemas técnicos

Consideramos aqui, ainda os operadores Qk, Pk, Q̃k e P̃k como no caṕıtulo anterior.
Recordamos que

QkfPkg = Q̃k(QkfPkg) (3.2)

e que
QkfQk−jg = P̃k(QkfQk−jg), ∀ ∣j∣ ≤ 2. (3.3)

Sabemos também que

fg =

(∑
j∈ℤ

Qjf

)(∑
l∈ℤ

Qlg

)
=

∑
k∈ℤ

QkfPkg +
∑
k∈ℤ

PkfQkg +
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

QkfQk−jg. (3.4)

Sejam � ∈ (0, 1) e �1, �2 ∈ [0, �], tais que �1 + �2 = �. Para j ∈ {1, 2}, definimos os
multiplicadores

 j(�) = ∣�∣�jp(�), �j(�) = ∣�∣−�j�(�)

e os operadores associados

(Ψj
kf)∧(�) =  j(2−k�)f̂(�), (Qj

kf)∧(�) = �j(2−k�)f̂(�).

Similarmente,

�3(�) = ∣�∣�p̃(�), �4(�) = ∣�∣�1�(�), e �5(�) = ∣�∣�2�(�)

e definimos de modo semelhante os operadores associados Q3
k, Q4

k, Q5
k. Finalmente, para

cada � e � fixados, sejam

��,j(�) = exp(i��)�j(�), ��,j(�) = exp(i��)�∣�∣−�jp(�)

com j = 1, 2 e denotamos por Q�,j
k , Q�,j

k os seus respectivos operadores associados.

Lema 3.1. Dado � ∈ (0, 1), temos

D�(fg)− fD�g − gD�f =
∑
∣j∣≤2

2j�2

∑
k∈ℤ

Q3
k(Q

1
kD

�1fQ2
k−jD

�2g)

−
∑
k∈ℤ

Q̃k( 
1
kD

�2gQ1
kD

�1f)

−
∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
2
kD

�2g 2
kD

�1f)

−
∑
∣j∣≤2

2−j�1

∑
k∈ℤ

Q1
kD

�1fQ4
k−jD

�2g

−
∑
∣j∣≤2

2j�2

∑
k∈ℤ

Q2
kD

�2gQ5
k−jD

�1f
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+

∫ ∫ [∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�,1
k D�1fQ�,2

k D�2g)

]
r1(�, �)d�d�

+

∫ ∫ [∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�,2
k D�2gQ�,1

k D�1f)

]
r2(�, �)d�d�

=: I − II − III − IV − V + V I + V II

onde r1, r2 ∈ S(ℝ2).

Demonstração. Usando (3.2), (3.3) e (3.4) temos

D�(fg) =
∑
k∈ℤ

D�Q̃k(QkfPkg) +
∑
k∈ℤ

D�Q̃k(PkfQkg) +
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

D�Q̃k(QkfQk−jg)

=: I1 + II1 + III1, (3.5)

fD�g =
∑
k∈ℤ

Q̃k(PkD
�gQkf) +

∑
k∈ℤ

Q̃k(QkD
�gPkf) +

∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

QkfQk−jD
�g

=: I2 + II2 + III2. (3.6)

Trocando f por g em (3.6), temos

gD�f =
∑
k∈ℤ

Q̃k(PkD
�fQkg) +

∑
k∈ℤ

Q̃k(QkD
�fPkg) +

∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

QkgQk−jD
�f

=: I3 + II3 + III3. (3.7)

Afirmação 1 : I = III1, II = I2, III = I3, IV = III2 e V = III3.
Só provaremos aqui a identidade I = III1, já que as demonstrações das demais identidades
seguem a mesma idéia. De fato, aplicando a transformada de Fourier em I temos

Î(�) =
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

(2j�2Q3
k(Q

1
k(D

�1f)Q2
k−j(D

�2g)))∧(�)

=
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

2j�2∣2−k�∣�p̃(2−k�)(Q1
k(D

�1f)Q2
k−j(D

�2g))∧(�)

=
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

2j�2∣2−k�∣�p̃(2−k�)((Q1
k(D

�1f))∧ ∗ (Q2
k−j(D

�2g))∧)(�)

=
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

2j�2∣2−k�∣�p̃(2−k�){�(2−k⋅)∣2−k ⋅ ∣−�1∣ ⋅ ∣�1 f̂ ∗ �(2−(k−j)⋅)∣2−(k−j) ⋅ ∣−�2 ∣ ⋅ ∣�2 ĝ}(�)

=
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

2j�2∣2−k�∣�p̃(2−k�){�(2−k⋅)2k�1 f̂ ∗ �(2−(k−j)⋅)2(k−j)�2 ĝ}(�)

=
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

∣�∣�p̃(2−k�){(Qkf)∧ ∗ (Qk−jg)∧}(�) =
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

∣�∣�p̃(2−k�)(QkfQk−jg)∧(�)
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=
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

∣�∣�(Q̃k(QkfQk−jg))∧(�) =
∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

(D�Q̃k(QkfQk−jg))∧(�)

=
(∑
∣j∣≤2

∑
k∈ℤ

D�Q̃k(QkfQk−jg)
)∧

(�).

Logo I = III1.
Usando a afirmação 1 acima, vemos que é suficiente provar que V I = I1 − II3 e

V II = II1 − II2. Vemos ambas as provas são análogas, provaremos apenas a primeira
igualdade. Com efeito, por (3.5) e (3.7) temos

I1 − II3 =
∑
k∈ℤ

(
D�Q̃k(PkgQkf)− Q̃k(PkgQkD

�f)
)
. (3.8)

Observamos que a transformada de Fourier em � do termo dentro da soma em (3.8) é
dada por

∣�∣��̃(2−k�)(PkgQkf)∧(�)− �̃(2−k�)(PkgQkD
�f)∧(�)

= ∣�∣��̃(2−k�)((Pkg)∧ ∗ (Qkf)∧)(�)− �̃(2−k�)((Pkg)∧ ∗ (QkD
�f)∧)(�)

= ∣�∣��̃(2−k�)

∫
(Pkg)∧(�)(Qkf)∧(� − �)d� − �̃(2−k�)

∫
(Pkg)∧(�)(QkD

�f)∧(� − �)d�

= ∣�∣��̃(2−k�)

∫
p(2−k�)ĝ(�)�(2−k(� − �))f̂(� − �)d�

−�̃(2−k�)

∫
p(2−k�)ĝ(�)�(2−k(� − �))∣� − �∣�f̂(� − �)d�

=

∫
�̃(2−k�)�(2−k(� − �))p(2−k�)(∣�∣� − ∣� − �∣�)ĝ(�)f̂(� − �)d�.

Logo

D�Q̃k(PkgQkf)(x)− Q̃k(PkgQkD
�f)(x)

= c

∫
(D�Q̃k(PkgQkf)− Q̃k(PkgQkD

�f))∧(�)eix�d�

= c

∫∫
�̃(2−k�)�(2−k(� − �))p(2−k�)(∣�∣� − ∣� − �∣�)ĝ(�)f̂(� − �)eix�d�d�

= c

∫∫
exp{ix(� + �)}�(2−k�)�̃(2−k(� + �))p(2−k�)(∣� + �∣� − ∣�∣�)f̂(�)ĝ(�)d�d�

= c

∫ ∫
exp{ix(� + �)}∣�∣−�2p(2−k�)∣�∣−�1�(2−k�)�̃(2−k(� + �))

×{∣� + �∣� − ∣�∣�}∣�∣�1 f̂(�)∣�∣�2 ĝ(�)d�d�.

Portanto,

I1 − II3 = c

∫ ∫
exp{ix(� + �)}∣�∣−�2p(2−k�)∣�∣−�1�(2−k�)�̃(2−k(� + �))

×{∣� + �∣� − ∣�∣�}(D�1f)∧(�)(D�2g)∧(�)d�d�. (3.9)
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Considere

mk(�, �) = ∣�∣−�2p(2−k�)∣�∣−�1�(2−k�)�̃(2−k(� + �)){∣� + �∣� − ∣�∣�}.

Temos então que a expressão em (3.9) é igual a

c

∫ ∫
exp{ix(� + �)}mk(�, �)(D�1f)∧(�)(D�2g)∧(�)d�d�. (3.10)

Note que mk(�, �) = m(2−k�, 2−k�), onde

m(�, �) = ∣�∣−�2p(�)∣�∣−�1�(�)�̃(� + �){∣� + �∣� − ∣�∣�}

e, recordando o suporte de � e �̃ dados no caṕıtulo anterior temos

supp(m) ⊂ {(�, �) ∈ ℝ2 : 1/8 ≤ ∣� + �∣ ≤ 8, ∣�∣ ≤ 1/4, 1/2 ≤ ∣�∣ ≤ 2}.

Sejam ℎ, g ∈ C∞0 (ℝ) tais que ℎ ≡ 1 em supp(�), g ≡ 1 em supp(p) e supp(g)∩supp(ℎ) = ∅.
Assim

m(�, �) = �∣�∣−�2p(�)∣�∣−�1�(�)�̃(� + �)�1(�, �),

onde

�1(�, �) = g(�)ℎ(�)

[
∣� + �∣� − ∣�∣�

�

]
.

Afirmação 2 : �1 ∈ C∞0 (ℝ2).
Para ver isso, note primeiro que

∣� + �∣� − ∣�∣�

�
= �

∫ 1

0

∣s� + �∣�−1ds.

Como supp(g) e supp(ℎ) são compactos e disjuntos, existe c > 0 (c = distância de supp(g)
a supp(ℎ)) tal que ∣s� + �∣ ≥ c, para todo � ∈ supp(g) e todo � ∈ supp(ℎ). Dáı,∫ 1

0

∣s� + �∣ds ≤ c�−1.

Portanto
∣� + �∣� − ∣�∣�

�

é uma função suave sem singularidades para � ∈ supp(g) e � ∈ supp(ℎ). Como g, ℎ ∈
C∞0 (ℝ), então �1 ∈ C∞0 (ℝ2).
Sabendo-se então que � ∈ C∞0 (ℝ2), a fórmula da inversão nos garante que existe r1 ∈
S(ℝ2) tal que

�(�, �) = c

∫ ∫
exp{i(�� + ��)}r1(�, �)d�d�.
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Portanto

mk(�, �)(D�1f)∧(�)(D�2g)∧(�)

= c

∫ ∫
exp{i(�2−k� + �2−k�)}2−k�∣2−k�∣−�2p(2−k�)(D�2g)∧(�)

∣2−k�∣−�1�(2−k�)(D�1f)∧(�)�̃(2−k(� + �))r1(�, �)d�d�

= c

∫ ∫
exp{i�2−k�}2−k�∣2−k�∣−�2p(2−k�)(D�2g)∧(�)

exp{i�2−k�}∣2−k�∣−�1�(2−k�)(D�1f)∧(�)�̃(2−k(� + �))r1(�, �)d�d�

= c

∫ ∫
(Q�,2

k D�2g)∧(�)(Q�,1
k D�1f)∧(�)�̃(2−k(� + �))r1(�, �)d�d�.

Logo, substituindo essa última expressão em (3.10) e usando o teorema de Fubini obtemos

D�Q̃k(PkgQkf)(x)− Q̃k(PkD
�fQkg)(x)

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

∫
�

exp{ix(� + �)}(Q�,2
k D�2g)∧(�)(Q�,1

k D�1f)∧(�)�̃(2−k(� + �))d�d�

]
×r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

∫
�

exp{ix(� + �)}(Q�,2
k D�2g)∧(�)(Q�,1

k D�1f ⋅ ei�⋅)∧(� + �)�̃(2−k(� + �))d�d�

]
×r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

(Q�,2
k D�2g)∧(�)

∫
�

exp{ix(� + �)}(Q�,1
k D�1f ⋅ ei�⋅)∧(� + �)�̃(2−k(� + �))d�d�

]
×r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

(Q�,2
k D�2g)∧(�)

∫
�

exp{ix�}(Q�,1
k D�1f ⋅ ei�⋅)∧(�)�̃(2−k�)d�d�

]
r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

exp{ix�}�̃(2−k�)

∫
�

(Q�,2
k D�2g)∧(�)(Q�,1

k D�1f ⋅ ei�⋅)∧(�)d�d�
]
r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

exp{ix�}�̃(2−k�)

∫
�

(Q�,2
k D�2g)∧(�)(Q�,1

k D�1f)∧(� − �)d�d�

]
r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

exp{ix�}�̃(2−k�)((Q�,2
k D�2g)∧ ∗ (Q�,1

k D�1g)∧)(�)d�

]
r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

exp{ix�}�̃(2−k�)(Q�,2
k (D�2g)Q�,1

k (D�1f))∧(�)d�

]
r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

[∫
�

exp{ix�}(Q̃k(Q
�,2
k (D�2g)Q�,1

k (D�1f)))∧(�)d�

]
r1(�, �)d�d�

= c

∫
�

∫
�

Q̃k(Q
�,2
k (D�2g)Q�,1

k (D�1f))r1(�, �)d�d�.
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Portanto

I1 − II3 =
∑
k∈ℤ

(D�Q̃k(PkgQkf)− Q̃k(PkD
�fQkg))

= c

∫
�

∫
�

[∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�,2
k (D�2g)Q�,1

k (D�1f))

]
r1(�, �)d�d�.

Para estimar a norma Lp da derivada produto D�(fg)−fD�g−gD�f devemos estimar
a norma Lp de cada uma das parcelas I, II, III, IV , V , V I e V II que aparecem no
Lema 3.1. Para estimar essas parcelas, a idéia será usar a mesma técnica utilizada na
demonstração do teorema de Calderón, aplicando o teorema de Littlewood-Paley nos
multiplicadores envolvidos. Portanto, se queremos estimar a norma Lp de D�(fg) −
fD�g − gD�f devemos começar provando que os multiplicadores envolvidos pertencem
à classe de funções que satisfazem o teorema de Litllewood-Paley generalizado, enuciado
no Caṕıtulo 1.

Notemos que, como � ∈ C∞0 , segue que os multiplicadores �1, �2, �4, �5 e ��,j (j =
1, 2) pertencem também a C∞0 (ℝ ∖ {0}). Logo, pelo Lema 2.6 do caṕıtulo anterior eles
satisfazem a condição (1.1). Seguindo a mesma idéia do Lema 2.7 temos que �1, �2, �4, �5

e ��,j(j = 1, 2) satisfazem a condição (1.2). Agora passaremos a invertigar as outras
funções.

Lema 3.2. Se ' =  j, �3 ou ��,j, então ' satisfaz as condições (1.1) e (1.2) do Teorema
1.6. Além disso, no caso ' = ��,j, a constante que verifica a condição (1.1) pode ser
tomada da forma c(�) = a+b∣�∣ e as constantes que verificam a condição (1.2) independem
de �.

Demonstração. Começamos analisando o operador  j. Para todo � ∕= 0 temos

d

d�
 j(�) = �j∣�∣�j−1p(�) + ∣�∣�j

d

d�
p(�).

Como p ∈ C∞0 , então

sup
�∈ℝ

∣∣∣∣�j∣�∣2�jp(�) + ∣�∣2�j+1 d

d�
p(�)

∣∣∣∣ , sup
�∈ℝ

∣∣∣∣�jp(�) + ∣�∣ d
d�
p(�)

∣∣∣∣ < c <∞.

Logo ∣∣∣∣ dd� j(�)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣�j∣�∣�j−1p(�) + ∣�∣�j
d

d�
p(�)

∣∣∣∣
≤ c∣�∣�j−1
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e ∣∣∣∣ dd� j(�)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣�j∣�∣�j−1p(�) + ∣�∣�j
d

d�
p(�)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣�j∣�∣2�jp(�) + ∣�∣2�j+1 d

d�
p(�)

∣∣∣∣ ∣�∣−(�j+1)

≤ c∣�∣−�j−1,

para todo � ∕= 0. Logo tomando  = �j, segue que  j satisfaz o lema.
Na análise de  j, a única propriedade de p usada foi que esta função tem suporte

compacto. Assim, �3 também satisfaz a condicão (1.1), já que �3, a menos da função p̃,
que também tem suporte compacto, tem a mesma forma de  j. Olhando os passos do
Lema 2.8 nos convecemos que  j e �3 também satisfazem a condição (1.2).

Por fim analisemos o multiplicador ��,j.

d

d�
��,j(�) = i�ei���∣�∣−�jp(�) + ei��[(1− �j)∣�∣−�j + �∣�∣1 − �jp′(�)].

Logo ∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ ∣�∣∣�∣1−�j ∣p(�)∣+ (1− �j)∣�∣−�j + ∣�∣1−�j ∣p′(�)∣

Logo, para todo  > 0 temos∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ (∣�∣∣�∣2−�j−∣p(�)∣+ (1− �j)∣�∣1−�j− + ∣�∣2−�j−∣p′(�)∣

)
∣�∣−1 (3.11)

e ∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ (∣�∣∣�∣−�j ∣p(�)∣+ (1− �j)∣�∣−�j+1 + ∣�∣−�j ∣p′(�)∣

)
∣�∣−−1. (3.12)

Seja 0 <  ≤ 1− �j. Então se ∣�∣ ≤ 1 em (3.11), temos∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ (∣�∣∥p∥L∞ + (1− �j) + ∥p′∥L∞) ∣�∣−1

Portanto existem a1, b1 > 0 tal que∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ (a1 + b1∣�∣)∣�∣−1,

para todo ∣�∣ ≤ 1. Agora quando ∣�∣ ≥ 1, note que como ��,j ∈ C∞0 então existe R > 0 tal

que
∣∣∣ dd���,j(�)∣∣∣ = 0 para todo ∣�∣ ≥ R. Por outro lado, se fizermos 1 ≤ ∣�∣ ≤ R em (3.12)

obtemos∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ (

∣�∣∥�−�jp∥L∞ + (1− �j)R−�j+1 + ∥�−�jp′∥L∞
)
∣�∣−−1

≤ (a2 + b2∣�∣)∣�∣−−1,
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para algum a2, b2 > 0. Portanto existem a2, b2 > 0 tal que∣∣∣∣ dd� ��,j(�)
∣∣∣∣ ≤ (a2 + b2∣�∣)∣�∣−−1

para todo ∣�∣ ≥ 1. Tomando c = a + b∣�∣, com a = max{a1, a2}, b = max{b1, b2},
concluimos a demonstração. A demonstração de que ��,j satifaz a condição (1.2) segue
os mesmos passos do Lema 2.8.

3.3 Estimativas para a derivada fracionária do pro-

duto

A regra de Leibniz usual nos dá uma expressão para a derivada ordinária do produto
de duas funções a saber

dn

dxn
(fg) =

n∑
j=1

cj,n
dn−i

dxn−j
f
dj

dxj
g.

Aqui nós estudaremos a derivada fracional do produto de duas funções a fim de obter,
não uma expressão, mas uma estimativa para a mesma. Mais precisamente, gostaŕıamos
de estimar

D�
x (fg)− fD�

xg − gD�
xf (3.13)

na norma Lp(ℝ). Usando os lemas da seção anterior, temos em mão todas as ferramentas
para estimar a norma Lp da derivada fracional do produto de duas função.

Teorema 3.1 (Regra de Leibniz fracional). Sejam p ∈ (1,+∞) e p1, p2 ∈ (1,+∞), tais
que, 1/p = 1/p1 + 1/p2 e sejam � ∈ (0, 1), �1, �2 ∈ [0, �] com � = �1 + �2. Então existe
c > 0, tal que,

∥D�(fg)− fD�g − gD�f∥Lp ≤ c∥D�1f∥Lp1∥D�2g∥Lp2 (3.14)

para toda f, g.

Demonstração. A idéia é estimar cada uma das parcelas I, II, III, IV, V, V I e V II
da Poposição 3.1 usando o racioćınio utilizado na demonstração do teorema de Calderón,
com o aux́ılio dos lemas acima. Usando a desigualdade de Minkowski, Teorema 1.6 b
(aplicado a Q3

k), Lema 2.9, Proposição 1.7 e a desigualdade de Hölder, respectivamente,
vemos que:

∥I∥Lp =

∥∥∥∥∥∥
∑
∣j∣≤2

2j�2

∑
k∈ℤ

Q3
k(Q

1
k(D

�1f)Q2
k−j(D

�2g))

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c
∑
∣j∣≤2

∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q3
k(Q

1
k(D

�1f)Q2
k−j(D

�2g))

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c
∑
∣j∣≤2

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q1
k(D

�1f)Q2
k−j(D

�2g)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp
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≤ c
∑
∣j∣≤2

∥∥∥∥∥∥sup
k∈ℤ
∣Q2

k−j(D
�2g)∣

(∑
k∈ℤ

∣Q1
k(D

�1f)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c
∑
∣j∣≤2

∥∥∥∥∥∥M(D�2g)∣

(∑
k∈ℤ

∣Q1
k(D

�1f)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c ∥M(D�2g)∥Lp2

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q1
k(D

�1f)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp1

≤ c ∥D�2g∥Lp2 ∥D�1f∥Lp1 .

As estimativas de II e III seguem a mesma idéia, já que os operadores envolvidos também
satisfazem o teorema de Littlewood-Paley generalizado. Seguimos agora com a estimativa
de IV . Usando a desiguladade de Cauchy-Schwarz e a desiguladade de Hölder e o teorema
de Littlewood-Paley generalizado temos

∥IV ∥Lp =

∥∥∥∥∥∥
∑
∣j∣≤2

2j−�1

∑
k∈ℤ

Q1
k(D

�1f)Q4
k−j(D

�2g)

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤
∑
∣j∣≤2

2j−�1

∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q1
k(D

�1f)Q4
k−j(D

�2g)

∥∥∥∥∥
Lp

≤
∑
∣j∣≤2

2j−�1

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q1
k(D

�1f)∣2
)1/2(∑

k∈ℤ

∣Q4
k−j(D

�2g)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤
∑
∣j∣≤2

2j−�1

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q1
k(D

�1f)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp1

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q4
k−j(D

�2g)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp2

≤ c
∑
∣j∣≤2

2j−�1 ∥D�1f∥Lp1 ∥D�2g∥Lp2

≤ c ∥D�1f∥Lp1 ∥D�2g∥Lp2 .

A estimativa de V segue os mesmos passos da estimativa de IV .
Estimamos agora V I e V II.

∥V I∥Lp =

∥∥∥∥∥
∫ ∫ [∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�,1
k (D�1f)Q�,2

k (D�2g))

]
r1(�, �)d�d�

∥∥∥∥∥
Lp

≤
∫ ∫ ∥∥∥∥∥∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�,1
k (D�1f)Q�,2

k (D�2g))

∥∥∥∥∥
Lp

∣r1(�, �)∣d�d�.

Agora estimamos o integrando assim como fizemos para I. Com efeito, usando o teorema
de Littlewood-Paley generalizado ao operador Q̃k , o Lema 2.9 e a desigualdade de Hölder
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obtemos∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�,1
k (D�1f)Q�,2

k (D�2g))

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q�,1
k (D�1f)Q�,2

k (D�2g)∣2
)1/2

∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥sup
k∈ℤ
∣Q�,2

k (D�2g)∣

(∑
k∈ℤ

∣Q�,1
k (D�1f)∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥M(D�2g)

(∑
k∈ℤ

∣Q�,1
k (D�1f)∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c ∥M(D�2g)∥Lp2

∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q�,1
k (D�1f)∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp1

.

Agora, pelo Lema 3.2 podemos aplicar o teorema de Littlewood-Paley generalizado ao
operador Q�,1

k e a constante que aparece no teorema é da forma c(�) = a+ b∣�∣. Dáı∥∥∥∥∥∥
(∑
k∈ℤ

∣Q�,1
k (D�1f)∣2

)1/2
∥∥∥∥∥∥
Lp1

≤ c(�)∥D�1f∥Lp1 .

Logo ∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q̃k(Q
�,1
k (D�1f)Q�,2

k (D�2g))

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c(a+ b∣�∣)∥D�2g∥Lp2∥D�1f∥Lp1 .

Portanto

∥V I∥Lp ≤
∫ ∫ ∥∥∥∥∥∑

k∈ℤ

Q̃k(Q
�,1
k (D�1f)Q�,2

k (D�2g))

∥∥∥∥∥
Lp

∣r1(�, �)∣d�d�

≤ c∥D�2g∥Lp2∥D�1f∥Lp1

∫ ∫
(a+ b∣�∣)∣r1(�, �)∣d�d�.

Desde que r1 ∈ S(ℝ2) segue que a última integral é finita. Portanto, concluimos que

∥V I∥Lp ≤ c∥D�2g∥Lp2∥D�1f∥Lp1 .

A estimativa de V II segue os mesmos passos.

3.4 A regra de Leibniz no caso p1 =∞ e �1 = 0

Na seção anterior o teorema de Littlewood-Paley generalizado se demonstrou suficiente
para obtermos a estimativa (3.14), no caso onde p, p1, p2 ∈ (1,+∞). Agora queremos
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investigar o caso onde p1 = +∞, p2 = p, �1 = 0 e �2 = �. Nesse caso, não basta
somente aplicar o teorema de Littlewood-Paley generalizado assim como fizemos na seção
anterior. Para tratar desse caso especial, desenvolveremos primeiro algumas ferramentas
envolvendo o espaço BMO.

Consideremos a decomposição diádica de ℝ, que consiste da coleção de todos os inter-
valos da forma [

m

2k
,
m+ 1

2k

)
,

com m, k ∈ ℤ. Note que para cada x ∈ ℝ, existe um único intervalo diádico de tamanho
2−k e que contém x, o qual denotaremos por Ik(x).

Dada uma sequência {fk(x)}k∈ℤ de funções, consideramos

A({fk})(x) =

(∑
k∈ℤ

1

∣Ik(x)∣

∫
Ik(x)

∣fk(y)∣2dy

)1/2

(3.15)

e

C({fk})(x) = sup
J∋x

J diádico

⎛⎜⎜⎝ 1

∣J ∣
∑
I⊂J

I diádico
∣I∣=2−k

∫
I

∣fk(y)∣2dy

⎞⎟⎟⎠
1/2

. (3.16)

Proposição 3.1. Para quaisquer sequências de funções {fk}k∈ℤ, {gk}k∈ℤ temos∫
ℝ

∑
k∈ℤ

∣fk(x)∣∣gk(x)∣dx ≤ c

∫
ℝ
A({fk})(x)C({gk})(x)dx

Para demonstrar a proposição acima adataremos o método aplicado por R. Coifman,
Y. Meyer e E. M. Stein na prova do Teorema 1 em [3] ao caso discreto.

Primeiro identificaremos uma sequência de funções {fk}k∈ℤ como uma função f(x, k)
em ℝ × ℤ. Consideraremos ℤ com a medida de contagem que denotaremos por �. Para
cada x ∈ ℝ, seja

Γ(x) = {(y, k) ∈ ℝ× ℤ; y ∈ Ik(x)} =
∪
k∈ℤ

Ik(x)× {k}.

Assim, o operador (3.15) pode ser reescrito como

A({fk})(x) = A(f)(x) =

(∫
Γ(x)

∣f(y, k)∣2dyd�(k)

2−k

)1/2

.

Para cada J ⊂ ℝ diádico, seja

Ĵ =
∪
k∈ℤ

{(y, k) ∈ ℝ× ℤ; y ∈ I, I ⊂ J, Idiádico, ∣I∣ = 2−k}

=
∪

2−k≤∣J ∣

{(y, k) ∈ ℝ× ℤ; y ∈ J} =
∪

2−k≤∣J ∣

J × {k}
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Assim o operador em (3.16) pode ser reescrito como

C({fk})(x) = C(f)(x) = sup
J∋x

J diádico

{
1

∣J ∣

∫
Ĵ

∣f(y, k)∣2dyd�(k)

}1/2

. (3.17)

Para cada F ⊂ ℝ, considere o conjunto

R(F ) =
∪
x∈F

Γ(x).

Lema 3.3. Se �(y, k) é uma função mensurável não negativa então∫
F

{∫
Γ(x)

�(y, k)dyd�(k)

}
dx ≤

∫
R(F )

�(y, k)2−kdyd�(k).

Demonstração. De fato, note primeiro que

(y, k) ∈ Γ(x)⇔ y ∈ Ik(x)⇔ x− y
2−k

∈ I0(0)⇔ �

(
x− y
2−k

)
= 1,

onde � é a função caracteŕıstica do intervalo I0(0). Dáı, segue do teorema de Fubini que∫
F

{∫
Γ(x)

�(y, k)dyd�(k)

}
dx =

∫
F

{∫
Γ(x)

�(y, k)�

(
x− y
2−k

)
dyd�(k)

}
dx

≤
∫
F

{∫
R(F )

�(y, k)�

(
x− y
2−k

)
dyd�(k)

}
dx

≤
∫
R(F )

�(y, k)

{∫
F

�

(
x− y
2−k

)
dx

}
dyd�(k).

Como ∫
F

�

(
x− y
2−k

)
dx ≤

∫
Ik(y)

dx = ∣Ik(y)∣ = 2−k,

segue o lema.

Para cada ℎ > 0, vamos considerar o conjunto

Γℎ(x) = {(y, k) ∈ Γ(x); 2−k ≤ ℎ}.

Definimos

A(f ∣ℎ)(x) =

(∫
Γℎ(x)

∣f(y, k)∣2dyd�(k)

2−k

)1/2

.

Fixada uma função g, considere a função

ℎ(x) = sup{ℎ > 0;A(g∣ℎ)(x) ≤
√

2C(g)(x)}.
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Lema 3.4. Para cada intervalo diádico J de tamanho 2−k, temos

∣{x ∈ J ;ℎ(x) ≥ 2−k}∣ ≥ 2−k−1.

Demonstração. Aplicando o lema anterior ao conjunto F = ℝ e à função

�(y, k) = ∣g(y, k)∣22k�Ĵ ,

obtemos ∫
ℝ

{∫
Γ(x)

∣g(y, k)∣22k�Ĵdyd�(k)

}
dx ≤

∫
ℝ×ℤ
∣g(y, k)∣2�Ĵdyd�(k)

=

∫
Ĵ

∣g(y, k)∣2dyd�(k). (3.18)

Juntando (3.17) e (3.18) obtemos

1

∣J ∣

∫
J

{∫
Γ(x)

∣g(y, j)∣2�Ĵ
dyd�(j)

2−j

}
dx ≤ 1

∣J ∣

∫
Ĵ

∣g(y, k)∣2dyd�(k)

≤ inf
x∈J

C2(g)(x). (3.19)

Por outro lado, como Γ2−k
(x) ⊂ Ĵ para todo x ∈ J e Γ2−k

(x) ⊂ Γ(x), temos

1

∣J ∣

∫
J

A(g∣2−k)2(x)dx =
1

∣J ∣

∫
J

{∫
Γ2−k (x)

∣g(y, j)∣2dyd�(j)

2−j

}
dx

≤ 1

∣J ∣

∫
J

{∫
Γ(x)

∣g(y, j)∣2�Ĵ
dyd�(j)

2−j

}
dx. (3.20)

Assim, deduzimos de (3.19) e (3.20) que

1

∣J ∣

∫
J

A(g∣2−k)2(x)dx ≤ inf
x∈J

C2(g)(x).

Note que, pela definição de ℎ(x), A(g∣2−k)(x) >
√

2C(g)(x) sempre que ℎ(x) < 2−k.
Assim

inf
x∈J

C2(g)(x) ≥ 1

∣J ∣

∫
{x∈J ;ℎ(x)<2−k}

A(g∣2−k)2(x)dx

≥ 1

∣J ∣

∫
{x∈J ;ℎ(x)<2−k}

2C(g)2(x)dx

≥ 2

∣J ∣
inf
x∈J

C2(g)(x)∣{x ∈ J ;ℎ(x) < 2−k}∣.

Logo

∣{x ∈ J ;ℎ(x) < 2−k}∣ ≤ ∣J ∣
2
.

Logo

∣{x ∈ J ;ℎ(x) ≥ 2−k}∣ ≥ ∣J ∣
2

= 2−k−1.
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Lema 3.5. Se �(y, k) é uma função mensurável não negativa, então∫
ℝ×ℤ

�(y, k)2−k−1dyd�(k) ≤
∫
ℝ

{∫
Γℎ(x)(x)

�(y, k)dyd�(k)

}
dx.

Demonstração. Pelo teorema de Fubini temos∫
ℝ

{∫
Γℎ(x)(x)

�(y, k)dyd�(k)

}
dx =

∫
ℝ

{∫
ℝ×ℤ

�Γℎ(x)(x)(y, k)�(y, k)dyd�(k)

}
dx

=

∫
ℝ×ℤ

�(y, k)

{∫
ℝ
�Γℎ(x)(x)(y, k)dx

}
dyd�(k). (3.21)

Note que, para cada (y, k) fixado, temos que

�Γℎ(x)(x)(y, k) = 1

se, e somente se, x ∈ Ik(y) e ℎ(x) ≥ 2−k. Dáı, pelo lema anterior∫
ℝ
�Γℎ(x)(x)(y, k)dx =

∫
{x∈Ik(y);ℎ(x)≥2−k}

dx

= ∣{x ∈ Ik(y);ℎ(x) ≥ 2−k}∣ ≥ 2−k−1. (3.22)

Substituindo essa última desigualdade em (3.21), concluimos a demonstração do lema.

Demonstração da Proposição 3.1. Considere a função

�(y, k) = ∣f(y, k)∣∣g(y, k)∣2k.

Pelo lema anterior temos∫
ℝ×ℤ
∣f(y, k)∣∣g(y, k)∣dyd�(k) = 2

∫
ℝ×ℤ

�(y, k)2−k−1dyd�(k)

≤ 2

∫
ℝ

{∫
Γℎ(x)(x)

�(y, k)dyd�(k)

}
dx

= 2

∫
ℝ

{∫
Γℎ(x)(x)

∣f(y, k)∣∣g(y, k)∣dyd�(k)

2−k
dx

}
.(3.23)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz à integral em (3.23) obtemos∫
ℝ×ℤ
∣f(y, k)∣∣g(y, k)∣dyd�(k) ≤ 2

∫
ℝ
A(f ∣ℎ(x))(x)A(g∣ℎ(x))(x)dx

≤ 2
√

2

∫
ℝ
A(f ∣ℎ(x))(x)C(g)(x)dx

≤ 2
√

2

∫
ℝ
A(f)(x)C(g)(x)dx,
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o que conclui a demonstração da proposição. □

Seja f ∈ L1
loc(ℝ) e J ⊂ ℝ um intervalo. Então fJ denotará a média de f sobre o

intervalo J , ou seja

fJ =
1

∣J ∣

∫
J

f(x)dx.

Denotaremos por M#(f) a função maximal sharp, dada por

M#(f)(x) := sup
J∋x

1

∣J ∣

∫
J

∣f(y)− fJ ∣dy.

Denotaremos por BMO(ℝ) o espaço de todas as funções f ∈ L1
loc(ℝ) tais que M#(f) ∈

L∞(ℝ), munido da norma ∥f∥∗ = ∥M#(f)∥L∞ . Note que L∞(ℝ) ⊂ BMO(ℝ), mais ainda,
∥ ⋅ ∥BMO ≤ 2∥ ⋅ ∥L∞ .

Consideramos também o espaço de Hardy H1(ℝ), como sendo

H1(ℝ) = {f ∈ Lp(ℝ);Hf ∈ L1(ℝ)}.

Um resultado importante envolvendo os espaços acima é o seguinte:

Teorema 3.2. Para cada f ∈ BMO(ℝ), a aplicação

g ∈ H1(ℝ) 7−→ Tf (g) :=

∫
ℝ
f(x)g(x)dx (3.24)

define um elemento de H1(ℝ)∗. Além disso, a aplicação

f ∈ BMO(ℝ) 7−→ Tf ∈ H1(ℝ)∗

é um isomorfismo. Em outras palavras, o dual de H1(ℝ) é BMO(ℝ) e todo elemento de
H1(ℝ)∗ pode ser representado da forma (3.24).

Demonstração. Ver [14] Caṕıtulo 4.

Lema 3.6. Seja f ∈ BMO(ℝ). Então para cada intervalo diádico J ⊂ ℝ, temos∑
k∈ℤ

∑
I⊂J
∣I∣=2−k

∥Qkf∥2
L2(I) ≤ c∣J ∣∥f∥2

BMO

onde (Qkf)∧ = m(2−k⋅)f̂ , com m satisfazendo as hipóteses do Teorema 1.6.

Demonstração. Ver [14] caṕıtulo 4, Teorema 3.

A seguir consideraremos a função S(f) denotada por

S(f)(x) =

⎛⎜⎜⎜⎝ ∑
J diádico

J∋x
∣J∣=2−k

1

∣J ∣

∫
J

∣Qkf(y)∣2dy

⎞⎟⎟⎟⎠
1/2

,

onde Qkf = {m(2−k⋅)f̂}∨, e m é uma função que satisfaz as hipóteses do Teorema 1.6.
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Lema 3.7. Para cada 1 < p < +∞

∥S(f)∥Lp ≤ c∥f∥Lp .

Demonstração. Ver [11].

Lema 3.8. Sejam m1,m2 funções que satisfazem as hipóteses do teorema 1.6 e tal que
∣m2∣ ≤ ', onde ' é decrescente e

∫
ℝ ' < +∞. Se Qk, Ψk são dados por (Qkf)∧ =

m1(2−k⋅)f̂ , (Ψkf)∧ = m2(2−k⋅)f̂ , então

a)
∥∥∑

k∈ℤQkfk
∥∥
H1 ≤ c∥A({fk})∥L1;

b) A({QkfΨkg})(x) ≤ cS(f)(x)M(g)(x).

Demonstração. Primeiro note que, pelo teorema de Plancherel∫
ℝ
Qkfk(x)g(x)dx =

∫
ℝ
fk(x)Qkg(x)dx.

Pela Proposição 3.1 temos∣∣∣∣∣∑
k∈ℤ

∫
ℝ
Qkfk(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈ℤ

∫
ℝ
fk(x)Qkg(x)dx

∣∣∣∣∣
≤

∑
k∈ℤ

∫
ℝ
∣fk(x)∣∣Qkg(x)∣dx ≤

∫
ℝ
A({fk})(x)C({Qkg})(x)dx.

Agora note que o Lema 3.6 implica que C({Qkg}) é limitada por ∥g∥L∞ , para cada
g ∈ BMO(ℝ). De fato, se g ∈ BMO(ℝ) então

C({Qkg})(x) = sup
J∋x

J diádico

1

∣J ∣
∑
k∈ℤ

∑
I⊂J

I diádico
∣I∣=2−k

∥Qkg∥L2(I)

≤ sup
J∋x

J diádico

c

∣J ∣
∣J ∣∥g∥BMO ≤ 2c∥g∥L∞ .

Assim ∣∣∣∣∣∑
k∈ℤ

∫
ℝ
Qkfk(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ c∥A({fk})∥L1 ,

para toda g ∈ BMO(ℝ). Logo, pelo Teorema 3.2∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Qkfk

∥∥∥∥∥
H1

= sup
g∈BMO
∥g∥BMO≤1

∣∣∣∣∣∑
k∈ℤ

∫
ℝ
(Qkfk)

∧(�)ĝ(�)d�

∣∣∣∣∣
≤ c∥A({fk})∥L1 .
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Para provar b), basta usar o Lema 2.9, para obter

(A({QkfΨkg})(x))2 =
∑
I∋x

Idiádico
∣I∣=2−k

1

∣I∣

∫
I

∣Qkf(y)∣2∣Ψg(y)∣2dy

≤ sup
k∈ℤ
∣Ψkg∣2S(f)2(x)

≤ cM(g)2(x)S(f)2(x).

Dáı segue o resultado.

Agora estamos prontos para estimar a derivada fracional do produto, como em (3.14),
no caso em que p1 = +∞, p2 = p, �1 = 0 e �2 = �.

Teorema 3.3. Seja 0 < � < 1 e 1 < p < +∞. Então

∥D�(fg)− fD�g − gD�f∥Lp ≤ c∥g∥L∞∥D�f∥Lp .

Demonstração. Pelo Lema 3.1 temos apenas quatro tipos de operadores a considerar:∑
k∈ℤ

Qk(QkgQkD
�f), (3.25)

∑
k∈ℤ

QkgQkD
�f, (3.26)

∑
k∈ℤ

Qk(ΨkgQkD
�f), (3.27)

∑
k∈ℤ

Pk(QkgΨkD
�f). (3.28)

O argumento para limitar os termos (3.25) e (3.27) são similares. Deste modo estimaremos
apenas (3.27). Sejam q ∈ (1,+∞) tal que 1/p + 1/q = 1 e ℎ ∈ Lq(ℝ), com ∥ℎ∥Lq ≤ 1.
Então, argumentando como na seção anterior temos∣∣∣∣∣

∫
ℝ

∑
k∈ℤ

Qk(ΨkgQkD
�f)ℎdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
ℝ

∑
k∈ℤ

ΨkgQkD
�fQkℎdx

∣∣∣∣∣
≤

∫
ℝ

sup
k∈ℤ
∣Ψkg∣

∑
k∈ℤ

∣QkD
�f ∣∣Qkℎ∣dx ≤

∫
ℝ
M(g)

∑
k∈ℤ

∣QkD
�f ∣∣Qkℎ∣dx

≤ c∥g∥L∞
∫
ℝ

(∑
k∈ℤ

∣QkD
�f ∣2

)1/2(∑
k∈ℤ

∣Qkℎ∣2
)1/2

dx

≤ c∥g∥L∞

∥∥∥∥∥(∑
k∈ℤ

∣QkD
�f ∣2

)1/2

∥∥∥∥∥
Lp

∥∥∥∥∥(∑
k∈ℤ

∣Qkℎ∣2
)1/2

∥∥∥∥∥
Lq

≤ c∥g∥L∞∥f∥Lp∥ℎ∥Lq ≤ c∥g∥L∞∥f∥Lp .
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Vamos agora estimar (3.26). Ainda com a notação das seções anteriores temos∑
k∈ℤ

QkgQkD
�f =

∑
k∈ℤ

Pk(QkgQkD
�f).

Seja ℎ ∈ Lq(ℝ), com ∥ℎ∥Lq ≤ 1. Então, pelo teorema de Plancherel e pela Proposição 3.1∣∣∣∣∣
∫
ℝ

∑
k∈ℤ

Pk(QkgQkD
�f)ℎdx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
ℝ

∑
k∈ℤ

QkgQkD
�fPkℎdx

∣∣∣∣∣
≤

∫
ℝ

∑
k∈ℤ

∣QkgQkD
�fPkℎ∣dx ≤ c

∫
ℝ
A({QkD

�fPkℎ})C({Qkg})dx.

Pelo Lema 3.6, C({Qkg}) é limitada por c∥g∥L∞ . Por outro lado, pelo Lema 3.8

A({QkD
�fPkℎ}) ≤ cS(D�f)M(ℎ).

Deste modo, combinando as desigualdade de Hölder, o Teorema 1.6, e usando que M é
(q, q) forte, obtemos∣∣∣∣∣

∫
ℝ

∑
k∈ℤ

Q̃k(QkgQkD
�f)ℎdx

∣∣∣∣∣ ≤ c∥g∥L∞∥S(D�f)∥Lp∥M(ℎ)∥Lq

≤ c∥f∥Lp∥g∥Lq ≤ c∥g∥L∞∥f∥Lp .

Logo, pela Proposição 1.4 temos∥∥∥∥∥∑
k∈ℤ

Q̃k(QkgQkD
�f)

∥∥∥∥∥
Lp

= sup
ℎ∈Lq

∥ℎ∥Lq≤1

∣∣∣∣∣
∫
ℝ

∑
k∈ℤ

Q̃k(QkgQkD
�f)ℎdx

∣∣∣∣∣
≤ c∥g∥L∞∥f∥Lp .

A estimativa de (3.28) segue os mesmos passos da estimativa de (3.26). Concluimos assim
a demonstração do teorema.

3.5 Aplicação da Regra de Leibniz fracional

Encerramos dando uma aplicação da regra de Leibniz.

Definição 3.2. Seja s ∈ ℝ. Definimos o espaço de Sobolev de ordem s e base Lp, que
denotaremos por W s,p(ℝ), para 1 ≤ p ≤ +∞, por

W s,p(ℝ) = {f ∈ S ′(ℝ); Jsf = {(1 + �2)s/2f̂}∨ ∈ Lp(ℝ)},

com norma ∥ ⋅ ∥s,p dada por
∥f∥s,p := ∥Jsf∥Lp .
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Proposição 3.2. As normas ∥f∥s,p e ∥f∥Lp + ∥Dsf∥Lp são equivalentes, para todo 1 ≤
p ≤ +∞.

Demonstração. Ver [13] Caṕıtulo 5, Seção 3.2, Lema 3.2.

Teorema 3.4 (Lema de Sobolev). Se s > 1/2, então fg ∈ W s,2(ℝ), para toda f, g ∈
W s,2(ℝ). Além disso

∥fg∥s,2 ≤ cs∥f∥s,2∥g∥s,2.

Demonstração. Ver [6], caṕıtulo 3.

Esse resultado nos diz que para s > 1/2, W s,2(ℝ) é uma álgebra, com respeito ao
produto de funções. Usando o Teorema 3.3, provaremos que W s,p(ℝ) ∩ L∞(ℝ) é uma
álgebra com relação ao produto de funções, para todo s positivo e 1 < p < +∞. Mais
precisamente:

Teorema 3.5. Sejam 1 < p < +∞ e s > 0. Se f, g ∈ W s,p(ℝ) ∩ L∞(ℝ) então fg ∈
W s,p(ℝ) ∩ L∞(ℝ). Além disso

∥fg∥s,p ≤ cs(∥f∥s,p∥g∥L∞ + ∥f∥L∞∥g∥s,p).

Ou seja W s,p(ℝ) é uma álgebra de Banach com respeito ao produto pontual de funções,
para todo 1 < p < +∞ e s > 0.

Demonstração. De fato, pelo Teorema 3.3, temos que para todo 0 < s < 1

∥Ds(fg)− fDsg − gDsf∥Lp ≤ c∥g∥L∞∥Dsf∥Lp .

Logo, a desigualdade de Hölder implica que

∥Ds(fg)∥Lp ≤ ∥fDsg∥Lp + ∥gDsf∥Lp + c∥Dsf∥Lp∥g∥L∞
≤ ∥f∥L∞∥Dsg∥Lp + (1 + c)∥g∥L∞∥Dsf∥Lp .

Dáı, pela Proposição 3.2 concluimos que

∥fg∥s,p ≤ c(∥g∥L∞∥g∥s,p + ∥f∥s,p∥g∥L∞).
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