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Resumo

ALGUNS TEOREMAS DE CLASSIFICACAO PARA
HIPERSUPERFICIES COMPACTAS EM FORMAS ESPACIAIS

Alguns teoremas de classificacao para 2008 hipersuperficies compactas em
formas espaciais

Carlos Diosado Espinoza Penafiel

Orientadora: Walcy Santos

Neste trabalho, primeiro estudaremos o operador auto-adjunto Cheng-
Yau O para um dado campo tensorial Codazzi ¢ = Zij iw; @ w; em
uma variedade Riemanniana. Como uma aplicacao vamos obter uma classi-
ficacao das variedades Riemannianas compactas n-dimensionais imersas em
uma forma espacial com uma certa condigao sobre a curvatura média ob-
servando que a segunda forma fundamental é um tensor Codazzi em M e
aplicando o estudo prévio.

Palavras-Chave: Tensor Codazzi, Hipersuperficies, Operador Cheng
Yau.
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Abstract

SOME THEOREMS OF CLASSIFICATIONS FOR COMPACT
HIPERSURFACES IN SPACE FORMS

Carlos Diosado Espinoza Penafiel

Advisor: Walcy Santos

In this work, we first study the Cheng-Yau’s self-adjoint operator [J for
a given Codazzi tensor field ¢ =),  ijw; ® w; on an Riemannian manifold.
We obtain a general rigidity theorem (see Theorem (2.4.1)) which general-
izes Cheng-Yau’s work ([17]). Let M be an n-dimensional hypersurfaces in
an (n+1)-dimensional real space forms M"™*!(c). Observing that the second
fundamental form tensor h;; is a natural Codazzi tensor on M, we apply
the previous study to theses hypersurfaces and obtain general rigidity results
(see (3.2.1) and (3.2.2)) which unify some existing results.

Keywords: Codazzi Tensor, Hipersurfaces, Cheng Yau’s Operator.
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Introducao

O espago ambiente no qual trabalharemos serao as variedades Riemanni-
anas compactas n-dimensionais e as variedades Riemannianas (n+1)-dimensionais
com curvatura seccional constante, chamaremos também a estas, formas es-
paciais reais e as denotaremos com Q™! (c), temos assim,

1. Se ¢ >0, Q" (¢) = S"*! (¢), a esfera (n+1)-dimensional.
2. Sec=0, Q" (¢) = R" 0 espago Euclidiano (n-+1)-dimensional.

3. Sec <0, Q" (c) = H"™ (¢), o espago hiperbdlico (n+1)-dimensional.

Também trabalharemos com hipersuperficies compactas n-dimensionais im-
ersas nas formas espaciais.

O artigo ”Global rigidity theorems of Hypersurfaces”do professor Haizhong
Li é uma continuacao do trabalho ”"Hypersurfaces with constant scalar curva-
ture in space forms” do mesmo autor, no artigo ” Hypersurfaces with constant
scalar curvature in space forms”o professor Li prova dois teoremas de rigidez
para hipersuperficies compactas com curvatura escalar normalizada constante
em uma forma espacial Q"' (¢) (com ¢ > 0, n > 3), nesse trabalho o pro-
fessor Li da condigbes sob a norma da segunda forma fundamental (denotada
por |B|) da hipersuperficie, para concluir se a hipersuperficie é totalmente
umbilica ou se é o produto de uma esfera com um circulo; o professor Li
faz esse trabalho por introduzindo e estudando o operador auto-adjunto de
Cheng-Yau 0.

Este trabalho esta dividido em quatro partes, na primeira parte introduzimos
as definicOes necessarias e ferramentas que utilizaremos durante a dissertacao,
nesta primeira parte ressaltamos especialmente as equagoes de estrutura
para uma variedade Riemanniana, aqui definimos as formas de conexao e
provamos que elas s6 dependem da métrica Riemanniana da variedade, aqui



também definimos as equacgoes de estrutura da variedade Riemanniana que
junto com o operador de Cheng-Yau (veja definigdo (2.3.1)) nos leva a uma
importante equagao que nos va permitir provar nosso primeiro teorema (veja
equacao (2.19) ), na segunda parte do trabalho definimos a no¢ao de campo
tensorial ”Codazzi”em uma variedade Riemanniana e introduzimos o oper-
ador de Cheng-Yau (denotado [J), associado a um campo tensorial Codazzi
(¢ = Zgbijwi ® w;), aqui também provamos que sob certas condi¢oes o
7
operado]r de Cheng-Yau é auto-adjunto e finalmente provamos o primeiro
dos dois teoremas principais de este trabalho, este primeiro teorema diz que
se ¢ = Z ¢i;w; ® wj é um campo tensorial Codazzi sobre uma variedade
ij

Riemanniana que satisfaz |Vo|* > |V (tr¢)|” entdo se a curvatura seccional
da variedade ¢ positiva, entao todos os autovalores de ¢;; sao iguais; se a
curvatura seccional é nao negativa entio |Vo|> = |V (tr¢)|” (veja teorema
(2.4.1)). Terminamos esta segunda parte dando una estimativa que sera til
para a terceira parte do trabalho (veja lema. (2.4.3)).

Na terceira parte do trabalho trabalhamos com as equacoes de estrutura
de uma hipersuperficie compactas em uma forma espacial real, introduzi-
mos a segunda forma fundamental B e a curvatura media H da hipersu-
perficie, damos a equacao de Gauss que mistura a segunda forma funda-
mental a curvatura media e a curvatura escalar normalizada (veja equagao
(3.2)) da hypersuperficies, como estamos trabalhando com hipersuperficies
compactas, nés aproveitamos a equagao do capitulo anterior (veja equagao
(2.19)) e a estimativa dada no final de esse mesmo capitulo para chegar
até o segundo teorema principal (veja teorema (3.2.1)) que diz, se M é uma
hipersuperficie compacta n-dimensional em uma forma espacial real Q™" (c)
e [VB|*> > n?|VH|? e o quadrado da norma segunda forma fundamental
e o quadrado da curvatura media satisfazem uma certa desigualdade (veja
(3.13)), entdao ou |B|? = nH?, e M é uma hipersuperficie totalmente umbilica,
ou | B|? satisfaz uma outra igualdade (veja (3.14)) e M tem duas curvaturas
principais.

Como conseqiiéncia de este teorema vamos poder classificar as hipersuperficies
compactas n-dimensionais com curvatura media constante (veja coroldrio
(3.2.1)), esta classificacao foi primeiro provada por Sun Ziqi em 1984 e pub-
licado em 1987 (ver teorema 1 de [27]), e uma completa expressao foi depois
redescobrido por H. Alencar y M. do Carmo independentemente em 1992
e publicado em 1994 (ver teorema 1 de [1]), como uma outra conseqiiéncia
obtemos o resultado obtido por Haizhong Li no artigo ”"Hypersurfaces with
constant scalar curvature in space forms”que ja mencionamos no inicio da



introdugao (veja corolario (3.2.2)).

Iniciamos a ultima parte de este trabalho definindo a nocao de W-superficie
introduzida por S. S. Chern para superficies em espacos Euclidianos 3-dimensionais
(veja [11]), daremos uma aplicagao as superficies em uma forma espacial real
3-dimensional e veremos que a condigao |VB|? > n?|VH|?, pode ser consid-
erado como uma natural generalizacao do conceito de W-superficie especial.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades diferenciaveis

Iniciaremos o trabalho dando a definicao do espago ambiente em que
trabalharemos.

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto
M e uma familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R" — M de abertos

U, de R™ em M tais que

1. Uza(Uy) =M

2. Para todo par a, (3, com x,(Us) Nxg(Ug) = W # @, os conjuntos

o H (W) e xgl(W) sio abertos em R"™ e as aplicagoes z' o xgl $G0

diferencidveis.

3. A familia {(Uy, )} € mazimal relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (Ua, o) (ou a aplicagao z, ) com p € x,(U,) é chamada uma para-
metrizagao ( ou sistema de coordenadas ) de M em p; z,(U, ) é entao chamada
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uma vizinhanca coordenada (ou simplesmente vizinhanga) em p. Uma familia
{(Uq, o)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel em
M.

Ezemplo 1. O espaco euclideano R", com a estrutura diferenciavel dada
pela identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.

1.2 Vetores tangentes e covetores em variedades

Agora lembraremos a nocao de vetores tangentes e definiremos os cov-
etores.

vamos de denotar com D(M) o conjunto das fungoes reais (infinitamente
diferenciaveis) definidas em M, isto é,

D(M)={g: M —R,ge C*}
Vetores tangentes.- Iniciaremos com a nocao de vetores tangentes.

Definicao 1.2.1. Um vetor tangente a uma variedade diferencidvel (de classe
C*) M no ponto p, com p € M é uma aplicagio que a cada f € D(M) faz

corresponder um nimero real v[f] tal que

i) vlaf +bg] = av[f] + bvlg];

i)  v[fg] =v[flg(p) + f(p)vlgl;

para todo f,g € D(M) e todo a,b € R

Sejam v e w vetores tangentes a M em p com a,b € M. Entao
(av + bv)[f] = av[f] + bulg]

Isto é conjunto dos vetores tangentes a variedade em um determinado ponto
pode ser dotado de uma estrutura de espago linear.

bt



Definicao 1.2.2. Seja p € M, o conjunto de vetores tangentes dotada com

a operagdo acima é o espago tangente a M em p (denotado T,(M)).

Base do espaco tangente. Dada uma carta

¢ : UCcM—R"

p— (T1,..., Tp)

podemos definir

e,
€i = %Lp(p)
com i = 1,...,n. O conjunto {e;}! ; forma uma base para o espago tangente
a M em p.

Mudanga de coordenadas para vetores tangentes.- Se (U, ©q) € (Us, @p) s80
duas parametrizagoes de um mesmo ponto p € M, entao vejamos a relacao
entre as duas bases naturais do espaco tangente. Em virtude da existéncia
de duas cartas teremos duas expressoes para um vetor tangente a M em p.

.0
vo= Zvaxil%(p)

“:Z,ai (»)

./
7

. K
Queremos ver a relacao entre os coeficientes , v' e v* . Para isto aplicamos v
sobre f € D(M), nos dois sistemas de coordenadas

o[f] = Zvale%

—Z'ﬁ »)

onde f = fop, !, f: f oy, relacionando f com f

f o= fopr!
f o= fou!
f = fOSObWPcfl



onde ¢y 0 ;' é a mudanga de coordenadas
pop; :R" — R"
(z', .., 2") — (z

Como,

temos que,

U[f] = ZU |S0a
Df (" b)), am (at L an
5 2 ) )

i

a regra da cadeia nos diz,

; 11 n n 1 n
olf] = szﬁf(:r (xh, ..., x ),.i.,x (x',...,x ))|90a(p)
i Of 007
= 22 o)

ox) 0
- Z(ZU 8x’>_f'

-/
J (2

A mudanca de coordenadas para v é

; 3:10
Vo= z :U axz ’9004

7

ou colocando f em funcao de f
/ J
i ox
v @
P
Covetores.- Os vetores tangentes dos que falamos até agora, serao chamados

de contravariantes. Agora veremos os vetores covariantes (ou covetores) e
0 espaco cotangente.
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> & derivada na diregao

Uma base do espacgo tangente a R é simplesmente
da unica coordenada. Um vetor tangente a R serd
)
w = W— |4
dt"™
Podemos pensar na diferencial df como uma aplicacao que a cada vetor tan-
gente faz corresponder um nimero

df :T,(M) — R

_y
ox?

a cada espago linear (espaco tangente) podemos associar um espac¢o dual

(denotado T7(M)), isto é, o espago no qual cada elemento é uma aplicagao

que vai do espago tangente ao espaco dos nimeros reais. df é entao um
elemento desse espaco

v — w=uvlf] |pvi

vV — V¥
T,(M) — T;(M)

T3 (M) se denomina espago cotangente. Um exemplo de aplicacao deste tipo
é o produto escalar por um vetor fixo.

Ate agora temos uma base do espaco tangente 7,(M ), mais nao temos do
espago cotangente T;(M ). Veremos que num certo sentido, esta base é for-
mada pelas diferenciais das fungoes coordenadas

{el = dxj}j:Lm,n.

Um elemento do espaco cotangente, b € T;(M ), se escreve na base proposta
€como
b= bidal |,
J

Definimos as funcoes u! como sendo
u:R™ — R
(xt, ..., 2™) — 2,
agora tomando um carta ¢ em uma vizinhanca de p € M podemos construir
as aplicacoes ' pela composicao
'=uop: M — R

p +—



Temos dito que dz’ sao em certo sentido as componentes da base porque
na realidade esta notacao ¢ um abuso: os dx’/ se constroem tomando ¢’
onde antes tomavamos f. Para uma funcao g entao podemos escrever sua
expressao na base

dg
ox’
Construamos agora essa base de diferenciares. Para isso utilizamos ¢* €
D(M) ={f: M — R;f € C®°(M)}. O abuso de notagao consiste em
chamar 27 & fungdo 7. A base ¢ {d¢’}7_| e da’ sua expressao em coorde-
nadas. Agora vejamos como atua dy’ em um determinado vetor v

dg = |<p(p)da7i

de’[v] = w[¢]

Ol
= Zvl;jb

i

Oxd
= Zv’aii lp

= Z vidf

—_= ’U]

Abusando de notacao 5
d J i—. - ‘
x [;U ax’] v

Se calculamos sobre =2, isto é sobre a base tangente:

oz’
0 Op? O
J =
de [ax’] dx' Ox
2' 8
= & [8x1]

a atuacao dos elementos da base do dual sobre a do espaco tangente nos da
1se i =7 e 0 em outro caso. Isto nao é mais que a definicao de uma base
dual.

Concluimos entao que sobre um ponto p da variedade M podemos definir um
espaco tangente, formado por vetores covariantes e com uma base natural.
Do mesmo modo podemos definir um espaco cotangente como combinacao
lineal de aplicagoes Tp,(M) — R (diferenciais) e com uma base natural dy’.
Mudanca de coordenadas para covetores.- Vejamos como se transforma as
componentes de um vetor covariante ao utilizar o sistema de coordenadas



correspondente a outra base. Nesse caso teremos outra base dual cuja com-
ponentes denotaremos com ”linha”:

b= > bda!
J

b = ij/dxj

-/

J

/

. ¥
Para expressar b, em termos de b; devemos expressar da’ em termos de dz?

’

b = Zb]dl’](]}l,, ...,J}'n )
J

a ‘ !
S aﬁ’ dz? )
J

./
J

a J R
- ST g
J

logo,

1.3 Tensores em variedades

A definicao de tensor para uma variedade qualquer é analoga a definicao em
R™ uma vez que passamos dos pontos da variedade a pontos em R™ mediante
a aplicacao de carta, usando a estrutura diferenciavel da variedade.

Tensores tangentes a variedade num ponto

Para construir os tensores (2,0), duas vezes contravariantes, zero vezes co-
variantes, tomamos dois vetores v e w do espaco tangente.

; 0
v:Zvaxi

-0
w:ij%
j

10



Formamos um novo objeto como o produto tensorial dos dois vetores, T =
v ® w, assim

.0 0
pr— 4 J
T Eij viw py ® _8xj

99
_ i 9 o 9
2T 559 55

)

As componentes de 7" na base a?ci ® % (produto tensorial das bases dos

espagos tangentes) sao T% = viw’ (no sistema (z!, ..., 2™))

Como conhecemos as regras de transformacao das componentes dos vetores,

podemos imaginar como sao as regras para os tensores em qualquer outro
/

sistema de coordenadas, x! ,...,2™ as novas componentes sao,
A N ¥
7 = v’
N ¥
or' 01!
= —) — W
—~ Oz —~ JxJ
i j
0x Oa
A
= T (1.1)
— Jx' Ol

ij

Esta é a maneira de construir objetos contravariantes e obter seu comporta-
mento baixo mudancas de coordenadas a partir de tantos vetores do espago
tangente quanto a quantidade de indices do objeto procurado. A expressao
1.1 é a definigao cléssica dos tensores duas vezes contravariantes.

Podemos construir um espaco linear com este tipo de objetos, um espaco
linear de tensores 2-contravaiantes, de dimensao m?. Uma combinacao linear
de tensores se transformara do mesmo modo que um tensor. O espaco dos
tensores 2-contravariantes tangentes a variedade M no ponto p se denotara
TZ(M) ou tensores do tipo (2,0).

Generalizando o processo construtivo se define

Definicao 1.3.1. Tensor T r vezes contravariante tangente a variedade
M no ponto p é um conjunto de m” niimeros reais T" " (componentes no sis-
tema de coordenadas associada a carta (U, ¢q),p € U,) junto com a condigdo

/ ’

de que em qualquer outro sistema de coordenadas x! , ...,x™ associado a qual-

quer carta admissivel (Uy, ) tal que p € Uy, as m” com componentes de sao

i ¥
g (51 v
it -y 92 0
« Jxy Oz
iy

Tt (1.2)

11
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isto €, um objeto tal que cada coordenada se transforma de modo contravari-

ante.

O conjunto de esses tensores se denotara por T (M)

Tensores covariantes a variedade num ponto
Sejam dois elementos do espago cotangente, a,b € T;(M). Eles estdao dados
por

a = Z a;dx’
b= > bda
o objeto o construirmos do mesmo modo como antes, mediante o produto
tensorial T'=a ® b ‘ .
T = Z aibjdacz ® dIJ
ij
donde T;; = a;b; sao as componentes de 1" na base dr' @ da’.

S6 temos que escrever a mudanca de coordenadas como mudanca da cada m
dos fatores

T./ ./ = a./b./

i'j
= Z azZ
oxt 8x3

= 2 o o™

oxt Ox?
= F— 1 1.3
izj oz Oz’ (13)

Analogamente a como fizemos com os contravariantes, podemos definir o
espago lineal T (M) das combinagoes lineares de objetos de este tipo, o
espaco de tensores 2 vezes covariantes, ou tensor do tipo (0,2)

Definicao 1.3.2. Tensor T s wvezes covariantes ¢ o cunjunto de n®
niimeros reais Ty, ; (componentes no sistema de coordenadas x', ..., 2" as-

sociado a carta (U,, p,), p € U,) junto com a condi¢ao de que em qualquer

12



’

n

’
outro sistema de coordenadas x' ,...,x" associado a qualquer carta admissi-

ble (Uy, pp) tal que p € Uy as n® componentes de T sdo

r 7 or™  Ox's
iyl T E , Q1. :
i1...05

Ll . .. ./
“oxrh Oxls

isto €, um objeto tal que cada coordenada se transforma de modo covariante.
O conjunto de esses tensores se denotard por Ty (M)

Tensor (r,s)

Vamos construir mediante produtos tensoriares de vetores e covetores, obje-
tos mistos, varias vezes covariantes e varias vezes contravariantes.

Vejamos o exemplo de um tensor tipo (1,1). "= v ® a tem por componentes

T! = v'a; na base 2 ® da?. Seus componentes mudam mediante a lei
T, = vay (1.4)
oz’ . O
= —'——a; 1.5
Dat 9
= T = . 1.6
Z 70zt Qi (1.6)

)

Sao objetos de n? componentes pertencentes ao espago de tensores T} (M)
Um tensor r vezes contravariante e s vezes covariante tangente a M
no ponto p é um conjunto de n"** niimeros reais

010y
{5 =1,
(componentes num sistema de coordenadas z?, ..., 2" associado a uma carta
(Ua, a) tal que p € U,) junto com a condi¢ao que as componentes em qual-
/ ’

m

quer outro sistema de coordenadas z! , ...,2™ associado a outra carta admis-

sible, (Uy, ¢p) com p € U, sao
. . . .
T Oz Ox'™ Ozt Ol .
T = S e (1.7)
J1rends L= Qxr Oxtr Orir  OxJs B
01.ebpf1---Js

Operagoes com tensores:
-Soma de tensores: Dados T, S tensores de tipo (r,s) com componentes

N N 7 N
T yeeeyd B yennyl
T3V 7, ST o tensor suma P =T + S tem as componentes
]17"'7‘75 .71"").]3
. . X N W] ¥
Ty yeeel Ty yeenyd Ty yeeeyl
Py =T 451777

j17~-~1.]s ]17“'7js ]11'“7.]3
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A soma s6 esta definida entre tensores do mesmo tipo, associadas a mesma
variedade no mesmo ponto. De maneira andloga se pode definir o produto
por um numero real.

-Produto de tensores: Esta dada pela seguinte regra

®:THM) xT2(M) — T2 (M)

S1+s2
(T,S) — P=Q[T,S]=T®S
( 01 5eeybry kl,.,.,kTQ) i1,e0try k1krg nityenieg oF1seokeg
j17~~~7jsl’ l17"'7l$2 J1yeess js2ll---l52 o jlu'“:jsl ll:"'7l$2

Definicao invariante de tensores tangentes a M em um ponto p
Daremos uma nova defini¢ao de tensor considerando aplicagoes multilinares
que toma copias dos espacos tangentes e cotangente e produce um nimero.

Covetores como aplicacgoes lineares, lembremos que se a € T ;(M ). Este
dual esta constituido por aplicacoes lineares como a que tomam elementos
do espaco tangente e os levam a niimeros reais. Logo a nao é mais que uma
aplicagao linear dada por

a:T,(M) — R
v o— alv
Os covetores sao parte do espago Ty (M) = T;(M). A linearidade significa

nada mas que
alkyv + kow] = kyalv] + koalw]

Dada a base do espaco cotangente {e'} = {dz'} podemos expressar qualquer
elemento do espago cotangente como combinagao linear de elemento de sua
base. O mesmo com os vetores contravariantes e sua correspondente base.

alv] = Zaidxi[z vj%]

i J
0
— i det =
= 2 a5
ij
mais por definicao a atuacao da base cotangente sobre a base tangente é
1

J 0, outro caso.



Isto nos permite interpretar os vetores covariantes como aplicagoes lineares
sobre uma copia do espaco tangente.

Vetores contravariantes como aplicagoes lineares, Também se podem
interpretar os elementos do espago tangente como aplicagoes lineares. Con-
sideremos v € T,(M). v é uma aplicagdo que a cada elemento do espaco
cotangente faz corresponder um ntumero real

v:Ty(M) — R

’ a +— vla] = alv]

Isto nos permite fazer uma interpretacao de um vetor como uma aplicacao
linear de uma copia do espago contangente em R. A linearidade se deriva da
linearidade da aplicagao a[v]

v[kia + kob] = (kra + kob)[v]
kiav] + kob[v]
kiv[a] + kov[b]

Tensores (0,2) como aplicagoes multilineares, Se tem o problema de
interpretar os tensores de ordem superior. Para isto procedemos, como na
definicao de tensor, de modo construtivo. Suponhamos que queremos formar
os tensores do tipo (0,2). Sejam dois covetores a, b de tipo (0,1). E de esperar
que este objeto seja calculado em dois covetores. Definimos a aplicacao

®: T,(M) x T,(M) — R
(v,w) — ®[a,b](v,w) = alv]blw] (1.8)

que a cada par de vetores associa um numero real: o produto da atuagao de
cada um dos covetores sobre seu vetor respectivo. Esta aplicacao, que atua
sobre dois copias do espacgo tangente, é linear em seus dois argumentos.

E evidente que a ® b # b ® a. Agora podemos construir um espago linear
mediante combinagoes lineares, o espaco linear dos tensores do tipo (0,2). Se
ki,ke € Rea,b,c,d sao covetores e v, w vetores tangentes a mesma variedade
no mesmo ponto se cumple

(k1(a®b) + ka(c @ d))[v,w] = ... = kya[v]blw] + kaclv]d[w]

Um tensor do tipo (0,2) é uma aplicagao bilinear que atua sobre duas copias

do espago cotangente
T:T,(M)xT,(M) — R

(v,w) +—— T[v,w]
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Tensores (0,2), dados um sistema de coordenadas (z',...,2"), uma carta

(U, pa) com p € U e a base {dz'}", de Tx(M), a base para o espago de
tensores (0,2), de n? elementos é

{dl‘l &® dxj}i,jzl,...,n
isto quer dizer que qualquer T' € T (M) se pode escrever como
T =Y T(dr' ® da?)
ij

!
Agora passamos a um novo sistema de coordenadas x! , ..., 2" com uma base

para os tensores (0,2) associada que é
N 7
1
{de" ®@da? }ijm1
Para expressar os antigos em funcao dos novos sé temos que ter em conta o
critério de Einstein A
¥
d Z az' v
oxt

./ x
(2

assim que, utilizando para a segunda igualdade a linearidade do produto

tensorial
oxt o 0x)
T = Tij —dx’ ;
S5 2 2

./
?

oxt oI
— T ; dr' ® dx’
S5 T s’ 0)

de modo que reencontramos a partir da deﬁnigéo intrinseca a definicao classica
¢ Ozl
T, = E Tz
" ’ a " oad

Vejamos qual é a expressao em termos das componentes de v e w de T'[v, w] €
R

T, w] = ZTU (dz' @ da?)[v, w]
= Zdex |da? [w]
i l
ij

16



Tensores (0,2), os tensores tipo (2,0) como aplicagoes esperam dois vetores
e devolvem um nimero real

v@w:T)(M)xT;(M) — R
(a,b) — (v®w)la,b] = v]ajw[b] = alv]blw] (1.9)

podemos definir combinacoes de objetos deste tipo. Dados ki, ks € R

(kv @ w+ kot @ u)]a,b] = kyvl[a]w[b] + kat]a]u[b]
= kia[v]blw] + kqalt]bu]

TZ(M), ao que pertencem estas combinagoes, é um espaco linear sobre o
corpo dos reais, porque temos definido a soma de tensores (0,2) e o produto
pelos elementos do corpo de escalares; desejamos construir uma base natural
associada ao sistemas de coordenadas x', ..., 2" de uma carta (Uy, ), p € Us.
A base natural do espaco tangente, {% ?_, permite construir uma base dos
tensores 2 vezes contravariantes do seguinte modo

0 0
{8:ri ® %}1j:1m

Todo T' € T¢(M) podemos expressa-lo

L0 0
T=2 155 o

Vejamos qual é a expressao em coordenadas da atuacao de um tensor de tipo
(2,0) sobre um par de covetores. Tendo em conta a linearidade e as regras,

Tla,b] = > T ai@%)[a,b]

v

0 0
= i [q] ——
%:T 5 U551
0 0
— g k1 Y l
%:T e [Ek: axda*) 5 [El: bydz']
= Y T9a'V

ij

Tensores (r,s), tensor de tipo (r,s) T tangente & variedade M no ponto p

¢ uma aplicacao multilinear de r-cépias do espago cotangente e s-copias do
espago tangente Ty (M) x ... x Tx(M) x T,(M) x ... x T,(M) em R

T:Ty(M)x ..xT/(M)xTy(M)x..xT,(M) — R

(@1, ey @y V1, oy ) — Tlag, ..., @p, v1, ..., Vg
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tem que ser linear em cada um de seus argumentos.

Produto tensorial Sejam T'(r1,s;) e S(r2,s2). Se define como o produto
tensorial de T por S e se denota T'® S a um tensor do tipo (r1 + rg, $1 + S2)
dado pela seguinte relagao

(T'® S)[a1y ey Qpyy b1y ooy gy V14 ooy Vs, W oy W, |
=T[a1, ..., Qry, V1, o Vs, |S[01, oy by, W1, oy W, |

Tensor simétrico, (definicao cldssica) Seja 7' um tensor de tipo (r,s) tan-
gente a variedade M no ponto p. Dizemos que T' é simétrico em seus indices p-
ésimo e g-ésimo se em um sistema de coordenadas suas componentes cumprem

v rpitegunipe.ir
J1---Js J1---Js

para todo 41...7,, j1...0s = 1, ..., n.
Tensor simétrico, (definigao intrinseca) Seja 7' um tensor de tipo (r,s) tan-

gente a variedade M no ponto p. Se diz que T' é simétrico em seus argumentos
p-ésimo e g-ésimo se se cumpre

Tlay...ap...aq...0r,01...05] = T[ay...aq...0p...a, V1...0)

Tensor anti-simétrico, (defini¢ao intrinseca) Seja T' um tensor de tipo (r,s)
tangente a variedade M no ponto p. Se diz que T ¢é anti-simétrico em seus
argumentos p-ésimo e g-ésimo se se cumpre

Tlay...ap...aq...0p,v1...05]| = =Tay...aq...0p...Qr, Uy ... V5]

1.4 Variedade Riemanniana

Nesta secao introduzimos a nocao de variedade Riemanniana.

Definigao 1.4.1. (Métricas Riemannianas) Uma métrica Riemanniana (ou
estrutura Riemanniana) em uma variedade diferencidvel M é uma lei que faz
corresponder a cada ponto p de M um produto interno (isto €, uma forma bi-
linear simétrica, positiva definida) <,>, no espago tangente T,M , que varia
diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M € um sis-
tema de coordenadas locais em torno de p, com z(xy,...,x,) = q € xz(U) e

9 (q) = dx(0,...,1,...,0), entdo:

18



9 0
= 8_1:2(61)’3_%((]) >, = Gij(z1, ..., zp)

€ uma funcao diferencidvel em U.

Definicao 1.4.2. Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Rie-

manniana chama-se uma variedade Riemanniana

Observacao 1.4.1. Seja M uma Variedade Riemanniana n-dimensional,
dado um ponto p € M, podemos encontrar uma vizinhanca U de p e uma
colegdo {ey, ...,e,} de campos vetoriais de classe C*° em U os quais sao orto-
normais e portanto formam uma base ortonormal do espacgo tangente de cada
ponto de U. Comegando com uma vizinhanga coordenada (U, {x1,...,z,}),
aplicando o procedimento de Gram-Schmidt para ortonormalizar os campos
vetoriais {8%1, e %} observando que estes campos vetoriais variam difer-
enciavelmente com os campos dados, e fazendo isto simultaneamente para

todos os pontos de U obtemos um referencial ortonormal em U.

1.5 Formas diferenciais em R"

Nesta secao vamos definir em R” e numa variedade n-dimensional qual-
quer "campos de formas alternadas”, que serao utilizados posteriormente.
Fixaremos as idéias com o caso de R3.

Seja p um ponto de R®. O conjunto de vetores aplicados a p, chamado
espaco tangente de R® em p, serd denotado por ]Rf;. Os vetores e; = (1,0,0),
es = (0,1,0), e3 = (0,0,1) da base canonica do R? serao identificados com
seus trasladados (ey),, (€2),, (€3), ao ponto p.

Um campo de vetores em R?® é uma aplicacao v que a cada ponto p € R3
associa v(p) € Rg; v pode ser escrito na forma:

v(p) = are1 + azes + ages
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O campo de vetores v diz-se diferencidvel quando as funcoes a; : R? — R
para i = 1,2, 3 sao diferenciaveis.
Para cada espago tangente ]Rf), consideremos o espaco dual (]Rg)* que é o
conjunto das funcoes lineares ¢ : Rg — R. Uma base para (R®)* é obtida
tomando (dz;),, i = 1,2,3, onde z; : R® — R é a proje¢ao na i-ésima
coordenada. De fato, o conjunto (dz;),,1 <i <3 forma uma base, pois
(dry), € (RY)", e

o ] 1se 1=]
(dzi)y(e;) = 0y = { 0, outrocaso.
Definicao 1.5.1. Um campo de formas lineares alternadas ou forma exterior
de grau 1 em R® € uma aplicagio w que a cada p € R? associa um w(p) €

(R3)*; w pode ser escrito na forma

w(p) = ai(p)(dr1), + az(p)(dra), + az(p)(dzs),

i1sto €,
3
w = E a;dx;,
i=1

onde a; sdo funcoes definidas em R? tomando valores em R; w chama-se
forma exterior continua quando as funcoes a; sao continuas. Se as fungoes

a; forem diferencidveis w chama-se uma forma diferencial de grau 1.

Seja A%2(R3)* o conjunto das aplicagoes ¢ : R?® x R® — R bilineares (isto
é, lineares em cada variavel) e alternadas (isto é, p(vy,v9) = —@(va,v1)).
Com as operagoes usuais de fungoes, o conjunto A%(R?)* se torna um espago
vetorial.
Se 1 e ¢y sio formas lineares podemos obter um elemento 1 A, em A%(R3)*
definindo

p1(v1)  p1(v2)
pa(v1)  pa(v2)
O elemento (dz;), A (dz;), € A2(R®)* serd indicado por (dz; A dx;),. E facil
ver que o conjunto (dz; A dzx;),, i < j forma uma base para o espago A*(R?)*.
Além disso,

01 A pa(v1,09) = det(gpi(vj)) — ‘

(de‘Z AN dl’j)p = —(dl‘] A dl’z)p
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Definicao 1.5.2. Um campo de formas bilineares alternadas ou forma ez-
terior de grau 2 em R3 € uma aplicacio w que a cada p € R3 associa

w(p) € A2(R®)*; w pode ser escrito na forma

w(p) = ara(p)(dzy A dxs), + arz(p)(dey A dws), + ags(p)(drs A ds),

isto €,
w = Zaijdxi A dSCj, Z,] = 1,2,3
i<j
onde a;; sao aplicagoes de R® em R.

Se as fungoes a;; forem diferencidveis, w € chamada uma forma diferencidvel

de grau 2.

Passaremos agora a generalizar a nocao de formas diferenciais a R”. Sejam
p € R", R} o espago tangente de R™ em p e (R}})* o seu espago dual. Seja
A*(R2)* o conjunto das funcoes k-lineares alternadas:

. n n
 + Ryx--- xRy — R
—_—
kfatores

Com as operagoes usuais A*(R?)* é um espago vetorial.
Se @1, ..., pr sao formas lineares, podemos obter um elemento ¢ Aws A... Ay
de AF(R?)* definindo
(1 Ao A oo A i) (v1, 02, ... vg) = det(pi(v;)).

Decorre das propriedades do determinante que 1 A o A ... A ¢ € de fato k-
linear e alternada. Em particular, (dz;,),A...A(dz;, ), € A¥(R?); indicaremos
este elemento por (dz;, A ... Adx;, ),

Proposicao 1.5.1. O conjunto (dx;, A ... \Ndx;,)p, 01 < ia < ... < i, onde

ij € 1,2,...,n, forma uma base para A*(R)*.
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Demonstracao. pag. 5 de [3] [

Definicao 1.5.3. Uma k-forma exterior em R™, k > 1 ¢ uma aplica¢ao w
que a cada p € R™ associa w(p) € Ak(Rg)*; pela proposicdo anterior, w pode

ser escrito na forma

w(p) = Z aiy i (dziy Ao N dxy,),

11<...<tp
onde a;,. i, sao aplicacoes de R™ em R. Se as fungoes a;, ;, forem difer-

encidveis, w € chamada uma k-forma diferencial.

Indicaremos por I a k-upla (i,...,i), i1 < ... < i i; € 1,2,..,n, e
usaremos a seguinte notacao para w:

w = g ardxy.
I

Convenciona-se que uma 0-forma diferencial em R"™ é uma funcao difer-
enciavel f: R" — R.
Se w e ¢ sao duas k-formas:

w o= g ardxy,

I

Y = Zb[dl’[, I = (il,...,ik),il < L <
I

podemos definir a soma

w+ = Z(CL[ + b[)d(l)]
I

Se w é uma k-forma e ¢ uma s-forma é possivel definir uma operagao,
chamada produto exterior w A ¢, obtendo uma (k+s)-forma da seguinte
maneira

Definigdo 1.5.4. Seja w = Y asdz; I = (iy,...ix), i1 < .. < iy, p =
I

ijdarj J=(j1,7Js), J1 < ... <Js. Por definigao
J

w/\g0:Za1dex1/\de.
1J
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A operacao de produto exterior goza das seguintes propriedades:

Proposicao 1.5.2. Se w € uma k-forma, ¢ uma s-forma e 8 uma r-forma

tem-se
(wAP)ANO = wA(pA0)
wAe = (=D)"pAw
wA(p+0) = wAhp+wAb
Demonstragao. veja pag. 7 de [3] O

Seja f : R® — R™ uma funcao diferenciavel. A aplicacao linear
dfp : Rj — R;Z‘(p) induz uma transformagao linear

£ ARG — AFRD)'

que a cada ¢ € Ak(R;”(p))* associa f; (), definida da seguinte maneira

(fy @) (1, vn) = p(dfp(v1), ..y dfp(v0)), V1.0 € R™

Fazendo o ponto p variar em R", obteremos uma aplicagao f* que leva k-
formas de R™ em k-formas de R™.

Proposicao 1.5.3. Se f: R* — R™ ¢ diferencidvel entao:

i) fr(wn+we) = fr(wr) + [ (w2);

i) fr(gw) = f*(9)f"(w);

onde wi,we sao k-formas do R™; g € uma 0-forma e w € uma k-forma de
R™; w3, wy sao 1-formas de R™.

23



Demonstracao. ver pag. 10 de [3] ]

Definigao 1.5.5. Se w = ), a;dx; é uma k-forma, definimos a diferencial

exterior de w como sendo a (k+1)-forma
dw = Zdal ANdzg.

Assim temos

Proposicao 1.5.4. A diferenciacdo exterior satisfaz

d(z1 + z2) = dz; +dz
dwy, Awy) = dwy Awy + (—1)Fw; A dwy
d(dw) = d*w=0
d(f*w) = f*(dw)

21, Z2, wy e w sao k-formas; wy € uma s-forma e f : R" — R™ € uma

aplicacao diferencidvel.

Demonstragao. Ver pag. 16 de [3] O

Definicao 1.5.6. Seja M uma variedade de dimensao n. Uma k-forma dife-
rencial w em M € a escolha, para cada sistema de coordenadas f : Uy — M,
de uma k-forma diferencial wy, com Uy C R™ de tal forma que se wy, e wy,

sao duas tais escolhas e f1(Uy) N fo(Us) # ¢, entio,

Wy, = (f2_1 Of2) * Wy,

Cada wy, € dita uma representagao local de w.

E um fato importante que todas as operagoes definidas para as formas
diferenciais em R" se estendem as variedades através de suas parametrizacoes.
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Por exemplo, sejam, M e N variedades diferenciaveis e F' : M — N uma
aplicacao diferencidavel. Vamos definir uma aplicacao F™*, que a cada forma
diferencial w de N associa uma forma diferencial F*w de M, da seguinte
maneira.

Seja wy a representacao local de w na parametrizacao g : U — N e seja
hy : Vi — M uma parametrizacao de M com F'(hy(V1)) C g(U). F*w é,
por definicao, uma forma diferencial em M, tal que

(Frw)y, = (97" o F o hn)"wy

F*w estd bem definida. Com efeito, se hy : Vo — M é uma outra parame-
trizaca@o em M, com F'(hs(V3)) C g(U), entao, na intersegao hy(vy) N ha(V2),
tem-se

(F"w)y, (97" o Fohy)wy
= (gil oFohjo h;l o h2)*wU
= (hi'ohy)* (g~ o F o hy)*wy

= (hi' o ha) (Frw)y,

o que mostra que F*w independe da parametrizagao h;. Da mesma maneira
se mostra que F*w independe da representacao local.

Temos a seguinte defini¢ao

Definigao 1.5.7. Uma k-forma diferencial w em uma variedade diferencidvel
M € a escolha, para cadap € M, de um elemento w(p) dos espagos das formas

k-lineares e alternadas, A*(T,(M)*, do espago tangente T,(M), de modo que

a expressao w, de w em qualquer parametrizacao seja diferencidvel.

1.6 Equacoes de estrutura do R"

Nesta secao vamos a introduzir as equagoes de estrutura do R™ para
depois generaliza-las a uma variedade Riemaninana n-dimensional qualquer.

Definigao 1.6.1. Seja U C R™ um aberto do R" e sejam {ey,...,e,}, n
campos diferencidveis de vetores em U de tal modo que, para todo p € U, se

tenha
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1, i=j
0, #j

<e€,e; > = 51’]’7 donde 5ij =

Um tal conjunto de campos de vetores é chamado um referencial orto-

normal maovel em U.

Observe que em cada ponto p € U, o conjunto {ey, ..., e, } forma uma base
ortonormal no espago tangente a U em p, que é identificado com o espaco R"™.

A vpartir do referencial {e;}_;, podemos definir formas diferenciais lin-
eares {wy, ..., w, }, pela condigao w;(e;) = d;;; isto é o conjunto {wy, ..., w, }, é
um conjunto linearmente independente no espago das formas lineares (R™)*,
que tem dimensao n, em outras palavras, em cada ponto p € U, a base
{wi(p),...,wn(p)}, é a base dual da base {e1(p), ..., e,(p)} de T,U = R™.

Definigao 1.6.2. O conjunto das formas diferenciais {w;}!, definida acima

¢ chamado o coreferencial associado ao referencial {e;}!;.

Para cada i fixo (i = 1,...,n), o campo e; pode ser pensado como uma
aplicacao diferencidvel, e; : R" — R". A diferencial (de;), : R — R", em
p € U, é uma aplicacao linear. Portanto, para todo v, podemos escrever:

n

(dei)p(v) = Y (wij)y(v)es. (1.10)

j=1

E imediato ver que as expressoes (wij)p, (4,7 =1,...,n) acima definidas, de-
pendem linearmente de v. Portanto (w;;), é uma forma linear em R". Como
para cada i (i = 1,...,n), e; ¢ um campo diferenciavel, w;; ¢ uma forma difer-
encial linear para todo ,j (i,7 =1,...,n).

Defini¢ao 1.6.3. As formas w;j, sao chamadas formas de conexdo do

R™ no referencial {e;}"_,

Derivando a expressao < e;,e; >= 0;; obteremos

0=< d@z‘,Gj >+ < €i,d€j >= w;j + Wy,
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isto é, as formas de conexao sao antisimétricas nos indices ¢, .

Wi = —Wj; (Z,j = 1, ,n) .
Teorema 1.6.1. (Equacoes de estrutura do R™)- Seja {e;}_, um referencial
ortonormal maovel em um aberto U C R". Sejam {w;}}, o coreferencial

associado a {e;}iy, e {wi;}i;—, as formas de conevdo de U no referencial

{e;}!,. Entao:

dw; = Zwk A Wy,

k=1
dwij = Zwik A\ Wiy, k= 1, ., .
k=1
Demonstragao. Ver [4], pag 4. [

Seja z : M — R""? uma imersao de uma variedade diferencidvel de

dimensao n em um espago euclideano R"™? (dizer que z é uma imersao é
dizer que z é diferencidvel e que a diferencial dx : T,,(M) — R"*? é injetiva
para todo ponto p € M). E uma consequencia do teorema da funcao inversa
que, para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restricao
zly de  a U é injetiva. Seja V' C R™™¥ uma vizinhanca de z(p) em R"™9
de tal modo que z(U) C V. Admitamos V suficientemente pequeno para
que exista um referencial mével ey, ..., e,, ..., 6,44 em V com a propriedade de
que, quando restritos a x(U), os vetores ey, ..., e, sejam tangentes a z(U) e
0S Vetores €,41, ..., €n4+q sejam normais a x(U). Um tal referencial é dito um
referencial adaptado a x.
Em V estao definidas as formas w; do coreferencial de {e;} e as formas de
conexao w;; que satisfazem as equagoes de estrutura. A aplicacao x : U C
M — V C R"? induz formas diferenciais z*(w;), *(w;;) em U. Como z*
comuta com a derivacao exterior e com o produto exterior, tais formas em U
também satisfazem as equacoes de estrutura.
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1.7 Lema de Cartan

Nesta secao apresentaremos uma ferramenta importante para o desen-
volvimento das equacoes de estrutura de uma variedade Riemanniana.

Lembremos que se wi,wy sao formas lineares em um espaco vetorial V de
dimensao n, entao o produto exterior de wy A we de w; com wy é uma forma
bilinear alternada w; Awy : V x V — R dada por:

(w1 A U)Q)(’Ul, UQ) = U)l(’Ul)wg(U2> — wl(UQ)IUQ(Ul), V1, U2 - V.
Além disto, se {wy, ..., w, } é uma base para o espago das formas lineares

V*, entao w; Awj, 1 < 7, 4,7 = 1,...,n, formam uma base para o espago A2V
das formas bilineares alternadas de V' x V.

Lema 1.7.1. (Cartan)
Seja V um espaco vetorial de dimensdao n. Sejam wq,...,w, : V — R, r < n,
formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existem

formas lineares 04, ...,0, : V — R satisfazendo a sequinte condi¢ao:

,
i=1
Entao, existem niumeros reais a;; com i,j = 1..n tal que:

(91' = E &ijw]', 2,j:1,...,r, aij:aﬁ
J

Demonstra¢ao. Completemos as formas wy, ..., w,, em uma base {wy, ..., Wy, W11, ...

de V* e escrevamos

91' = Za,jwj + Zbilwl, l=r + 1, NI
] l

J
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Basta agora observar que a condicao Z w; A\ 0; = 0 implica que

=1
0 = Z w; A 9,
= Zwi/\zaijwj+zwiAZbilwl
7 J l l
= Z(aij — aji)w; Nw;j + Z buw; A\ wy

1<J i<l

Como os wy A ws, s < k, k,s = 1,...,n, sao linearmente independentes,

conclui-se que a;; = aj; e by =0 =

Lema 1.7.2. Sejam M wma variedade riemaniana, p € M, e U C M
uma vizinhanga de p. Sejam {ey,...,e,} campos diferencidveis de vetores
em U com < e;,e; >= 0;; (um referencial ortonormal movel em U). Sejam
{wy, ..., w,} formas diferenciais em U definidas pela condi¢io w;(e;) = 6;;
(o coreferencial de {e;}j-, ). Suponha que existe em U um conjunto de

1-formas diferenciais {wi;}7;_, , satisfazendo as condigoes:
Wiy = —Wji

n
dw; = E Wi N\ W

k=1

Entao um tal conjunto é unico.
Demonstragao. Suponhamos que existe um outro conjunto de formas w;;
com
Wi; = —Wy
dwj == E wk/\wkj.
k
Entao ), wy A (Wy; — wy;) = 0, pelo lema de Cartan,

— _ J oo J _ nJ
Wgj — Wgj = E :Bkiwlﬂ B;; = B,
i
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Observe que

k
E Bkzwzf (WK, — wjk) E Bjiwi

e, como os w; sao linearmente independentes, B}, = —Bﬁ-.

Usando as simetrias obtidas, concluimos que
k _ _pi _ _pi _pi _pi __pk_ _pk_

ou seja, que Wyj = Wk; [

1.8 Subvariedades de um espaco euclidiano

Nesta secao introduziremos as formas de curvatura para uma subvar-

iedade.

Seja z: M™ — R uma imersao de uma variedade de dimensao n em
R"*? (de agora em diante, usaremos um indice superior quando quisermos
indicar a dimensao de uma variedade). Seja p € M e U uma vizinhanca de p
em M na qual a restri¢ao |y seja injetiva. Seja V uma vizinhanca de z(p) em
R™*4 de tal modo que x(U) C V e que em V esteja definido um referencial
adaptado {ey, ..., ey, ..., €n14 . Pensaremos em z como uma inclusao de U em
V' C R™ e usaremos a mesma notagao para uma expressao em V ou a sua
restricao a U.

Usaremos a seguinte convenc¢ao para os indices:
1<AB,C,...<n+q,
1<4,75,k,... <n,

n—l_léaaﬂv’yagn'f_q
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Dado o referencial {e4} em V, definimos o coreferencial {w,} e as formas de
conexao {wap} em V por:

dr =Y wauea, (1)
des =Y wapep. (2)

As formas wy e wap satisfazem as equacoes de estrutura:
dwa = > wp ANwpa, (3)

deB:ZwAC/\wCB- (4)

As restrigoes das formas wa, wap a U C V satisfazem as equagdes (3) e
(4), com a relagao adicional w, = 0, para todo «. Esta iltima rela¢do provem

do fato que os vetores e, sao normais a U, e portanto, para todo ¢ € U e
todo v =Y v;e; € T,(M), tem-se

we(v) = wa(z vie;) = Zviwa(ei) =0

Como w, = 0, temos que

0 = dwa:ZwB/\wBa

Pelo lema de Cartan,

A forma quadratica



é chamada a segunda forma quadratica de x na direcao e,.

Para cada p € M, o espaco tangente gerado pelos vetores de R que sao
normais a dx, (7T, M) é chamado o espaco normal da imersao z em p e indicado
por N,(M). Um campo diferencidvel de vetores normais é uma aplicagao
diferenciavel v : U € M — R"™" em uma vizinhanca U suficientemente
pequena de p, podemos escolher um referencial adaptado e, em U de tal
modo que e,; = v. A segunda forma quadratica de x na direcao de v é
indicada por I1".

Como a toda forma quadréatica em um espaco vetorial esta associada uma
aplicacao linear auto-adjunta A” : T,,(M) — T,(M), tal que

11" =< A% (v),v >,

para todo v € T,,(M). Temos que a matriz de A” em um referencial adaptado
com e, 41 = v é dada por (—hg;).

Vamos agora escrever as equagoes de estrutura (3) e (4), tendo o cuidado
de separar as partes tangenciais (indices i,j,...) das partes normais (indices

CY’/@,’}/’--- )'

dwz- = Z w; AN Wi, (5)
J

dwij = Z Wik N\ Wk + Z Wia N\ Waj, (6)
k «

dwig = Y Wik Awje + Y Wig A Wga, (7)
J B

dwag = Z Waj N\ wjg + Z Weary N Wog. (8)
J v

Observe que a equagao (6) é semelhante a uma das equagoes de estrutura
de um espaco euclidiano, com termo de correcao dado por:

sz‘a Nwej = 4, Qij ==y
[e%
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Para esclarecer o significado das 2-formas €;;, notemos que a imersao z :
M"™ — R"" induz uma métrica riemanniana <, > em M dada por:

<vp,ve >, = <dzy(vi),dz,(ve) >, pe M wvy,vy € T,(M),

onde o produto interno do segundo membro é o produto interno usual do
R™*4, A métrica riemanniana <, > em M é chamada a métrica induzida por
z. A métrica induzida e a parte tangente {e;} do referencial determinam as
formas w; donde as formas dw,. Pelo Lema 1.7.2 as formas w;; ficam entao
inteiramente determinadas, e o mesmo se verifica para as formas:

Qij = dwij— E wzk/\wkj
k

Seja (§2;;) a matriz anti-simétrica de 2-formas. Temos entao que ela de-
pende apenas da métrica induzida (e da escolha do referencial).

Isto sugere que a matriz €2;; ¢ uma espécie de medida de quanto a métrica
induzida deixa de ser euclideana. A matriz (§;;) é chamada a matriz das
formas de curvatura no referencial {e;}.

Para associar um significado geométrico a matriz das formas de curvatura,
precisamos verificar como elas variam com uma mudanga da parte tangente
do referencial {e;} (a parte normal {e,} do referencial nao afeta as formas

Qij)

Agora usaremos notacao matricial; as matrizes das formas w;; e €2;; serao
indicadas por W e 2, respectivamente, e o vetor coluna das formas w;, por
w. As equagoes de estrutura (5) e (6) se escrevem entao:

dw=W Aw

AW =W AW 4+ Q
Uma mudanca na parte tangente {e;} do referencial serd dada por e; =
> wu;je;, onde (u;;) = U é uma matriz de funcoes diferenciaveis em M; além
disso, U é ortogonal, isto é, UU* = identidade, onde U* indica a matriz
transposta de U.
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Lema 1.8.1. Por uma mudanga do referencial tangente {e;} dada por e; =

E u;;€5, a matriz das formas de conexao W muda por
J

W = dUU* +UWU*,
onde U = (w;;), a matriz das formas de curvatura @ muda por:
Q = UQU,

onde uma barra indica a entidade correspondente no referencial {€;}.

Demonstracao. Ver [4], pag 34.
O

Decorre do lema anterior que, fixado p € M, quando mudamos o referen-
cial tangente {e;}, a matriz de formas ((£2;;),) muda como a matriz de uma
transformagao linear em 7,,(M). Portanto, fixados dois vetores X,Y € M, a
matriz numérica (£2;;),(X,Y) representa uma transformacao linear que indi-
caremos por:

(Rxy)p : Tp,(M) — T,(M),

que nao depende do referencial tangente. Rxy é chamado o operador de
curvatura da métrica induzida.
Passemos agora a estudar a equacao (8). Escrevendo (8) na forma

dwaﬁ = Z Wary VAN W~ + Qag
v

onde
Qap = Z Wai N\ wig = —p;
i

Vemos que elas possuem uma certa analogia formal com as equagoes de es-
trutura de um espago euclidiano com um termo de corre¢ao €2,3. Por um
raciocinio inteiramente analogo ao do lema 1.8.1, verificaremos que a matriz
de formas (w,s) = W+ e a matriz de formas (,5) = QF se transformam,
por uma mudanca da parte normal e, do referencial, de modo semelhante as
formas W e (), respectivamente.
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Por esta razao, chamaremos w,g as formas de conexao normal e 2,3 as for-
mas de curvatura normal.

E claro que, fixados p € M e dois vetores X,Y € T,M, amatriz (Q,53),(X,Y)
determina uma transformacao linear (Rx.y ), : Np(M) — N,(M). Ry é
chamado o operador de curva normal da imersao .

Para este caso vejamos a interpretacao geométrica das formas w;;. Seja X
um campo diferencidvel de vetores tangentes em M, seja Y € T,M, e seja
a : (—€€) :— M, uma curva diferencidvel com a(0) = p e a'(0) = Y,

Definamos iX
(VyX), =proj. sobre T,(M) de (%)tzo,

onde t é o parametro da curva «. Vamos mostrar que Vy X s6 depende da
métrica induzida em M por X.

Para isto, escolhamos um referencial adaptado e 4 em uma vizinhanca U C M
e escrevamos X = Y x;e;, onde z; sdo fungdes diferencidveis em U. como

dt & at " l
dx 0 0
_ ] d_tjej+Z:$Z2j:wij(§)ej—}—zl:fflza:wwz(at)ea
temos que
dl’j
(VyX) = Z{EJFZU)”(@ )i }e;
j i
= D {day (V) + 3wy (Y)ade
7 i

O que mostra que Vy X sé depende dos w;; e portanto da métrica induzida
(VyX), é chamada a derivada covariante do campo X segundo o vetor ¥ no
ponto p. Se X = e;, obteremos

< VYei, €; >= U)Z'j(Y>,

o que fornece a interpretagao geométrica das formas de conexao w;; em termos
da derivacao covariante.

Uma interpretacao andloga pode ser dada as formas de conexao normal wqg,
seja n um campo diferencidvel de vetores normais em M e y € T,(M). A
derivada covariante normal (V;n)p de n em relagao a y no ponto p é a
pcrloje(;éo sobre o complemento ortogonal N,(M) de T,(M) da derivada usual
(&

—t)tzo. Como anteriormente, t é o parametro de uma curva diferencidvel
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/
a:(—€€) — M, com a(0) =p, a (0) = y.
De uma maneira inteiramente andloga a anterior, verifica-se que

(Vamp = Y Adna(y) + > wap(®)ates, 1= Naca,
Jé] «a o
isto é, an depende apenas das formas w,g. A interpretacao geométrica das
formas wag ¢ obtida observando que, se 1 = e,, temos
< V;ea, eg >= Was(Y).

Finalmente, deve ser observado que as equagoes de definicao
Wiy = E Wi VAN Wy
[e%
WaB = § Wi N Wi g,
i

relacionan as formas de curvatura a métrica induzida e as formas da curvatura
normal com as segundas formas quadraticas de imersao da seguinte maneira:

wij = — Z{Z hfjwl VAN Zh?kwk}
k

alpha 1

- Z{Z( ahGe — hihsy) bwg A w.
k<l «

Wag = — D D hGwp Ay B}
7 k 1
= Y D (AR — bk Ywg A,

k<l 7

As duas ultimas equacoes sao chamadas as equagoes de Gauss e as equagoes
de Ricci, respectivamente.

1.9 Variedades Riemannianas e Curvatura Sec-

cional

Nesta secao definiremos a nogao de curvatura seccional.
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As equacoes de estrutura relativas a uma métrica induzida por uma imersao,
a saber:

J

nos sugerem a possibilidade de desenvolver o método do referencial movel
para uma variedade Riemanniana M™. Seja p € M um ponto de M e seja
U C M uma vizinhanca de p em M, onde seja possivel definir campos difer-
enciaveis de vetores {es,...,e,} tais que < e;,e; >= d;;. O conjunto {e;},
i=1,..,n, serd chamado um referencial ortonormal mével em U. Seja w; as
formas diferenciais em U definidas por w;(e;) = d;; (o coreferencial associado
a{e;}). J4 vimos no lema 1.7.2 que se existem formas diferenciais w;; = —wj;,
satisfazendo (1.11), elas estarao inteiramente determinadas.

Que tais formas existem a partir da métrica Riemanniana de M é dado pelo
seguinte lema:

Lema 1.9.1. (Levi Cevitta)
FEscolhido um referencial {e;} num aberto U C M de uma variedade Rie-
manniana M, existe em U um (inico) conjunto de formas diferencias {w;;}

que s@o anti-simétricas w;; = — wj; e satisfazem (1.11).

Demonstracdo. Facamos dw;(ey, e;) = —Aj,, isto é,

dw; = ZAi,iwk ANw;, Al =—A),

k<i

Queremos determinar funcoes C,ij = —C;k tais que as formas diferenciaveis

wry = Y Chw; (1.12)
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satisfacam 1.11. Se tais fungoes existirem, teremos

dw; = Z Af;iwk A w;

k<i
= Z wy N\ Wi
k
= Z wg A (Z C’,ijwl)
k i
= Y (Ch; — CEywp A
k<i

Igualando os coeficientes de termos correspondentes nas equagoes acima,

temos

Jj o i k
A = O — G,
S
Az’j = G k>

i _ J k
kj — Cki_Cij'

Adicionando membro a membro as igualdades acima, obteremos a seguinte

condigao necessaria para a existéncia dos Cf;
C = (Al + A% + A
= 5( r T A+ Aky)

definido C’,ij pela equagao acima e as formas w;; por 1.12, verificaremos facil-

mente que elas satisfazem as condicoes pedidas. Il

As formas {w;;} sdo chamadas as formas de conexdo de M no referencial
{e;}. O interesse geométrico das formas de conexao é que elas permitem
definir uma nocao de derivagao para campos de vetores em M.

Proposicao 1.9.1. Sejam X e Y campos diferencidaveis de vetores em M e
seja e; um referencial em um aberto U C M. Suponhamos que Y =Y. ye;

e facamos

J

VxY =) {dy;(X) + sz’j(X)yi}ej
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Entao Vx(Y) € independente do referencial e; e, portanto, globalmente definido

em M.

Demonstracao. ver pag. 45 de [4] ]

Vx(Y) é chamada a derivacao covariante de Y em relagdo a X. Temos a
seguinte proposicao.

Proposicao 1.9.2. Sejam X, Y, Z campos diferencidveis de vetores em M,

F, G funcoes diferencidveis em M e a e b nimeros reais entao

i) VixyezY = fVxY + gV X;

ii)  Vy(aY +b7) = aVxV + bV Z;

iii)  Vx(fY) = fVxY + X(f)Y;

iv) <VxY,Z>+4<Y, VxZ>=X(<Y,Z>);

V) Sep e M, (VxT)(p) s depende do valor de X no ponto p e dos
valores de Y ao longo de uma curva parametrizada o : (—e,€) — M,

com a(0) = p, o' (0) = X(p).

Demonstracao. Veja pag. 47 de [4] O

Agora observe que temos a seguinte equagao
< Vxe;, e; >= w;.

Portanto
wij(ek) =< Vekei,ej > .

Passemos agora a introducao da curvatura em uma variedade Riemanni-
ana. Motivados pela secao anterior, definiremos
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Definicao 1.9.1. Definimos as formas ;;, por:

Qij = dwij— E wik/\wkj.
k

As formas €2;; sao chamadas as formas de curvatura de M no referencial

{ei}.

Para cada p € M, e cada par de vetores X,Y € T,(M), a matriz (€;;),(X,Y)
¢ a matriz da aplicacao linear

(Bxy)p  Tp(M) — T, (M),
em relagao a base {eq, ..., e, }.

Rxy ¢ chamado o operador de curvatura de M. Como §2;; = —€2;;, e §1;; é
uma forma bilinear alternada, temos as seguintes identidades para o operador
de curvatura: Se X, Y, Z e T sao campos diferencidveis de vetores em M,

entao
<nyZ,T >= — <RyxZ,T> (113)

< nyZ,T >= — << nyT, Z > (114)

Derivando exteriormente a equacao 1.11, obteremos

0 — Zdwk/\wkJ Zwk/\dwm
— Zwl/\wlk/\wkj sz/\dwm
_ Z/\ Zwik/\wkj_dwij)

S une,
;

ou seja

A equacao 1.15 é chamada a primeira identidade de Bianchi. Em termos do
operador curvatura, ela se traduz da maneira seguinte. Se X, Y e Z sao
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campos diferencidveis de vetores em M, entao, para todo 7 =1,...,n
0 = ) wAQ(X,Y,2)

= < RyzX — RxzY + nyZ, e; > .

donde
RxyZ + RyzX +RzxY =0 (1.16)

De 1.16 e 1.14 decorre a seguinte identidade
< nyZ, T >=< RZTX, Y > (117)
que pode ser demonstrada da maneira seguinte: A partir de 1.15, obtemos

< RxyZ,T >+ < Ryz X, T >4+ < RzxY,T > =
<Ry;T,X>+<RyrtY, X>+<RvZ, X > =
< RzrX,)Y >+ < RypxZ,Y >+ < RxzT\Y > =
< RrxY,Z >+ < RxyT,Z >+ < Ryr X, Z > =

o o o o

Somando as equacoes acima, concluimos que
2< RzxT)Y >4+2< RpyZ, X >=0
donde, usando 1.14,
< RzxY, T >=< RyyZ,X >

que é equivalente a 1.17
Como as formas €2;; sao formas de grau dois, elas podem ser escritas

1
Qij = —5 % Rijklwk N\ wy.

As funcoes R, sao chamadas as componentes do tensor curvatura de M.
Observe que:
< Rem(ei),ej > = jS(ek,el)
1
= 73 Z Rjistws N\ wy(eg, er)
st
= Riju

= < Reie‘j(ek), e >
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As formas de curvatura permitem definir varios tipos de curvaturas em M, a
mais importante sendo a curvatura seccional que passaremos a introduzir.

Seja P C T,(M) um subespaco de dimensao dois do espago tangente 7),(M)
de M em p € M. Escolheremos um referencial ortonormal {ey, ..., €, } em uma
vizinhanga de p de tal modo que {e;,e2} geram P.

Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.9.3. O nimero (212),(e1, e2) depende apenas do subespago P.

Demonstracao. ver [4] pag. 54. O

Assim podemos definir,

Definicao 1.9.2. O numero,

Ky(P) = —(Cha)pler, eq)

= < (R61€2>P<61)? €2 >

¢ chamado a curvatura seccional de M em p sequndo P.

Com as mesmas notagoes acima, temos:

Proposigcao 1.9.4. Sejam X,Y € P € T,(M), dois vetores linearmente
independentes pertencentes a T,(M), e um referencial ortonormal {e;} tal
que {e1,ea} gerem P. Entdo:

< nyX,Y >

K0 = vy

onde A(X,Y) € a drea do paralelogramo formado por X e Y.

Demonstracao. ver[4] pag.55. ]

42



Definicao 1.9.3. Diz-se que uma variedade Riemanniana M, € isotrdpica
em p € M se todas as curvaturas seccionais em p tém o mesmo valor, isto

é, se K,(P) nao depende de P C T,(M).

Proposicao 1.9.5. Seja M uma variedade Riemanniana, p um ponto de M
e {e;} um referencial em uma vizinhanga de p. Entao M € isotrépica em p

se e SO se:

Qij = —pri/\w]’.

Demonstragao. ver [4] pag. 55. O

Definicao 1.9.4. Diz-se que uma variedade Riemanniana M tem curvatura

constante, se K,(P) ndo depende de p e de P.

Exemplol. A esfera unitdria S® C R"*! centrada na origem. Escolhendo
um referencial adaptado ey, ..., €,, €,11 em R"™ — {0}, teremos

dw;; = sz‘k A Wrj + Wint1) A Weng1)j, 6,J =1,..,n
k

donde
Qij = Witn1) N Wing1);-

Como podemos pensar em = = e, como o vetor posicao da esfera S™ em

R™*! teremos
dx = E wie; = deypq = g W(n+1)i€i,

donde w; = w(,41);. Decorre dai que €;; = —w; Awy, isto €, S™ tem curvatura
constante 1.

1.10 Tensores em variedades Riemannianas

Nesta secao definiremos a nocao de derivada covariante e a nocao de
diferencial covariante de um tensor de ordem r.
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Definicao 1.10.1. Seja M"™ uma variedade Riemanniana. Um tensor de
ordem r em M € uma correspondéncia F' que a cada ponto p € M associa

uma forma r-linear

p o LM x - xT,(M)—R

. S/
-~

r fatores

Um tensor F é diferencidvel em p € M se escolhido um referencial {e;},

t=1,...,n, em uma vizinhanga U de p, as fungoes F},,, ;. dadas por:
Fq(€i17 €igy - - 7€ir) - Elig‘..ir (Q);
7;1,2'2,...,% = 1,...,72 QEU,

sao diferenciaveis em p.
mais na frente definiremos a nocao de tensor para uma variedade qualquer.

Observe que se deixamos de indicar o ponto p e tomamos Xi,..., X,
campos diferencidveis em M, entdo F(Xy,...,X,) indica uma funcao difer-
enciavel, que a cada p € M faz corresponder o valor F/((X1),,...,(X;),).

Assim, tem sentido falar na diferencial, d(F(Xy, ..., X,)).

Em uma variedade Riemanniana, é possivel estender a nocao de diferen-
cial covariante a tensores de ordem r. Seja F um tensor de ordem r em uma
variedade Riemanniana M". Seja p € M e e; um referencial ortonormal em
uma vizinhanga U de p. A diferencial covariante VF' é um tensor de ordem
r+1 definido da seguinte maneira.

As componentes

Fi i =VF(ey,..,e,¢e), 11,02, ....%,] =1,..n

de VF no referencial {e;} sao dadas por
Z Fy agw; = dFj 4+ Z Fjiy. i, wjiy
J J

+ é Eljlglrwjlg + + § E1~--ir—17jwjir

J J

Obtemos assim a seguinte proposicao.
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Proposicao 1.10.1. Seja F' um tensor de ordem r em uma variedade Rie-
manniana M". Seja p € M e {e;} um referencial ortonormal em uma viz-
inhanca U de p. A diferencial covariante VF € um tensor de ordem r+1

definido da sequinte maneira:

VF(X1,...,X,,Y) =
AF(X1, .., X)NY) = F(VyXy,...,X,) — ... F(X1,..., Vv X,).

Onde X4,...,X,,Y sao r+1 campos diferencidveis em U.

Demonstracao. Veja pag. 71 de [4] O

Definicao 1.10.2. Seja F um tensor de ordem r, defini-se a derivada co-
variante de um tensor F em relacao a um campo diferencidvel de vetores X

como sendo o tensor VxF' de mesma ordem que F dado por
VxF(Xi,...,X,) = VF(Xy,..., X, X)
Seja f : M — R uma funcao diferenciavel em uma variedade Rieman-
niana M. O gradiente de f é o campo vetorial gradf em M definido por
< gradf, X >,=df,(X),

para todo p € M e todo X € T,(M). em outras palavras, gradf é o dual na
métrica Riemanniana da forma df.

Considerando um referencial {e;} em um aberto U C M, podemos escrever,
em U, df =), fiw;. A funcao f; é chamada a derivada de f na diregao e;.
E imediato que, em U,

gradf = Z fiei.
A diferencial covariante de df é dada por

V(df) = Z fijw;
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onde

fig =) fugws = dfi + ) fyw
j j

A forma bilinear V(df) é chamada o hessiano de f na métrica de M. O trago
desta forma bilinear, isto ¢, a funcao em M dada por

Z fui=Df

é chamada o laplaciano de f. As fungoes em M para as quais Af = 0 sao
chamadas harmonicas.

dado um campo diferenciavel de vetores X em M, a métrica Riemanniana
faz corresponder a X uma 1-forma diferencial w* dada por

w =< XY >,

para todo p € M e todo Y € T,(M). dado um referencial local {e;}, é
imediato verificar que se X = > x;e; entao

wi(Y) = E TW;
A diferencial covariante Vw* de wX é uma forma bilinear

X E :
Vw® = Tg,5W;
%

onde

Tij = E Ty W5 = d.ﬁlfl—F E T;Wiji.
J J

O traco de Vw?, isto é, a funcio em M dada por
Z T = diveX
¢ chamada a divergéncia de X. Observe que

Af = div(gradf).

Temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 1.10.2. Seja f : M — R uma func¢ao diferenciavel e X um

campo de vetores em M, entao se cumpre que
div(fX) = fdivX + X(f)
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AN(fg) = fAg+ gAf + 2 < gradf, gradg > .

Demonstracao. Veja pag. 77 de [4] O]

1.11 Imersoes Riemannianas

. . . . . —n-+q . ~
Seja M™ uma variedade Riemanniana e seja x : M" — M~ uma imesao
de M em uma variedade Riemanniana M. Diremos que x é uma imersao
isométrica (ou Riemanniana) se

< w1, v >p=< dz(v1), dx(v2) >ap)

para todo p € M e todo par vy,vs € T,(M). Em outras palavras, z é
isométrica se a métrica induzida coincide com a métrica original.

Dado um ponto p € M, escolhemos uma vizinhangca U C M de p de tal
modo que x restrita a U seja injetiva. Seja V' C M uma vizinhanca de p
em M tal que V O x(U) e que em V seja possivel definir um referencial
ortonormal {es}, A =1,...,n + ¢, adaptado a z, isto é, restritos a x(U) os
vetores e, ..., e, sao tangentes a x(U). Faremos a convengao usual de iden-
tificar U € M com 2(U) C M, e1 < A/ B,C... <n+q,1<4,jk. <n,
n+l1<apf,v..<n+q.

O espaco tangente T),(M) de M em p se decompde em uma soma direta
T,(M) = T,(M) @& N,(M), onde identificamos dx,(T,(M)) ~ T,(M) e deno-
tamos por N,(M) o complemento ortogonal de T,(M) em T,(M). N,(M)
sera chamado o espago normal da imersao x em p. Um campo normal v é
uma correspondéncia que a cada p € M associa um vetor v(v) € N,(M) de
tal modo que para todo referencial adaptado em uma vizinhanca V C M de
p em V as fungoes v, dadas por v = Y v,e, sejam diferencidveis em p. E
claro que uma tal condicao nao depende da escolha do referencial.

Em V temos as formas w,, wap que satisfazem as equacoes de estrutura

dwy = g wp A Wpga,
B

dwap =Y wac Awep + Qas,
c
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onde .
Qup = 3 Z Rapcpwe A wp

As restricoes destas formas em U C V satisfazem as mesmas equacgoes de
estrutura e, como o referencial é adaptado, w, = 0. Decorre dai que

Ozdwazzwi/\wm

e pelo lema de Cartan,
Wi = Y hw;, b = b,
J

A forma quadratica I1* = Zij hiw;w; é a segunda forma quadrética de
na direcao de e,.

Seja ¥ um campo unitario normal em M. E possivel escolher a parte normal
do referencial {e,} em U de modo que €,,1 =vem U. [I" = II" ¢ entdo
chamada a segunda forma quadrética de x na direcao v. Para mostrar que
a definigdo nao depende da escolha do referencial, seja « : (—€,¢) — U
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com «(0) = p. Fazendo

/

o' (0) = v, e escolhendo a parte tangente do referencial de modo que o/ (s) =
e1, teremos

II%(v) = 11} (ey)
= (Zwi(n+1)wi)(ei)

— Z < Ve i, ent1 > wi(er)
7

= <v6161,V>
= <Va/(0)0/(8),l/> (1.18)

isto ¢, 117 (v) é a componente segundo v do vetor curvatura geodésica em

M de uma curva passando por p com vetor tangente v. Portanto, II” nao
depende da escolha do referencial e esta globalmente definida.

A transformagcao linear auto-adjunta em 7, (M) associada a forma quadratica
11} em T,(M) serd indicada por

—Ay T(M) — T,(M).
Como < v,v >=0, se v € T,(M), teremos, usando 1.18,

< Ap(v),v >= —11)(v) =< V,v,v > .
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As vezes é conveniente usar a aplicacao bilinear B, : T,(M) x T,(M) —
N,(M) dada por

< By(X,Y), v >p= — < AY(X),Y >, X,Y € T,(M) ve N,(M).

Em um referencial local adaptado, B é dada por

BX,Y) =D (3 hiws(Y))ea,

«

O que mostra que B ¢ uma aplicagao biliniar simétrica. O trago de B em p,
isto é,
& —
E ( E hl-j)ea =nH,
« %
d4 origem a um vetor normal H, chamado o vetor curvatura média em p.
Uma imersao x : M — M é minima se H = 0.

Separando as equacoes de estrutura nas partes tangenciais e normais, obte-
remos

dwi = ij A Wi, (1)
J

dwij == Z Wik N wkj + Z Win N waj + ﬁija (2)
k «a
dwioc = Z Wik N\ Wi + Z Wip A WL + ﬁiaa (3)
k B
dweps = Z Waj A\ Wjg + Z Wary A Wog + Qg (4)
J Y

As formas w;; s6 dependem da métrica Riemanniana de M e de a parte tan-
gente do referencial {e;}.

As formas dw;; — Y, wir A wy; = ;5 sdo as formas de curvatura da métrica
Riemanniana de M. As formas dw,g — Zw Way N Wyg = (g sao chamadas as
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formas de curvatura normal da imersao.
Da equagao (2) decorre que o tensor curvatura R;;,; de M esta relacionado
com as componentes tangentes Rmkl do tensor curvatura de M por

2 Z Rijwy Ay = Qy
kl
= dw,-j — Z Wik N Wi
k
= Zwia N Wqj + ﬁij
1 e} NeY a pa
kl e
1 —
5 Z Rijrwy N wy,
kl

ou seja

Riji = Rz’jkl - Z(hﬁh?k - hlakh?l)

que é chamada a equacao de Gauss. Usando a linearidade, é facil verificar
que a equacao de Gauss se escreve

< Rxy(Z),T >=< Rxy,T > —{< B(X,T),B(X,Z) > - < B(X,Z),B(Y,T)
para todo X,Y, Z,T € T,(M), ou seja, em termos de curvatura seccionais

onde K(X,Y) indica a curvatura seccional do plano gerado por X,e Y.

Da equagao (4) decorre, analogamente que

1
—5 Z Raﬁijwl’ A U}j = Qaﬁ

ij

= dwyg — Z Wary A Wy
Y

- Zwak/\wkﬁJrﬁaﬁ
— __ZZ @ he Zh i) )wi A w; —
—éﬁam‘jwi A wy,

20
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ou seja
Rogij = Z( ?khgj - hiﬁkh?j) + Ragij
k

que é chamada a equagao de Ricci.

1.12 Equacoes de estrutura de uma forma es-

pacial

Seja Q" (¢) uma Variedade Riemaniana (n+1)-dimensional com curvatura
seccional constante ¢. Também chamaremos a este forma espacial. Quando
c >0, Q" (c) = S" (¢), (isto é: a esfera (n+1)-dimensional), quando c¢=0,
Q" (c) = R™™, (isto é: o espaco euclidiano (n+1)-dimensional), quando
c <0, Q" (c) = H"" (¢), (isto é: o espago hiperbdlico (n+1)-dimensional).
Seja M uma hipersuperficie em Q"™ (¢). Para qualquer ponto p € M escol-
hemos um referencial ortonormal local ey, e, ..., e,11 em Q"' (¢) em p tal
que ey, es, ..., e, sejam tangentes a M. Tome o co-referencial dual correspon-
dente {wy,ws,...,w,}. Neste trabalho faremos as seguintes convengoes para
os indices:

1<A B, C<n+1,
1<i, 5,k <n.
Devemos ter em conta que:

dwap = Z wac AN wep + Qag,
C

Qup = —% Z Rapcpwe AN wp,
Quplea,ep) = Rapas,
Quplep,ea) = —Rapas,
Qaplec,ep) = 0, seA#C,D; B#D,C
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Assim as equagoes de estrutura de Q" (¢) sao:

dwy = E Wwap NWR, WA = —WpRA
B

dwap = E Wac N Wep — cwa N\ Wg
c

Observe que na ultima igualdade usamos o fato que Q"™ (¢) tem curvatura
constante e a proposicao 1.9.5.
Se denotamos pelas mesmas letras as restricoes a M de wy, wap, temos:

dw; = Zwij Nwj, Wy = —Wj; (1.19)
J
1
dw;; = Zk: Wi N\ Wy — B zkl: Rijrwi A\ wy, (1.20)

onde R;;; € o tensor curvatura da métrica induzida em M.
Como w, 11 = 0. Assim:

0 = dwn+1

e pelo lema de Cartan temos :
wi(n+1) = Z hijwj, hij = hji (122)
J

A forma quadratica B = Z hijw; ® w; é chamada a segunda forma funda-
]

mental de M.

Agora, separando a equagao:

dwsp = E Wac N Wep — cwa N\ Wg
c

nas partes normais e tangenciais a M temos:

dw;j = g Wik N Wrj + Wiyt A Wyt + Qi
k
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Assim obtemos:
5 Z Rijiwg ANy = Q5
ki

= dwij — E Wik A wkj
k

= Wipt1 N Wng1,i + Qi

1 R
=3 Z(hilhjk — highji)wie A wy — 3 Z Rijriwy A wy
Y

kl
logo:
Rijii = Rijiw — (hahji, — hixhji).
Rijii = ¢ — (hahjr — hikhji).
esto é,
Eijkl = C(5z‘k5jl - 5il5jk:>-
Assim,

Rijii = c(6ikbji — 0adji) + hinhji — hahjp (1.23)
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Capitulo 2

O Operador Auto-adjunto
Cheng-Yau

Este capitulo tem como finalidade demonstrar um primeiro teorema de
classificagao para variedades Riemannianas compactas, para isto comegaremos
com algumas definicoes.

2.1 O hessiano e a diferencial covariante

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, {ej, e, ...,€,} um
referencial local ortonormal em M, e {wy, ..., w, } seu referencial dual. Entao
as equagoes de estrutura de M sao dadas por:

dwi = Zwij/\wj, wij:—wji, (21)
J

dwij = Z Wik N\ Wi + QZJ (2.2)
k

O lema 1.9.1, garante as existéncia das formas w;; satisfazendo (2.1) a partir
da métrica Riemanniana.
Observe que as formas €2;; sao dadas por:
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Qij = dwi]’ — E Wik AN wkj.
k
Ja vimos que elas podem ser escritas como:

1
Q,’j = —52Ri]~klwk/\wl.
k1l

Dizemos que w;; ¢ a forma de conexao Levi Cevitta e R;ji ¢ o tensor Cur-
vatura Riemanniana de M.

Lembremos que, para cada p € M e cada par de vetores z,y € T,M a
matriz {(€2;;), (r,y)} é a matriz de uma aplicagao linear, (chamada operador
de curvatura)

(Bxy), : TyM :— T, M,

Da secao 1.9 temos

Rz‘jkl = <Rekel <€z> 7ej>
jS (€k7 el) :

Riji + Rijie = 0.

Observagao 2.1.1. Se V € um espaco vetorial munido de um produto in-

terno, temos que existe um isomorfismo canonico J entre V e seu dual V*.

Caracterizemos o gradiente de uma fungao diferenciavel, f : A — R,
definido em um aberto A de M. Dado um ponto p € A, a diferencial no

ponto p ¢é o funcional linear df, € (1T,M)*, tal que df,(v) = %(p), para
todo vetor v € T,M.

O gradiente (no ponto p) é definido como o vetor Vf(p) € T,M, que cor-
responde a df, através do isomorfismo canoénico J : T,M — (T,M)*
(induzido pelo produto interno), assim V f(p) = J~*(df,)

Portanto, o gradiente V f(p) fica caracterizado pela seguinte igualdade:

Vfilp)v = dfy,(v), paratodowvetor v € T,M.
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Para qualquer funcao f de classe C? definida em M, definimos
seu Gradiente no ponto p, por:

e seu Hessiano por:
> fwi = V4 fws
J J

Vejamos agora que f;; = f;; por diferenciac@o exterior de (2.3).
Diferenciando (2.3) temos :

0 = Z(vmwﬁﬁdwi)
= vamwﬁZfldwl
= szuwy ijwﬂ /\wz+Zszw,]Aw]
- ZZfijwj/\wi—Zijwﬁ/\meZfiZwij/\wj)_

€como
DD S Aw = ) fildwy Awy),
i g i j
temos que
0 = ZZfijwj N w;
i
= D (fy— fu)wi Awj.
i<j
Portanto
fig = Ji
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2.2 O tensor codazzi

Seja agora ¢ = Z ¢ijw; ® w; um tensor simétrico definido em M.
(]
As componentes da derivada covariante de ¢;; sao dada por,

Z Gijpwr, = Vi + Z PrjWyi + Z ik W - (2.5)
P p !

Chamamos ao tensor simétrico ¢ = g ¢i;w; ® wj um tensor Codazzi se,

Qij = Qiky- (2.6)

As componentes da sequnda derivada covariante de ¢;; sao dadas por,
Z Gijiw; = Vo + Z Omjk Wi + Z QimkWmj + Z GijmWmi (2.7)
l m m m
Vamos obter algumas relagoes da diferenciacao exterior de (2.5).

Lema 2.2.1. Seja agora ¢ = Z Gijw; @w; um tensor simétrico definido em
]

D Gt Awe = G i + Y Gimn -
Ik m m

M, entao

Demonstragao. Diferenciando exteriormente o lado direito da igualdade (2.5)

temos,
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d(; Giny) = g Vér, Awgi + g Srjdws + g dix A wi; + g irdwy
+ zk:[cbkj [zl: Wit A wi; + Q]+
+ ;[2 Piritwr — ; duwii — ; Guwir] N wij+

+ Z[¢1k [Z Wi N wlj + Qk]“

Por outro lado, diferenciando exteriormente o lado ezquerdo da igualdade

(2.5) temos,

d(z Gijewr) = Y Vije A wy + Y Gijrdwy,
k
= Z[Z ijkemWim — Z QLW — Z Garwyj — Z Gijiwi] A wy
k m ] ! !
+ 22032 wiy A wj)].

Igualando os dois resultados, observamos,

a e
- E E QWi N wy, — E E Qarwij N\ wy, —
PR PR
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b b

_ Z Z Gijiwy N w;+’z Dijk Z Wi A wy
!
7

- Z Z ¢k9lwl A Wi = Z Z Pij Wik N Wi — Z Z ¢klwzg N Wi +

+,z: Dij Zwkl A wy; +2 Z Pikiwy N wk;_’z: Z@szz‘ A wk;‘_
k . ko1 P

d d
- E E Qawi N\ Wy + E Dik E Wiy A Wy -
kool k ]

Os termos com letras iguais vao se cancelar.

Estas contas nos dizem que por diferenciacao exterior de (2.5), obtemos,

Z Qijawy Nwy, = Z Omjlmi + Z Gim - (2.8)
lk m m

]

Calculando (2.8) em (eg, €;), temos as seguintes identidades Ricei,

Pijet — Pijie = Z Omj Bomirt + Z Pim Ronjn- (2.9)

2.3 Operador [] (operador de Cheng-Yau)

Ressaltaremos a seguinte definicao do operado auto-adjunto [J introduzido
por Cheng-Yau.

Definicao 2.3.1. Seja ¢ = Z¢ijwi ® w; um campo tensorial Codazzi em
ij
uma Variedade Riemanniana M. Definimos o operador [ associado a ¢ por:

Of = Z ((Z ¢kk> dij — ¢z‘j> i
ij k
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para qualquer funcdo f de classe C? definida em M.

Proposicao 2.3.1. Seja M uma Variedade Riemanniana compacta e ori-

entdvel. Entao o operador [ é auto-adjunto.

Demonstracao. Seja

Pij = (Z ¢kk> 0ij — Gij-
k

Entao,

Z il = Z Z Orrwiij — Z Gijiwy.
l Ik l

Quando calculamos em e;, e depois somando em j, obtemos,

v = D> b — Y biy
j ik j
= Z Orki — Z Gijj
k j

Sendo ¢ é um tensor simétrico, temos que,
bij = ¢ji

Logo, a derivada covariante da ultima igualdade nos d4,

Z¢ijlwl = Zﬁbmwz.
l l

Quando calcularmos no vetor ey, teremos ¢;;r = @jir, € além disso, como ¢

¢ um tensor codazzi temos que @i = @jr;. Com essas observagoes,

S bk = > i
k J

- Z ¢jij

= Z sz‘jj,
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o que nos diz que,
> %ui = 0
J

Completamos a prova desta proposicao, usando a seguinte proposicao devido
Cheng-Yau, veja [8].
Proposicao.- (Cheng-Yau) Seja M uma Variedade Riemanniana compacta e

orientavel. Entao o operador [] é auto-adjunto se e somente se: Z wij; = 0.
J

Demonstracao. ver [8] pag. 196. O

]

Agora intentemos relacionar em alguma equacao o operador [J com al-
guns invariantes da variedade M.

Como ¢ = E ¢ijw; @ w; € um campo tensorial codazzi em uma variedade

tj
Riemanniana, os coeficientes ¢;; sao fungoes reais definidas em M, isto é,

Assim podemos definir o laplaciano das funcoes ¢;;.

Definicao 2.3.2. O Laplaciano de ¢;; € definido por ser,
Ay = Z¢ijkk-
k

Lema 2.3.1. Seja ¢ = E Gijw; @ wy € um campo tensorial codazzi em uma
]
variedade Riemanniana, entao,

A¢i; = Z Otk Rl + Z GimPomkjr + Z Okkij
km mk k
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Demonstracao. Observe que,
Agi; = Z Dijkk
k
= Z (Gijrk — Pirji) + Z (Gikjk — Dikkj) +
k k
+ Z (Gikkj — Prkij) + Z Okkiy -
k k
Agora de,
Gijki — Pijie = Z Omj Bkt + Z GimPomjnt,
obtemos, : )
Dikjk — Pikkj = Z Ok LRomijr + Z Gim Pomkjic-
Assim, a expressao de Ag;j, resu;a em, )
Agiy; = Z (Gijrk — injr) + Z OmkRomijr + Z Gim Bompjr +
+ Z Drkij + Z Gikkj — Pkki) -

Observe que das equacoes,
Z Gijkkwy = Vo, + Z Ok Wi + Z Gimk Wi + Z Gijm Wk
k m m m
Z Gijkwry = Vo, + Z Ok Wi + Z QimjWm; + Z Qikm Wik
k m m m
calculadas em ey, e de (2.6) (ie, da definigao de tensor Codazzi), obtemos,
Gijik — Ginj = 0.

Além disto, utilizando o fato que o tensor ¢ é um tensor simétrico e Codazzi,

e das equacoes,
Z Gikkjw; = Vi + Z Ok Wini + Z Dimk Wik + Z ik Wink
J m m m

Z Orrijw; = Vorri + Z OmkiWmk + Z PkmiWmk + Z OrkkmWmi,
J m m m
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calculadas em e;, obtemos,
Prki = Pikkjy
isto é,
Okkij — Pirk; = 0.

Assim vemos que vérios termos vao se cancelar na expressao de Ag¢;;, ob-

tendo,
Agi; = Z OmrRomijr + Z Gim Bomijr + Z Okkij- (2.10)
km mk k
[
Seja agora,
o = 6%, VeI’ =D o tré=>_ b
ij ijk k

Lema 2.3.2. Seja ¢ = g Gi;w; @ w; € um campo tensorial codazzi em uma
j
variedade Riemanniana, entao,

1
§A 6° = Ve|* + Z Gij (trop);; + Z Pij Ok Bonijr + Z GijPim Bmjk-

ijmk ijmk

Demonstracao. Sabemos que, para duas funcoes f e g, definidas em M, tem-

se,

A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg,

assim temos,

A(d5) = 0iAGij + ¢ijAds; + 2 (Veij V)
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Como {e;} é uma base ortogonal, seu dual {w;}, é também ortogonal, logo,

(Voij , Vi) = <Z DijkWk 7Z¢ijkwk>
k
= Z ¢z]k‘

Com isto, a equacao (2.10) mostra que,
1 1
Al = 2584
- Z ¢2]A¢z] + Z Qb”k
Z ¢z]k + Z qbZ]Agb’Lj
ijk

IVo|® + Z b1 A

|V¢| + Z ¢z] tTgZS T+ Z ¢1j¢mkRmzjk + Z ¢z]¢zm mkjk

ijmk ijmk

ou seja,

%A |¢| |v¢| + Z ¢U t’f’¢ + Z CbzyqukRmz;k + Z ¢zg¢zm mkjk-

igmk igmk

(2.11)
0

Observe que a matriz ® = (¢;;) é uma matriz simétrica. Assim existe
uma base ortonormal {e;} que a diagonaliza.

Em um ponto p € M, escolhemos um campo referencial ortonormal local
{e1,eq,...,e,} com seu correferencial dual {wy,wy, ..., w,}, tal que,

6= dywi@wj, ¢y =N\di;, emp.
(]
Com as notagoes acima, temos o seguinte lema principal.
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Lema 2.3.3. Seja M uma variedade Riemanniana compacta, e seja ¢ =

E Gijw; @ w; um campo tensorial codazzi definido em M, entdo,
]

1
/ [IVo[* = |V (tro)[’] +/ 5 Rigi (A = A5)" = 0.
M M
Demonstracao. Entao, em p temos,

%A o> = |Vo|*+ zj: Nidij (tro),;; + ]Zm:k AiGi; MmO R + ]zmjk AiGii NiOim R
= VO + ) N (tré); + D Mt Runiim + > Aihi R
Observe que,
> XA Boiim + > MRk = — Y MNidaRimim + > A Rigi
im i m ik
J = — Z M Rijij + Z ARy
= Zw(—Az’\j + A7) ];ijj

tj
1 1
]
1 1
2 MR = ) 5N R
ij ij
1
= =2 3N R
(]
1
]
Com essas observacoes temos,

SALGE = VP +ZA (tré); ZRW N (212)
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Denotando a segunda funcao simétrica de ¢;;, por I'y, temos,

Ty = ) N\

i#]

Tendo em conta que,

6]

(t’l“¢)2 = (d)ll + ...+ ¢nn) <¢11 + ...+ ¢nn)

= M+ .+ A+ A

= D A
]

(023 + By + oo+ OL) + oo+ (D21 + o+ B2,)

M AA 4+ A2

a segunda fungao simétrica de ¢}, fica,

Ty = ) i)

i#j
= (tr¢)” — g/ (2.13)

Combinando (2.12) e (2.13) obtemos,

1 1 1
§A (trgb)Q = §AF2 + |V¢|2 + ZZ: i (tro), + 5 %: Rijij (N — /\j)2 (2.14)

observe que,

Atre)* = A(tro)(tre)

= 2troAtre +2 < V(tre), V(tre) > (2.15)
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Da defini¢io de [ temos,
O(tre) = Z(Z Prrdiy — Gij) (tro);;
= ZZ%&” tro);; Z% trd)y
= ZZAk tr)s ZA (trd)u
- Z tré) (tre) Z Ai(tr o) (2.16)
Observe que de (2.14) e (2.15)

troAtro+ < V(tro),V(tre) > = %AFQ + Vol + Z Ai (tro)y,; +

1
+5 D Rigiy (= A7,
i
logo,

troAtrg — "\ (trg), = %Arg + Vo> — < V(tro), V(tre) >

1
+5 Z Rijij (A = Aj)°
)

agora de (2.16),
1 1
O(tre) = AT, + IVo|* — < V(tre),V(tre) > +5 > Rijij (A — X))
ij

Observe que,

(V(tre),V(tre)) = <Z ¢kklwlaz¢kklwl>
Kl Kl
= D b
Kl
= Zéﬁikj-
kj
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Portanto,

(V(tre),V(tre)) = |V (tro).

Assim chegamos a seguinte equacao,
1 9 9 1
O(tre) = §AF2 + V| = [V (tro)|” + 3 %: Rijij (

Observe agora que [] é auto-adjunto assim,

/MD(trgb):/MD(tm).l:/M(trgb)Dlz/M(trd)).O:

Além disso,

AFQ = div (VFQ)

(2.17)

i —A)7 . (2.18)

Agora integrando (2.18) e utilizando o teorema de Stokes, como M é com-

pacta, chegamos a,

/ [IVe]* = |V (tro)[? / “Riji (A — A\)% = 0.

(2.19)

2.4 Primeiro teorema de classificacao para va-

riedades Riemannianas compactas com cur-

vatura constante

A equagao (2.19) da sec¢ao anterior nos permitir dar uma classificagdo para

as variedades Riemannianas compactas, isto é,
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Teorema 2.4.1. Seja ¢ = Zqﬁzjwi ® w; um campo tensorial Codazzi en
ij
uma Variedade Riemanniana compacta M. Suponha que,

IVo[* > |V (tro)[*. (2.20)

i) Se M tem curvatura seccional positiva, entao todos os autovalores de ¢;;
sao iquais em M.

ii) Se M tem curvatura seccional ndo negativa, entdo temos:
‘V¢’2 = ’Vtr¢’2 € Rijij = O,
quando \; # X\; em M.

Demonstragao. De (2.20) temos que

/M V2 — [V (tré)] > 0 (2.21)

Para provar i), como M tem curvatura seccional positiva temos que R;j;; > 0,

por (2.19) e (2.21)

1
JI9eR = 1¥ra =0 e [ SR (=) =0,

Por tanto, A\, = \;, V7, .
Para provar i), Como M tem curvatura seccional nao negativa temos que

Rijij Z 0, de (221) [§ )\1 7£ )\j temos Rijij ()\Z — )\j)2 2 O, assim,
[ 196 = 9o =0,
M
isto implica,

IVo[* = [V(tré)[*.
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Agora de,

1
/ 5 Bigig (A = A2 =0,
M
fica,

Rijij = 0.

Os dois lemas seguintes mostram que a condigao (2.20) ¢ natural.

Lema 2.4.1. Seja ¢ = Z ¢i;w; @ w; um campo tensorial Codazzi en uma
tj
Variedade Riemanniana compacta M. Suponha que,

tr¢ = constant. (2.22)
Entao,
Vo' = |V (tro)[*.
Demonstracao. Como tr¢ = constant, temos que Virg =0 O

Lema 2.4.2. Seja ¢ = Z dijw; ® w; um campo tensorial Codazzi en uma
tj
Variedade Riemanniana compacta M. Se a sequnda funcao simétrica de ¢;;

€ uma constante nao negativa, ie:

Iy = Z i\ = (tro)? — |¢” = constant > 0. (2.23)
i#]
Entao,
Vol > |V (tro)l”.
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Demonstra¢ao. Tomando a derivada covariante de (2.13) temos,
= 2 Z t?”¢ W, tT¢ Z ¢z]kwk¢m Z ¢z]¢z]kwka
ijk ijk
isto é,
Z tr¢ Wy, trgb —2 Z ¢z]¢zgkwk7
k ijk

o que implica que,

Z (Zf?”dﬁ) Wi Zf?"¢ Z¢zg¢z]kwk

k ijk

Calculando em e, obtemos,

> (tro), (tre) = > didin.

k ijk

IV (tre) P = > (tro);,

k

segue que,

(tro)? |V (tro))* = > (tro)’ (tro);

k

(o) (52)

= |o*|Vo|”.

IN

Utilizando (2.23) vamos a obter,

(tre)* |V (tro))* < ¢ [Vl
< (tr¢)’ Vol

A
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com o que chegamos finalmente a,

IV (tro)? < Vo[

]

Neste trabalho, precisamos do seguinte lema algébrico devido a Okumura,
Hilario Alencar e Manfredo do Carmo, ver Lema 2.6 de [1].

Lema 2.4.3. Seja p;, i = 1,...,n numeros reais tal que Zui =0,¢e Zuf =
(%, donde B=constante> 0. Entdo:

53<2M1_ n—2
\/ (n—l vn(n—1)

e a igualdade acontece em (2.24) se e somente se (n — 1) dos p; sao iguais.

— 3 (2.24)

Demonstracao. Podemos supor que 8 > 0, utilizaremos o método dos multi-

plicadores de lagrange para encontrar os pontos criticos de,

> n

sujeito as condicoes,

Z,uz‘ = 0,
dom o= 5

Para isto consideremos (31, 32 € R e as funcoes,

gl(ula“'?:un) = Zuza
9api, s pin) = D pi =

Assim temos,

0
91 + 52 92,
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ou seja,

3#? = i+ 20620

isto é, se Ay = 2% e X = %, a ultima equagao se transforma em,

/le—)\lll,Z—AQ = 0, 1= 1,...,71. (].)
Assim os pontos criticos satisfazem a equagao quadrética (1) que possui ape-

nas duas raizes, logo de E i = 0, e de uma re-enumeragao se necessario,

estes sao dados por,

p1 = o = ... =, =a >0,
Ppt1 = fpt2 = .. = pn, = —b < 0.
Portanto,
= > pl=pa®+(n—p)’, (2)
0 = }:MZPw—m—p%, (3)
fo= 2 mi=pa’=(n—p)p" (4)

Da equagao (3) obtemos que,
pab = (n—p)b*,
substituindo esta expressao na equagao (2) temos,
6% = pa® + pab.

Com o valor b obtido da equagao (3), a equagao acima se reduz a:

2.2

2 ), Pla
= pa®+-—.

ﬁ p n—p
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Assim fica,

2 (n — p)ﬁz‘

a —_=
np

Substituindo o valor de a? na equacao (2) obtemos,

n(n —p)
Com isto obtemos,
o = (n — p)ﬁQ
np
b2 _ pﬁQ
n(n —p)

e de (4),

f = (n_pa—3b>52.
n n

Observe que f decresce quando p cresce. Portanto, f atinge um méaximo

quando p = 1, e o maximo de f é dado por,

fo=2on
= pa’ = (n—p)’
= a—(n—1)p
= (n—1)b)* - (n—1)p°
= (n—2)n(n—1)b%
n—2

Como f é fmpar, isto prova a primeira parte do lema.
Observe que para p =1 em (3),
O=a—(n—1b=a=(n—1)b.
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Substituindo na equagao (2),

F o= (=) (- )Y (2:25)

Y (2.26)

n—1

Observe que a igualdade no lado direito ¢ obtida se e s6 se (n-1) dos y; “s s@o

1 1/2 _ )\ 2
da forma —b= (—)> B, e ooutro é a= ((n )) G.

n(n—1 n
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Capitulo 3

Hipersuperficies em uma forma

espacial real.

Neste capitulo daremos a primeira aplicacao referente ao que estudamos
no capitulo anterior.

3.1 Equacao de Gauss e curvatura escalar nor-

malizada.

Lembremos que se Q™! (¢) ¢ uma Variedade Riemanniana (n+1)-dimensional

com curvatura seccional constante ¢ (isto é uma forma espacial); M uma

hipersuperficie em Q"*! (c). Para qualquer ponto p € M escolhemos um

referencial ortonormal local {e;}" ;, e o co-referencial dual correspondente
n ~

{w;},_;. Da secao 1.12 temos,

1<A B, C<n+1,
1<1i,j,k<n.
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dwap = Z wac AN wep + Qag,

C
— 1
Qap = —5 Z Rapepwe N wp,
Qaplea,ep) = Rapas,
Qaplep,ea) = —Rapas,

ﬁAB(eCHeD) - 07 SGA#OaD; B%D,O

As equagoes de estrutura de Q" (¢) sao,

dwy = g wap AWp, WAB = —WpA
B

dwsp = g Wac N Wep — cwa N\ Wy
C

Denotando pelas mesmas letras as restricoes a M de wa, wap, temos,

dwi = E ’lUij A w]', wij = —wﬁ
J

1
dwz‘j = Zwlk A\ wkj — 5 Z Rijklwk A wy,
k kl

onde R;ji; ¢ o tensor curvatura da métrica induzida em M.
A forma quadratica B = Z hijw; ® w; é a segunda forma fundamental de

)

M.
Também temos,
Rijr = c(0i0j; — 0ubjx) + hixhjr — hihj (3.1)

Definimos a curvatura de Ricci como sendo,

Ric(z) = Z < R(z,e;)x,e; > .

Onde
R(x,e;) = Rye, - T,M — T,M,

¢ o operador curvatura de M, e x é um vetor tangente a M no ponto p.
Definimos também a curvatura escalar R como sendo,

R= Z Ric(e;).
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Portanto,
R= Z < R(ei,ej)ei,ej > .
]
Logo,
Rijz’j =< R(ei, ej)ei, e >==¢ —+ hiihjj — hijhji7

entao,

R= (c+hihj; — h3).

ij
ij

A curvatura escalar normalizada é definida por,

1
R= ot

Portanto,
n(n—1)(R—c) = (hihj; — h3)).
]

A curvatura média H é definida por,
H=S"h
_n - 79
e a norma |B| da segunda forma fundamental B satisfaz,
2 _ 2
’B | - Z hij7
ij

Assim temos que:
n(n—1)(R—¢) = n?H* — |B)?,

que é chamada a equacgao de Gauss.
A equagao de Codazzi nos diz que,

hiji = hirj,
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onde a derivada covariante da segunda forma fundamental é definida por,
k k k

Com as definicoes e estimativas acima, podemos utilizar as estimativas do
capitulo anterior da seguinte maneira:
Seja ¢;; = h;; como no capitulo 2 e h;; = A\;d;;. Entao de (2.19), isto é de,

196! =19 o)) + [ SR = A0 o

obtemos,
1
[ 0w = 1mP)+ [ S R a2 =0. (39)

Agora tentemos estimar o segundo termo da equagao (3.5).
Usando (3.1) obtemos,

Rijij =c+ hiih]] h2

o
entao,
Rijij(Ni = A)? = (A = Nj)” + haghyi (N — Ag)? = h%ij(A — A;)°
= A= 26N\ + A2 + huihyp N2 — 2hihi A+

Fhiihjg Az — A7 4 2035 N — hi;A;

JJ 7 1777 137
Agora agrupemos em forma conveniente a ultima expressao tendo em conta
as 9 seguintes igualdades,
1.- primeira
hij — )\161]

2.- segunda

D (N +eX) =neY M Aney ;N

ij
= 2nc Z )\?
J

=2n|B|*.
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3.- terceira

Z(c)\? +eA]) =ned N4 ney ;A

ij
= 2nc Z )\]2
J

= 2n|BJ*.
4.- quarta
D hahididi = AMOTHMN 4 A A N
ij
= |B*.

5.- quinta

Z(hiihjj)‘? + hiihjj)‘?‘) - Zij()‘iAj)‘g + Ai)‘]')‘az)

ij

= Zij ()‘f)‘j + )‘i)‘?)

=D NN+ AN
J i
=2 AN
ij

=203 M) (25 )‘3) =2nH ), )‘?-

6.- sexta

D (RN HBEA) =2 hIAN,.
ij

j

7.- sétima

dOREAA = M+ AN
ij
- Tu
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8.- oitava

9.- nona

Para obter,

1
5 > Ruis(N -
ij

Seja,

Assim,

DONN = A+ AN
ij

= > AL

SO =D AN
ij ij

N)? =mne|BlP =n’H?c— |B[' +nH > A (3.6)

pi=XN—Hel|ZP =) u,

ZM:Z(Ai—H):Z)\i—nH:O,

7 %

2P =3

=N —H)?

= 52.(A\2 — 2\ H + H?)
= |B]> — 2nH? + nH?
= |B — nH?.
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SN =D (i H)P = (4 3 H (pf + i H) + H?).

Como,

temos que,

S =0, 12 = |BP - ni?

i

> wiH =nH? —nH* =0,

SN =Dy +3H|Z + nH®.

Observacao 3.1.1. Temos,

BI' = |BI’|BJ*

= (|2 + nH»)(|Z|* + nH?)

1Z|* 4+ 2nH? | Z> + n>H*.
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%Z Riij(\i — A)? = ne|Bl> =n*H?c— |B|' + nH > X
i %
= ne(|B)? =nH?) — (|Z|" + 2nH? | Z]> + n®H*) +
+nH (> pd +3H|Z|* + nH?)
= nc|Z]> —|Z|" = 2nH?|Z)* — n*H* +
—I—nHZ,u? + 3nH?|Z|)* + n*H*

%

= nc|ZP +nH?|Z — 2"+ nH Y pi.
substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6) chegamos a,
1
ij i
Pelo lema 2.4.3, e de,

—nH(n —2)
”Hzl:“f > %53,

onde = /|B|*> — nH?,

Temos,

3 —nH(n —2) |2’ 2\3
2 2 e VT
—Hn(n—2)Z2 /22
_ T =2) e JiBp ame,
n(n—1)
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Com isso, temos,

n(n —2)

H|+\/|B|? — nH
n(n—1)| |\/ | B 2)

1
5 2 Riis(Ai=)? = (1B =nt®) (ne+2nH>~ | B~
ij

(3.10)
Agora observe que a seguinte igualdade,

<\/yB‘2_nH2+%(n—2),/#]H]+1/nc+%) X
2 , 1 n n3 H? B
><<—\/]B| —nH —§(n—2)1/m|H\+”nc+m>—

—9
et 2ni? — B2 — M=y TBE I,
vn(n—1)

se verifica se e somente se,

n3H? n
————— —(|B] =nH?) — (n —2)H+/|B|> — nH? —
1 n n(n — 2)
——(n—2)2 H? = nc+2nH? — |B|> — ————|H|+/|B|? — nH2,
1= 2 —5) B~ = V1B

ou seja, se e somente se,

n3H2
4(n—1)

n

n —

1
—wBP+nH?—Zm—a)< 1>H2:mﬁﬂ—¢BR

se e somente se,

n3H? 1 n
Mn—D_Zm_)(

se e somente se,

n*H? —n3H? + 4n’H? — 4nH? B

H2
A(n — 1) nE
se e somente se,
AnH?*(n —
nH?*(n —1) _nH?,
4(n —1)
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que é claramente uma igualdade.

Substituindo (3.10) em (3.5) obtemos:

/ [|VB|2—n2|VH|2+<|B|2—nH2><nc+2nH2—|B|2—%im¢|B|2 i)

= [ 9BV HPL [ (BR-nt?) (B = niP 45 0-2))
+,/nc+£n—%)x(_¢m_%(n_2>, /nﬁluﬂﬂ/nﬁ%)

<0. (3.11)

Observe que,

n*H?  n[n’H? +4(n — 1)
T in—-1)

Aqui supomos que,
n[n*H? +4(n — 1)c] > 0,
se,

c < 0.

3.2 Segundo teorema de classificacao e con-
sequéncias

A estimativa dada pela equagao (3.11) nos permitem dar uma classificagdo
para hipersuperficies compactas em uma forma espacial real, isto é, temos,
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Teorema 3.2.1. Seja M uma hipersuperficie compacta n-dimensional em

uma forma espacial (n+1)-dimensional Q" (c). Suponha que,

IVB|* > n?|VH|?, (3.12)
e
2772 2 n’ 2 N—2
n“H* < |B|* < nc+2(n — 1)H =) VnAH* 4 4(n — 1)n2H2c. (3.13)
Entao: ou
|B|?> = nH?,

e M € uma hipersuperficie totalmente umbilica, ou

3

_9
B2 = _ M g TS nAHY Y A(n — DnPH? 14
| B| nc+2(n_1) 2(n_1>\/n +4(n —1)n?H?c,  (3.14)

e M tem duas curvaturas principais diferentes Ay e A\, isto é:

nH + \/n?H? + 4k(n — k)c

AM=...= =
1 k o
nH — \/n?H? + 4k(n — k)c
App1 = o = Ay =
2(n — k)
para algum k com 1 <k <n.
Demonstracao. De,
n?H? < |B? <nc+ n—3H2 — n—_Q\/n4H4 +4(n — 1)n2H?%c
- - 2(n—1) 2(n—1)
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fatorando o radicando, chegamos a,

3 3H2
212 < B> < ne+ ——H? — (n— 2)|H|, | —— L.
nH < |B| T (n =2)H|y /7= Ty
2

SH? 1 n
2H2 < |B)? < R (-2 H _
wHE<|B < fTr— (= H T
1 n 1 nd
1 oo™ g2
IO LR Y ey
2
n3H? 1 n 1 n—2
2H? < |B]* < — — —(n—-2)H - 2
TS B s et qr =y — 3 - HV | T am T
Logo,
0 <|B|*—n%H?
[ 3772 1?
n°H n 1 n—-2
< ——(n—2)H — H? —n*H?
e ATy il 1t el Vi it o S
[ 3772 1? ( ynH? 2
n°H 1 n n—1)nH*+nH
< — — —(n—-2)H —
S et amon T T 2(n — 1)
Aqui usamos a — b < a, onde a,b > 0, para chegar a,
2
n3H? 1 n
< |B|? = n?H? < — ——(n—2)H
0< B —n*H" < T (=2 n—J

extraindo raiz temos,

n3 H? 1 n
<VIBP—w?H? < \|nc+ ——— — ~(n—2)H
0<+|B|?—n < nc+4(n_1) 2(n ) —
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n3 H? 1 n
< —— — —(n—-2)H —+/|BJ? — n?H?
0< nc+4(n_1) 2(n ) ”n—l VIB|I?—n

Com isto a desigualdade integral 3.11 se transforma em uma igualdade. Por-

tanto ou,

|B|> = nH?,
ou que é equivalente a,

ZP=0 & D wm=0Vi & N=HVi

e M é uma hipersuperficie totalmente umbilica.

Ou

|B|? —net+ g2

9
T H|n HY 1 A(n — Dn2H?
2(n— 1) 2n=1) [VtH! + 4(n — n*Hee

fazendo o processo inverso, e M tem duas curvaturas principais diferentes Ay
e \,, pois de,

kX + (n — k)\, = nH,
e de (3.5) tendo em conta que,
Ak # An
Rinkn = McAp +¢ =10
substituindo A, na primeira equacao chegamos a,

EX; —nH), —c(n—k) = 0.

Assim,
nH £+ \/n?H? + 4ck(n — k)
)\k == )
2k
tomemos,
\ nH + \/n*H? + 4ck(n — k)
k= :

2k
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Com isto,

nH — \/n?H? + 4ck(n — k)

Ap =
2(n — k)
Isto é,
H 2H? + 4ck(n — k
VD VA WL - V/PH + dck(n ).
2k
nH — \/n?H? + 4ck(n — k)
>\k+1 = ... = )\n = )
2(n — k)
para algum k, 1 <k <n. O

Corolario 3.2.1. Seja M uma Hipersuperficie compacta n-dimensional em
uma forma espacial (n+1)dimensional Q" (c) com curvatura media con-

stante H, se,

3
2772 2 n 2 n—2
H” <|B|* < ——H*— ———/n*H* + 4(n — 1)n2H?2c.
n < |B| _nc—i—2(n_1> Q(n—l)\/n +4(n — 1)n?H?c

Entao, ou

1) |B|> =nH? e M é totalmente umbilica; ou
n3 H? (n —2)y/n*H* + 4(n — 1)n2H%c
2(n—1) 2(n—1)
e caso o 2) acontece, se e somente se:
a) Quando H=0, entao ¢ >0 e M é um toro de Clifford em S™(c),

b) Quando H #0, entio ¢>0e M= S""1x S

2) |B|> =nc+

Demonstragao. Do lema (2.4.1) e o teorema anterior se tem 1) ou 2) .
Prova de a) Agora quando H=0, entao, |B|*> = nc, aqui existem \; # o
portanto ¢ > 0.

Observe que da equacao de Gauss,
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—|BJ?

h=1 :n(n—l)

—[EX + (n = K)X]

n(n —1)

dkc(n — k), 4dkc(n — k)?
o () A(n — k)2
B n(n —1)
= 1)

Como ¢ > 0= c=1, logo fica,

_n—2

n—1

logo concluimos esta parte do teorema por aplicando o teoremal de [15]
(devido a H. Blaine Lawson, Jr.).

Isto é: Seja M™ uma variedade Riemanniana (ndo necessariamente completa)
e seja ¥ : M™ — S™ uma imersao minima isométrica.

Teoremal. — (Lawson) Se a curvatura escalar de M™ e identicamente igual

n—2

a =2 entdo, a menos de rotacdo de S"*!, (M" V¥) é uma sub-variedade

aberta de um dos produtos minimos,

Sk(\/g)xsn_k( n—k:) para  k=1,..[=]

n

|3

Demonstragao. veja pag. 189 de [15] O

Prova de b). Quando H # 0, como H = cte, temos,

IVH]| = 0.
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Assim,
VB> =n?*|VH|?=0= |VB| =0,
e, (n-1) dos A; sdo iguais por lema 2.0.3.

Seja H > 0, sem perda de generalidade; e \; = ... = \,,_1 # \,. entao,
(TL— 1)/\1+/\n :’I'L];I7 Rlnln = Al)\n—f—C:O

Analogamente aos calculos anteriores, temos que,

nH + \/n?H? + 4ck(n — 1) ) _ nH —\/n?H? + 4ck(n — 1)
2(n — 1) oo 2 '

)\1:

Quando ¢ >0,
M = S"H1/\) x SY(1/A).
O caso ¢ < 0 nao acontece desde que M é compacto. Isto completa a prova

do corolério. O

Corolario 3.2.2. Seja M uma hipersuperficie compacta n-dimensional (n >
3) com curvatura escalar normalizada R constante, em uma forma espacial
(n+1)dimensional Q"*'(c), suponha que,

1) R=R—c>0

2) A sequnda forma fundamental |B| satisfaz:

n [n(n ~ )R +4(n—1)Re + ncg]

nR < |B|* < — 3.15
<IB < (n—2)(nR + 2c) (3.15)
Entao: ou
|B|*> = nR, (3.16)
e M ¢ totalmente umbilica; ou
n [n(n — 1)R2 +4(n — 1)Re + nc?
B2 = , (3.17)

(n —2)(nR + 2c)
e (3.17) ocorre, se e somente se, ¢>0e M = S""1(1/\) x S*(1/\,).
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Demonstragao. Tomando ¢;; = h;j, no lema (2.4.2), temos da equagdo de

Gauss

n*H* — |B> = n(n—1)(R—c) =n(n— 1)R > 0,

que,

|\VB|* > n*|IVH*. (3.18)

Vejamos que da equacdo de Gauss (3.2) a condigao (3.13) é equivalente a
equagao (3.15).

Note primeiro que, |VB|? > nH? é equivalente a, nR < |BJ?, de fato,

n(n —1)R+ |B|* = n*H? = n(nH?) < n|VB|?,

se e somente se,

n(n —1)R < (n —1)|B)?

se e somente se,

nR < |B|?

Agora provaremos que (3.13) é equivalente a (3.15)

n3

—9
B? < j7 -
B = neton— 2(n — 1

b - n [n(n ~ )R +4(n—1)Re + ncz]
Bl < (n —2)(nR + 2c)

) VnAHA 4 4(n — 1)n2H?2c

Temos a equacao,
n*H? =n(n — 1)R+ |BJ? (1)

de 3.13 e a equacao de Gauss (1) acima temos,

3
n 9 n—2

B]? < H? — HY +4(n — 1)n?H?
|B|* < nc+2(n_1) 2(n_1)\/n +4(n — 1)n2H?c
nn? n—2
0 < ———H? — |B] — ————+/n2H?n2H? + 4(n — 1)n2 H?2
< nc—l—Q(n_l) | B| 2(n_1)\/n n?H? + 4(n — 1)n?H?c
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n(n—1)R (n—2) B —

- 2n—1)  2(n—1)
281__21) n(n — 1R+ |B|?][4(n — 1)c +n(n — 1)R + | B|?],

colocando a raiz quadrada sozinha na esquerda da desigualdade temos,

VI = VR + B[4 — e +nln— YR+ B2 <
2(n—1) n(n—1)R (n—2), .
S o) Mt SeT Tamon Pl

elevando ao quadrados ambos membros da desigualdade, temos,

{y/In(n = D+ |BPJ4(n — De+n(n — )R+ [BP]Y? <

2(n—1) e nz(n—l)}_?_ (n—2) 9942
I R T R T L

]

Observacao 3.2.1. Seja M uma hipersuperficie completa n-dimensional em

um Espago Euclidiano (n+1)-dimensional R™!.

Neste caso (3.13)

3
27172 2 n 2 n—2
H” < |BI* < —H*— ———/n*H* 4+ 4(n — 1)n?H?c.
n < |B| _nc—|—2(n_1) 2(n_1)\/n +4(n — 1)n?H?c
torna-se:
242 < |BJ? < e (3.19)
n :
_— —_— (’I'L - 1) b
pois neste caso ¢ =0 e (3.13) fica,
n3 n—2
n?H? < |B|* < 2 ntH4,
2(n—1) 2(n—1)

isto €,

22 < |B2< 1 |?
n _||_<n_1> ,
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analogamente (3.15)

n|n(n — 1)}_%2 +4(n —1)Re + an]

nR < |B)? < —
(n—2)(nR + 2¢)
torna-se,
—1
wr<|B2<"=Yp (3.20)
(n —2)

Do teoremal. em [6] (Chen-Okumura), sabemos que (3.19) ou (3.20), implica
que a curvatura seccional K de M é nao negativa, isto é, K > 0. Pois o
teoremal de [6] diz que,

teoremal. — (Chen — Okumura) Seja M uma sub-variedade n-dimensional
de uma variedade Riemanniana N de curvatura constante c. Se a curvatura

escalar R satisfaz (adaptado a nosso caso),
B> (n—2)|BJ,

em um ponto p € M, entao as curvaturas seccionais de M sao nao negativas

em p.
Demonstragao. Veja pag. 605 de Chen-Okumura [6] O
Nos temos,
2
|B|2 S n 2
(n—1)
n(n —1)(R —¢) + |BJ?
(n—1)

1sto €,

(n—=2)|BI* < n(n—1R,

lembre que R = R, assim temos,

b
n(n —1)
(n—2)|B]* < R
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e a hipdteses do teoremal(Chen — Okumura) € satisfeito.

Assim, o Teorema de Hartman, veja [14], diz que
Teorema(x)(Hartman) Seja M = M™ uma variedade Riemanniana com-
pleta conexa de classe C? com curvatura seccional ndo negativa. Seja X :
M — R uma imersdo isométrica de classe C? tal que X (M) tenha uma
constante positiva m-ésima curvatura H,,(x) = Cy > 0, z € M, para algum

m, 1 < m <n. Entao na decomposi¢ao:
M =R x M{ X =X; x X

tal que Mg é uma variedade Riemanniana completa, a primeira aplicag¢do X,
em,

X, R4 — R Xo: M{ — R

€ a identidade e o sequndo é uma imersao iSométrica.

Xo(ME) é uma esfera (de dimensdo m < d <n).
Demonstracao. Veja pag. 364 de [14]. O]

Obtemos o sequinte resultado. Pois neste caso c=0.

Proposicao 3.2.1. Seja M uma hipersuperficie completa em um Espaco
Euclidiano (n+1)-dimensional R"™'. Se a curvatura meia H é constante e
(3.19) se tem, ou se a curvatura escalar normalizada R € constante e (3.20)

se tem, entdo ou M é totalmente umbilica, ou M = S™! x RL.

Escolhendo ¢;; = h;; = Aid;; no Teorema 2.0.1 e notando que R;j;; =
¢+ A\iAj, obtemos o seguinte Teorema:

Teorema 3.2.2. Seja M uma hipersuperficie compacta n-dimensional em

uma forma espacial real (n+1)-dimensional.
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1) Se M tem curvatura seccional positiva e (3.18)
IVB|* > n*|IVH|.

ocorre, entao M € totalmente umbilica.

2) Se M tem curvatura seccional ndo negativa e (3.18)
IVB|* > n*|IVH|.

ocorre, entao ou M ¢é totalmente umbilica, ou M tem as sequintes duas cur-

vaturas principais diferentes:

nH + \/n*H? + 4k(n — k)c
2k

_ nH —\/n?H? + 4k(n — k)c

B 2(n — k)

M=.= =

)‘k—l-l = .. = /\n

donde 1<k<n.

Quando H=constante, temos o seguinte corolério:

Corolario 3.2.3. ([10]) Seja M uma hiper-superficie compacta n-dimensional
em uma forma espacial real (n+1)-dimensional Q"*(c) com curvatura me-
dia constante. Se M tem curvatura seccional ndao negativa, entdo ou M €

totalmente umbilica, ou ¢>0e M =S"F xSk 1<k<n.

Corolario 3.2.4. (/8]) Seja M uma hiper-superficie compacta n-dimensional,
com curvatura seccional nao negativa em uma forma espacial real (n+1)-
dimensional Q""1(c). Suponha que a curvatura escalar normalizada de M é

constante e nao ¢ menor que c. Entao M ¢ totalmente umbilica, ou ¢ >0 e

M=5"FxSk 1<k<n.

Demonstracao. Como supomos R

(3.2).

R — ¢ = constante > 0, temos por

n*H? — |B|* = constante > 0 (3.21)
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Assim (3.18) se tem pelo lema (2.4.2)

Concluimos que existem no maximo dois A; constantes e distintos, (assim

completamos a prova do coroldrio ) por teorema (3.2.2) e a hipéteses:

Z AiA; = n(n — 1)R = constante.
i#]
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Capitulo 4

Superficies em uma forma

espacial 3-dimensional @Q3(c)

Nesta se¢ao verificaremos o significado geométrico da condicao,
IVB|? > n?|VH|? (4.1)

como simples caso em que n=2.

Seja M uma superficie em uma forma espacial Q3(c) com métrica induzida
ds? = w? + w3.

Neste caso a equacao de Gauss (3.2) é,

K = C+)\1)\2, (42)
de,
A2+ 201 A0 + A2
B =g+ 08, g2 = IR LD
temos,
2(K —c¢) =4H? — |B|? (4.3)

também temos,
|B|2 - h%n + h%m + h%m + h%n + h%m + h§22~
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Como B é Codazzi e simétrico temos,
ha11 = hi21 = hii,

h122 = h212 = h221-

Assim fica,
‘B|2 - h%n + 3h%12 + 3h321 + hgzza

e,

4IVH]? = (ki + h221)2 + (hy12 + h222)2

2 2

- h%ll + h221 + h/112 + h§22 + 2h111h221 + 2h112h122.

Sabemos que,

VB[ > 4VH]

é equivalente a,
hi1 + Mgy > hii1hios + hiahoss.

4.1 W-superficie especial

Ressaltaremos a notacao introduzida por S. S. Chern para superficies em

espacos Euclidianos 3-dimensionais ( veja [11]).

Definicao 4.1.1. Seja M uma Superficie em uma forma espacial real 3-

dimensional Q>*(c). Em um ponto de M, seja A\ e Ny as curvaturas prin-

cipais. Chamaremos a M uma W-superficie se d\; e d\y sao linearmente

dependentes, isto €, se existem funcoes f e g, nao ambas zero, tal que:

fdhi + gdXs = 0.

(4.6)

Chamamos M uma W-superficie especial, se f e g em (4.6) podem ser escol-

hidos positivos.
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Agora seja M uma W-superficie especial,isto é, existem funcoes f e g
positivos.
De (3.4),

Z hl-kjwk = dhm + Z hkjwkl- + Z hikwkj.
k k k

temos,
hin = ()\1)1, hiiz = ()\1)2, =12 (4~7)
Da definicao de gradiente temos,
d)\z = ()\7;)1’[1}1 + ()\7;>2w2, 1= 1, 2.
Assim da equacao (4.6) temos,
FIAD)1w1 + (Ar)2ws] 4 g[(A2)1w1 + (A2)2ws] = 0
[f(A)1 + g(A2)i]wr + [f(A1)2 + g(A2)2]wz = 0,

o que implica,

fA)i+9(A2)i =0, i=1,2. (4.8)
Combinando (4.7) com (4.8), temos,
Jhiii + ghoor = 0, fhiia + ghaos = 0. (4.9)

Assim (4.5) é verificada, i.e. (4.4) é verificada. Do teorema (3.2.2), obtemos
0 seguinte teorema:

Teorema 4.1.1. Seja M uma W-superficie compacta em uma forma espacial
Q3(c) 3-dimensional com curvatura seccional ndo negativa. Entao ou M é

totalmente umbilica ou M ¢é plana.

Demonstra¢ao. A ultima conclusdo do teorema (4.1.1) decorre do fato que

K =0 quando Ay # \s. O

Corolario 4.1.1. Seja M uma superficie compacta em uma forma espacial

real Q3(c) 3-dimensional com curvatura seccional ndao negativa, i.e. K > 0.

Se
a(K—c)+bH+d = 0, (4.10)

a, b, d, sio constantes tais que b*> — 4ad > 0, entdo ou M € totalmente

umbilica, ou M ¢ plana.

100



Demonstracao. Seja F'(A, \2) = a(K —¢) +bH 4+ d = 0. Temos,

oF OF b?
o az(K—C)+abH+Z>a2(K—c)+abH+ad:0.
Isto completa a prova do corolario Il

Corolario 4.1.2. Uma W-superficie especial em um espaco Fuclideano 3-

dimensional € uma esfera.

Demonstracao. SO precisamos notar que M é dito convexo, se K > 0 em

M. [l

Corolério 4.1.3. Seja M uma superficie completa em Q3(c) com curvatura

de Gauss constante K. If K > max{c,0}, entdo M € totalmente umbilica.

Observacao 4.1.1. Para n = 2, nossa condi¢io (4.1) € essencialmente
equivalente com o conceito de ” W-superficie especial’inicialmente introduzido
por S. S. Chern [11]. Assim a condi¢ao (4.1) pode ser considerada uma gene-

ralizacao natural do conceito de ”W-superficie especial”’para hipersuperficies

em Q3(c).
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