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Resumo

ALGUNS TEOREMAS DE CLASSIFICAÇÃO PARA
HIPERSUPERFÍCIES COMPACTAS EM FORMAS ESPACIAIS

Alguns teoremas de classificação para 2008 hipersuperf́ıcies compactas em
formas espaciais

Carlos Diosado Espinoza Peñafiel

Orientadora: Walcy Santos

Neste trabalho, primeiro estudaremos o operador auto-adjunto Cheng-
Yau ¤ para um dado campo tensorial Codazzi φ =

∑
ij φijwi ⊗ wj em

uma variedade Riemanniana. Como uma aplicação vamos obter uma classi-
ficação das variedades Riemannianas compactas n-dimensionais imersas em
uma forma espacial com uma certa condição sobre a curvatura média ob-
servando que a segunda forma fundamental é um tensor Codazzi em M e
aplicando o estudo prévio.

Palavras-Chave: Tensor Codazzi, Hipersuperf́ıcies, Operador Cheng
Yau.

vii



Abstract

SOME THEOREMS OF CLASSIFICATIONS FOR COMPACT
HIPERSURFACES IN SPACE FORMS

Carlos Diosado Espinoza Peñafiel

Advisor: Walcy Santos

In this work, we first study the Cheng-Yau’s self-adjoint operator ¤ for
a given Codazzi tensor field φ =

∑
ij φijwi⊗wj on an Riemannian manifold.

We obtain a general rigidity theorem (see Theorem (2.4.1)) which general-
izes Cheng-Yau’s work ([17]). Let M be an n-dimensional hypersurfaces in
an (n+1)-dimensional real space forms Mn+1(c). Observing that the second
fundamental form tensor hij is a natural Codazzi tensor on M , we apply
the previous study to theses hypersurfaces and obtain general rigidity results
(see (3.2.1) and (3.2.2)) which unify some existing results.

Keywords: Codazzi Tensor, Hipersurfaces, Cheng Yau’s Operator.
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Introdução

O espaço ambiente no qual trabalharemos serão as variedades Riemanni-
anas compactas n-dimensionais e as variedades Riemannianas (n+1)-dimensionais
com curvatura seccional constante, chamaremos também a estas, formas es-
paciais reais e as denotaremos com Qn+1 (c), temos assim,

1. Se c > 0, Qn+1 (c) = Sn+1 (c), a esfera (n+1)-dimensional.

2. Se c = 0, Qn+1 (c) = Rn+1, o espaço Euclidiano (n+1)-dimensional.

3. Se c < 0, Qn+1 (c) = Hn+1 (c), o espaço hiperbólico (n+1)-dimensional.

Também trabalharemos com hipersuperf́ıcies compactas n-dimensionais im-
ersas nas formas espaciais.
O artigo ”Global rigidity theorems of Hypersurfaces”do professor Haizhong
Li é uma continuação do trabalho ”Hypersurfaces with constant scalar curva-
ture in space forms”do mesmo autor, no artigo ”Hypersurfaces with constant
scalar curvature in space forms”o professor Li prova dois teoremas de rigidez
para hipersuperf́ıcies compactas com curvatura escalar normalizada constante
em uma forma espacial Qn+1 (c) (com c ≥ 0, n ≥ 3), nesse trabalho o pro-
fessor Li da condições sob a norma da segunda forma fundamental (denotada
por |B|) da hipersuperf́ıcie, para concluir se a hipersuperf́ıcie é totalmente
umbilica ou se é o produto de uma esfera com um circulo; o professor Li
faz esse trabalho por introduzindo e estudando o operador auto-adjunto de
Cheng-Yau ¤.
Este trabalho esta dividido em quatro partes, na primeira parte introduzimos
as definições necessárias e ferramentas que utilizaremos durante a dissertação,
nesta primeira parte ressaltamos especialmente as equações de estrutura
para uma variedade Riemanniana, aqui definimos as formas de conexão e
provamos que elas só dependem da métrica Riemanniana da variedade, aqui
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também definimos as equações de estrutura da variedade Riemanniana que
junto com o operador de Cheng-Yau (veja definição (2.3.1)) nos leva a uma
importante equação que nos va permitir provar nosso primeiro teorema (veja
equação (2.19) ), na segunda parte do trabalho definimos a noção de campo
tensorial ”Codazzi”em uma variedade Riemanniana e introduzimos o oper-
ador de Cheng-Yau (denotado ¤), associado a um campo tensorial Codazzi

(φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj), aqui também provamos que sob certas condições o

operador de Cheng-Yau é auto-adjunto e finalmente provamos o primeiro
dos dois teoremas principais de este trabalho, este primeiro teorema diz que

se φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj é um campo tensorial Codazzi sobre uma variedade

Riemanniana que satisfaz |∇φ|2 ≥ |∇ (trφ)|2 então se a curvatura seccional
da variedade é positiva, então todos os autovalores de φij são iguais; se a
curvatura seccional é não negativa então |∇φ|2 = |∇ (trφ)|2 (veja teorema
(2.4.1)). Terminamos esta segunda parte dando una estimativa que sera útil
para a terceira parte do trabalho (veja lema. (2.4.3)).
Na terceira parte do trabalho trabalhamos com as equações de estrutura
de uma hipersuperf́ıcie compactas em uma forma espacial real, introduzi-
mos a segunda forma fundamental B e a curvatura media H da hipersu-
perf́ıcie, damos a equação de Gauss que mistura a segunda forma funda-
mental a curvatura media e a curvatura escalar normalizada (veja equação
(3.2)) da hypersuperf́ıcies, como estamos trabalhando com hipersuperf́ıcies
compactas, nós aproveitamos a equação do capitulo anterior (veja equação
(2.19)) e a estimativa dada no final de esse mesmo capitulo para chegar
até o segundo teorema principal (veja teorema (3.2.1)) que diz, se M é uma
hipersuperf́ıcie compacta n-dimensional em uma forma espacial real Qn+1 (c)
e |∇B|2 ≥ n2|∇H|2 e o quadrado da norma segunda forma fundamental
e o quadrado da curvatura media satisfazem uma certa desigualdade (veja
(3.13)), então ou |B|2 ≡ nH2, e M é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica,
ou |B|2 satisfaz uma outra igualdade (veja (3.14)) e M tem duas curvaturas
principais.
Como conseqüência de este teorema vamos poder classificar as hipersuperf́ıcies
compactas n-dimensionais com curvatura media constante (veja corolário
(3.2.1)), esta classificação foi primeiro provada por Sun Ziqi em 1984 e pub-
licado em 1987 (ver teorema 1 de [27]), e uma completa expressão foi depois
redescobrido por H. Alencar y M. do Carmo independentemente em 1992
e publicado em 1994 (ver teorema 1 de [1]), como uma outra conseqüência
obtemos o resultado obtido por Haizhong Li no artigo ”Hypersurfaces with
constant scalar curvature in space forms”que já mencionamos no inicio da
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introdução (veja corolário (3.2.2)).
Iniciamos a ultima parte de este trabalho definindo a noção de W-superf́ıcie
introduzida por S. S. Chern para superf́ıcies em espaços Euclidianos 3-dimensionais
(veja [11]), daremos uma aplicação às superf́ıcies em uma forma espacial real
3-dimensional e veremos que a condição |∇B|2 ≥ n2|∇H|2, pode ser consid-
erado como uma natural generalização do conceito de W-superf́ıcie especial.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Variedades diferenciáveis

Iniciaremos o trabalho dando a definição do espaço ambiente em que
trabalharemos.

Definição 1.1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto

M e uma familia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ Rn −→ M de abertos

Uα de Rn em M tais que

1.
⋃

xα(Uα) = M

2. Para todo par α, β, com xα(∪α) ∩ xβ(∪β) = W 6= ∅, os conjuntos

x−1
α (W ) e x−1

β (W ) são abertos em Rn e as aplicações x−1
α ◦ x−1

β são

diferenciáveis.

3. A familia {(∪α, xα)} é maximal relativamente às condições (1) e (2).

O par (∪α, xα) (ou a aplicação xα ) com p ∈ xα(∪α) é chamada uma para-
metrização ( ou sistema de coordenadas ) de M em p; xα(∪α) é então chamada
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uma vizinhança coordenada (ou simplesmente vizinhança) em p. Uma famı́lia
{(∪α, xα)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferenciável em
M.

Exemplo 1. O espaço euclideano Rn, com a estrutura diferenciável dada
pela identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciável.

1.2 Vetores tangentes e covetores em variedades

Agora lembraremos a noção de vetores tangentes e definiremos os cov-
etores.

vamos de denotar com D(M) o conjunto das funções reais (infinitamente
diferenciáveis) definidas em M, isto é,

D(M) = {g : M −→ R, g ∈ C∞}

Vetores tangentes.- Iniciaremos com a noção de vetores tangentes.

Definição 1.2.1. Um vetor tangente a uma variedade diferenciável (de classe

C∞) M no ponto p, com p ∈ M é uma aplicação que a cada f ∈ D(M) faz

corresponder um número real v[f ] tal que

i) v[af + bg] = av[f ] + bv[g];

ii) v[fg] = v[f ]g(p) + f(p)v[g];

para todo f, g ∈ D(M) e todo a, b ∈ R

Sejam v e w vetores tangentes a M em p com a, b ∈ M . Então

(av + bv)[f ] = av[f ] + bv[g]

Isto é conjunto dos vetores tangentes à variedade em um determinado ponto
pode ser dotado de uma estrutura de espaço linear.
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Definição 1.2.2. Seja p ∈ M , o conjunto de vetores tangentes dotada com

a operação acima é o espaço tangente a M em p (denotado Tp(M)).

Base do espaço tangente. Dada uma carta

ϕ : U ⊂ M −→ Rn

p −→ (x1, ..., xn)

podemos definir

ei ≡ ∂

∂xi
|ϕ(p)

com i = 1, ..., n. O conjunto {ei}n
i=1 forma uma base para o espaço tangente

a M em p.

Mudança de coordenadas para vetores tangentes.- Se (Ua, ϕa) e (Ub, ϕb) são
duas parametrizações de um mesmo ponto p ∈ M, então vejamos a relação
entre as duas bases naturais do espaço tangente. Em virtude da existência
de duas cartas teremos duas expressões para um vetor tangente a M em p.

v =
∑

i

vi ∂

∂xi
|ϕa(p)

v =
∑

i′
vi
′ ∂

∂xi′
|ϕb(p)

Queremos ver a relação entre os coeficientes , vi e vi
′
. Para isto aplicamos v

sobre f ∈ D(M), nos dois sistemas de coordenadas

v[f ] =
∑

i

vi ∂f̂

∂xi
|ϕa(p)

=
∑

i
′

vi
′ ∂

ˆ̂
f

∂xi
′ |ϕb(p)

onde f̂ = f ◦ ϕ−1
a ,

ˆ̂
f = f ◦ ϕ−1

b , relacionando
ˆ̂
f com f̂

f̂ = f ◦ ϕ−1
a

ˆ̂
f = f ◦ ϕ−1

b

f̂ =
ˆ̂
f ◦ ϕb ◦ ϕ−1

a
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onde ϕb ◦ ϕ−1
a é a mudança de coordenadas

ϕb ◦ ϕ−1
a : Rm −→ Rm

(x1, ..., xn) −→ (x1
′
(x1, ..., xn), ..., xn

′
(x1, ..., xn))

Como,

f̂(x1, ..., xn) =
ˆ̂
f(x1

′
(x1, ..., xn), ..., xn

′
(x1, ..., xn)),

temos que,

v[f ] =
∑

i

vi ∂f̂

xi
|ϕa(p)

=
∑

i

vi ∂
ˆ̂
f(x1

′
(x1, ..., xn), ..., xn

′
(x1, ..., xn))

∂xi
|ϕa(p)

a regra da cadeia nos diz,

v[f ] =
∑

i

vi ∂
ˆ̂
f(x1

′
(x1, ..., xn), ..., xn

′
(x1, ..., xn))

∂xi
|ϕa(p)

=
∑

i

vi(
∑

j′

∂
ˆ̂
f

∂xj′
∂xj

′

∂xi
)

=
∑

j′
(
∑

i

vi ∂xj
′

∂xi
)
∂

ˆ̂
f

xj′
.

A mudança de coordenadas para v é

vj
′
=

∑
i

vi ∂xj
′

∂xi
|ϕa(p),

ou colocando
ˆ̂
f em função de f̂

vj =
∑

i
′

vi
′ ∂xj

∂xi′
|ϕa(p),

Covetores.- Os vetores tangentes dos que falamos até agora, serão chamados
de contravariantes. Agora veremos os vetores covariantes (ou covetores) e
o espaço cotangente.
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Uma base do espaço tangente a R é simplesmente d
dt

, a derivada na direção
da única coordenada. Um vetor tangente a R será

w = ω
d

dt
|t0

Podemos pensar na diferencial df como uma aplicação que a cada vetor tan-
gente faz corresponder um número

df : Tp(M) −→ R

v 7−→ ω = v[f ] =
∑ ∂f̂

∂xi
|pvi

a cada espaço linear (espaço tangente) podemos associar um espaço dual
(denotado T ∗

p (M)), isto é, o espaço no qual cada elemento é uma aplicação
que vai do espaço tangente ao espaço dos números reais. df é então um
elemento desse espaço

V −→ V ∗

Tp(M) −→ T ∗
p (M)

T ∗
p (M) se denomina espaço cotangente. Um exemplo de aplicação deste tipo

é o produto escalar por um vetor fixo.

Ate agora temos uma base do espaço tangente Tp(M), mais não temos do
espaço cotangente T ∗

p (M). Veremos que num certo sentido, esta base é for-
mada pelas diferenciais das funções coordenadas

{ej ≡ dxj}j=1,...,n.

Um elemento do espaço cotangente, b ∈ T ∗
p (M), se escreve na base proposta

como
b =

∑
j

bjdxj |p

Definimos as funções ui como sendo

ui : Rm −→ R
(x1, ..., xm) 7−→ xi,

agora tomando um carta ϕ em uma vizinhança de p ∈ M podemos construir
as aplicações ϕi pela composição

ϕi = ui ◦ ϕ : M −→ R
p 7−→ xi

8



Temos dito que dxj são em certo sentido as componentes da base porque
na realidade esta notação é um abuso: os dxj se constroem tomando ϕj

onde antes tomávamos f . Para uma função g então podemos escrever sua
expressão na base

dg =
∑ ∂g

∂xi
|ϕ(p)dxi

Construamos agora essa base de diferenciares. Para isso utilizamos ϕi ∈
D(M) = {f : M −→ R; f ∈ C∞(M)}. O abuso de notação consiste em
chamar xj à função ϕj. A base é {dϕj}n

j=1 e dxj sua expressão em coorde-
nadas. Agora vejamos como atua dϕj em um determinado vetor v

dϕj[v] = v[ϕj]

=
∑

i

vi ∂ϕj

xi
|p

=
∑

i

vi ∂xj

∂xi
|p

=
∑

i

viδj
i

= vj

Abusando de notação

dxj[
∑

i

vi ∂

∂xi
] = vi

Se calculamos sobre ∂
∂xi , isto é sobre a base tangente:

dϕj[
∂

∂xi
] =

∂ϕ̂j

∂xi

∂xj

∂xi

= δi
j

= dxi[
∂

∂xi
]

a atuação dos elementos da base do dual sobre a do espaço tangente nos dá
1 se i = j e 0 em outro caso. Isto não é mais que a definição de uma base
dual.
Conclúımos então que sobre um ponto p da variedade M podemos definir um
espaço tangente, formado por vetores covariantes e com uma base natural.
Do mesmo modo podemos definir um espaço cotangente como combinação
lineal de aplicações Tp(M) −→ R (diferenciais) e com uma base natural dϕj.
Mudança de coordenadas para covetores.- Vejamos como se transforma as
componentes de um vetor covariante ao utilizar o sistema de coordenadas
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correspondente a outra base. Nesse caso teremos outra base dual cuja com-
ponentes denotaremos com ”linha”:

b =
∑

j

bjdxj

b =
∑

j′
bj′dxj

′

Para expressar bj
′ em termos de bj devemos expressar dxj em termos de dxj

′
,

b =
∑

j

bjdxj(x1
′
, ..., xn

′
)

=
∑

j

bj(
∑

j′

∂xj

∂xj′
dxj

′
)

=
∑

j′
(
∑

j

∂xj

∂xj
′ bj)dxj

′

logo,

bj
′ =

∑
j

∂xj

∂xj′
bj

1.3 Tensores em variedades

A definição de tensor para uma variedade qualquer é análoga à definição em
Rm uma vez que passamos dos pontos da variedade a pontos em Rm mediante
a aplicação de carta, usando a estrutura diferenciável da variedade.

Tensores tangentes à variedade num ponto
Para construir os tensores (2,0), duas vezes contravariantes, zero vezes co-
variantes, tomamos dois vetores v e w do espaço tangente.

v =
∑

i

vi ∂

∂xi

w =
∑

j

wj ∂

∂xj

10



Formamos um novo objeto como o produto tensorial dos dois vetores, T =
v ⊗ w, assim

T =
∑
ij

viwj ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

=
∑
ij

T ij ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

As componentes de T na base ∂
∂xi ⊗ ∂

∂xj (produto tensorial das bases dos
espaços tangentes) são T ij = viwj (no sistema (x1, ..., xn))
Como conhecemos as regras de transformação das componentes dos vetores,
podemos imaginar como são as regras para os tensores em qualquer outro

sistema de coordenadas, x1
′
, ..., xm

′
as novas componentes são,

T i
′
j
′

= vi
′
wj

′

=
∑

i

∂xi
′

∂xi
vi

∑
j

∂xj
′

∂xj
wj

=
∑
ij

∂xi
′

∂xi

∂xj
′

∂xj
T ij (1.1)

Esta é a maneira de construir objetos contravariantes e obter seu comporta-
mento baixo mudanças de coordenadas a partir de tantos vetores do espaço
tangente quanto a quantidade de ı́ndices do objeto procurado. A expressão
1.1 é a definição clássica dos tensores duas vezes contravariantes.
Podemos construir um espaço linear com este tipo de objetos, um espaço
linear de tensores 2-contravaiantes, de dimensão m2. Uma combinação linear
de tensores se transformará do mesmo modo que um tensor. O espaço dos
tensores 2-contravariantes tangentes à variedade M no ponto p se denotará
T 2

0 (M) ou tensores do tipo (2,0).
Generalizando o processo construtivo se define

Definição 1.3.1. Tensor T r vezes contravariante tangente à variedade

M no ponto p é um conjunto de mr números reais T i1...ir (componentes no sis-

tema de coordenadas associada à carta (Ua, ϕa), p ∈ Ua) junto com a condição

de que em qualquer outro sistema de coordenadas x1
′
, ..., xm

′
associado a qual-

quer carta admisśıvel (Ub, ϕb) tal que p ∈ Ub as mr com componentes de são

T i
′
1...i

′
r =

∑
i1...ir

∂xi
′
1

∂xi
1

...
∂xi

′
r

∂xir
T i1...ir (1.2)

11



isto é, um objeto tal que cada coordenada se transforma de modo contravari-

ante.

O conjunto de esses tensores se denotara por T r
0 (M)

Tensores covariantes à variedade num ponto
Sejam dois elementos do espaço cotangente, a, b ∈ T ∗

p (M). Eles estão dados
por

a =
∑

aidxi

b =
∑

bjdxj

o objeto o construirmos do mesmo modo como antes, mediante o produto
tensorial T = a⊗ b

T =
∑
ij

aibjdxi ⊗ dxj

donde Tij = aibj são as componentes de T na base dxi ⊗ dxj.
Só temos que escrever a mudança de coordenadas como mudança da cada m
dos fatores

Ti′j′ = ai′ bj′

=
∑

i

∂xi

∂xi′
ai

∑
j

∂xj

∂xj′
bj

=
∑
ij

∂xi

∂xi
′
∂xj

∂xj
′ aibj

=
∑
ij

∂xi

∂xi
′
∂xj

∂xj
′ Tij (1.3)

Analogamente a como fizemos com os contravariantes, podemos definir o
espaço lineal T 0

2 (M) das combinações lineares de objetos de este tipo, o
espaço de tensores 2 vezes covariantes, ou tensor do tipo (0,2)

Definição 1.3.2. Tensor T s vezes covariantes é o cunjunto de ns

números reais Ti1...ir (componentes no sistema de coordenadas x1, ..., xn as-

sociado à carta (Ua, ϕa), p ∈ Ua) junto com a condição de que em qualquer

12



outro sistema de coordenadas x1
′
, ..., xn

′
associado a qualquer carta admissi-

ble (Ub, ϕb) tal que p ∈ Ub as ns componentes de T são

Ti
′
1...i

′
s

=
∑
i1...is

Ti1...is

∂xi1

∂xi
′
1

...
∂xis

∂xi′s

isto é, um objeto tal que cada coordenada se transforma de modo covariante.

O conjunto de esses tensores se denotará por T 0
2 (M)

Tensor (r,s)
Vamos construir mediante produtos tensoriares de vetores e covetores, obje-
tos mistos, varias vezes covariantes e varias vezes contravariantes.
Vejamos o exemplo de um tensor tipo (1,1). T = v⊗a tem por componentes
T i

j = viaj na base ∂
∂xi ⊗ dxj. Seus componentes mudam mediante a lei

T i
′

j
′ = vi

′
aj′ (1.4)

=
∑
ij

∂xi
′

∂xi
vi ∂xj

∂xj′
aj (1.5)

=
∑
ij

T i
j

∂xi
′

∂xi

∂xj

∂xj′
(1.6)

São objetos de n2 componentes pertencentes ao espaço de tensores T 1
1 (M)

Um tensor r vezes contravariante e s vezes covariante tangente a M
no ponto p é um conjunto de nr+s números reais

{T i1...ir
j1...js

}i,j=1,...,n

(componentes num sistema de coordenadas x1, ..., xn associado a uma carta
(Ua, ϕa) tal que p ∈ Ua) junto com a condição que as componentes em qual-

quer outro sistema de coordenadas x1
′
, ..., xm

′
associado a outra carta admis-

sible, (Ub, ϕb) com p ∈ Ub são

T
i
′
1,...,i

′
r

j
′
1,...,j

′
s

=
∑

i1...irj1...js

∂xi
′
1

∂xi1
...

∂xi
′
r

∂xir

∂xj1

∂xj
′
1

...
∂xjs

∂xj′s
T i1...ir

j1...js
(1.7)

Operações com tensores:
-Soma de tensores: Dados T, S tensores de tipo (r,s) com componentes

T
i
′
1,...,i

′
r

j
′
1,...,j

′
s

, S
i
′
1,...,i

′
r

j
′
1,...,j

′
s

o tensor suma P = T + S tem as componentes

P
i
′
1,...,i

′
r

j
′
1,...,j′s

= T
i
′
1,...,i

′
r

j
′
1,...,j′s

+ S
i
′
1,...,i

′
r

j
′
1,...,j′s

13



A soma só esta definida entre tensores do mesmo tipo, associadas à mesma
variedade no mesmo ponto. De maneira análoga se pode definir o produto
por um número real.
-Produto de tensores: Esta dada pela seguinte regra

⊗ : T r1
ss

(M)× T r2
s2

(M) −→ T r1+r2
s1+s2

(M)

(T, S) 7−→ P = ⊗[T, S] = T ⊗ S

(T
i1,...,ir1
j1,...,js1

, S
k1,...,kr2
l1,...,ls2

) 7−→ P
i1,...,ir1k1...kr2
j1,...,js2 l1...ls2

= T
i1,...,ir1
j1,...,js1

S
k1,...,kr2
l1,...,ls2

Definição invariante de tensores tangentes a M em um ponto p
Daremos uma nova definição de tensor considerando aplicações multilinares
que toma copias dos espaços tangentes e cotangente e produce um número.

Covetores como aplicações lineares, lembremos que se a ∈ T ∗
p (M). Este

dual esta constitúıdo por aplicações lineares como a que tomam elementos
do espaço tangente e os levam a números reais. Logo a não é mais que uma
aplicação linear dada por

a : Tp(M) −→ R
v 7−→ a[v]

Os covetores são parte do espaço T 0
1 (M) ≡ T ∗

p (M). A linearidade significa
nada mas que

a[k1v + k2w] = k1a[v] + k2a[w]

Dada a base do espaço cotangente {ei} ≡ {dxi} podemos expressar qualquer
elemento do espaço cotangente como combinação linear de elemento de sua
base. O mesmo com os vetores contravariantes e sua correspondente base.

a[v] =
∑

i

aidxi[
∑

j

vj ∂

∂xj
]

=
∑
ij

aiv
jdxi[

∂

∂xj
]

mais por definição a atuação da base cotangente sobre a base tangente é

δi
j =

{
1, i=j;
0, outro caso.

a[v] =
∑
ij

aiv
jδi

j

=
∑

k

akv
k

14



Isto nos permite interpretar os vetores covariantes como aplicações lineares
sobre uma copia do espaço tangente.

Vetores contravariantes como aplicações lineares, Também se podem
interpretar os elementos do espaço tangente como aplicações lineares. Con-
sideremos v ∈ Tp(M). v é uma aplicação que a cada elemento do espaço
cotangente faz corresponder um número real

v : T ∗
p (M) −→ R

a 7−→ v[a] ≡ a[v]

Isto nos permite fazer uma interpretação de um vetor como uma aplicação
linear de uma copia do espaço contangente em R. A linearidade se deriva da
linearidade da aplicação a[v]

v[k1a + k2b] ≡ (k1a + k2b)[v]

≡ k1a[v] + k2b[v]

≡ k1v[a] + k2v[b]

Tensores (0,2) como aplicações multilineares, Se tem o problema de
interpretar os tensores de ordem superior. Para isto procedemos, como na
definição de tensor, de modo construtivo. Suponhamos que queremos formar
os tensores do tipo (0,2). Sejam dois covetores a, b de tipo (0,1). É de esperar
que este objeto seja calculado em dois covetores. Definimos a aplicação

⊗ : Tp(M)× Tp(M) −→ R
(v, w) 7−→ ⊗[a, b](v, w) ≡ a[v]b[w] (1.8)

que a cada par de vetores associa um número real: o produto da atuação de
cada um dos covetores sobre seu vetor respectivo. Esta aplicação, que atua
sobre dois copias do espaço tangente, é linear em seus dois argumentos.
É evidente que a ⊗ b 6= b ⊗ a. Agora podemos construir um espaço linear
mediante combinações lineares, o espaço linear dos tensores do tipo (0,2). Se
k1, k2 ∈ R e a, b, c, d são covetores e v, w vetores tangentes à mesma variedade
no mesmo ponto se cumple

(k1(a⊗ b) + k2(c⊗ d))[v, w] = ... = k1a[v]b[w] + k2c[v]d[w]

Um tensor do tipo (0,2) é uma aplicação bilinear que atua sobre duas copias
do espaço cotangente

T : Tp(M)× Tp(M) −→ R
(v, w) 7−→ T [v, w]
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Tensores (0,2), dados um sistema de coordenadas (x1, ..., xn), uma carta
(Ua, ϕa) com p ∈ Ua e a base {dxi}n

i=1 de T ∗
p (M), a base para o espaço de

tensores (0,2), de n2 elementos é

{dxi ⊗ dxj}i,j=1,...,n

isto quer dizer que qualquer T ∈ T 0
2 (M) se pode escrever como

T =
∑
ij

Tij(dxi ⊗ dxj)

Agora passamos a um novo sistema de coordenadas x1
′
, ..., xn

′
com uma base

para os tensores (0,2) associada que é

{dxi
′
⊗ dxj

′
}i,j=1,...,n

Para expressar os antigos em função dos novos só temos que ter em conta o
critério de Einstein

dxi
∑

i′

∂xi

∂xi′
dxi

′

assim que, utilizando para a segunda igualdade a linearidade do produto
tensorial

T =
∑
ij

Tij(
∑

i
′

∂xi

∂xi
′ dxi

′
⊗ ∂xj

∂xj
′ dxj

′
)

=
∑

i
′
j
′
(
∑
ij

Tij
∂xi

∂xi
′
∂xj

∂xj
′ )(dxi

′
⊗ dxj

′
)

de modo que reencontramos a partir da definição intŕınseca a definição clássica

Ti
′
j
′ =

∑
ij

Tij
∂xi

∂xi′
∂xj

∂xj′

Vejamos qual é a expressão em termos das componentes de v e w de T [v, w] ∈
R

T [v, w] =
∑
ij

Tij(dxi ⊗ dxj)[v, w]

=
∑
ij

Tijdxi[v]dxj[w]

=
∑
ij

Tijdxi[
∑

l

vl ∂

∂xl
]dxj[

∑

k

∂

∂xk
]

=
∑
ij

Tijv
iwj
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Tensores (0,2), os tensores tipo (2,0) como aplicações esperam dois vetores
e devolvem um número real

v ⊗ w : T ∗
p (M)× T ∗

p (M) −→ R
(a, b) 7−→ (v ⊗ w)[a, b] = v[a]w[b] ≡ a[v]b[w] (1.9)

podemos definir combinações de objetos deste tipo. Dados k1, k2 ∈ R
(k1v ⊗ w + k2t⊗ u)[a, b] = k1v[a]w[b] + k2t[a]u[b]

= k1a[v]b[w] + k2a[t]b[u]

T 2
0 (M), ao que pertencem estas combinações, é um espaço linear sobre o

corpo dos reais, porque temos definido a soma de tensores (0,2) e o produto
pelos elementos do corpo de escalares; desejamos construir uma base natural
associada ao sistemas de coordenadas x1, ..., xn de uma carta (Ua, ϕa), p ∈ Ua.
A base natural do espaço tangente, { ∂

∂xi}n
i=1 permite construir uma base dos

tensores 2 vezes contravariantes do seguinte modo

{ ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
}i,j=1,...,m

Todo T ∈ T 2
0 (M) podemos expressa-lo

T =
∑
ij

T ij ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

Vejamos qual é a expressão em coordenadas da atuação de um tensor de tipo
(2,0) sobre um par de covetores. Tendo em conta a linearidade e as regras,

T [a, b] =
∑
ij

T ij(
∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
)[a, b]

=
∑
ij

T ij ∂

∂xi
[a]

∂

∂xj
[b]

=
∑
ij

T ij ∂

∂xi
[
∑

k

akdxk]
∂

∂xj
[
∑

l

bldxl]

=
∑
ij

T ijaibj

Tensores (r,s), tensor de tipo (r,s) T tangente à variedade M no ponto p
é uma aplicação multilinear de r-cópias do espaço cotangente e s-cópias do
espaço tangente T ∗

p (M)× ...× T ∗
p (M)× Tp(M)× ...× Tp(M) em R

T : T ∗
p (M)× ...× T ∗

p (M)× Tp(M)× ...× Tp(M) −→ R
(a1, ..., ar, v1, ..., vs) 7−→ T [a1, ..., ar, v1, ..., vs]
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tem que ser linear em cada um de seus argumentos.
Produto tensorial Sejam T (r1, s1) e S(r2, s2). Se define como o produto
tensorial de T por S e se denota T ⊗ S a um tensor do tipo (r1 + r2, s1 + s2)
dado pela seguinte relação

(T ⊗ S)[a1, ..., ar1 , b1, ..., br2 , v1, ..., vs1 , w1, ..., ws2 ]

= T [a1, ..., ar1 , v1, ..., vs1 ]S[b1, ..., br2 , w1, ..., ws2 ]

Tensor simétrico, (definição clássica) Seja T um tensor de tipo (r,s) tan-
gente à variedade M no ponto p. Dizemos que T é simétrico em seus ı́ndices p-
ésimo e q-ésimo se em um sistema de coordenadas suas componentes cumprem

T
i1...ip...ip...ir
j1...js

= T
i1...iq ...ip...ir
j1...js

para todo i1...ir, j1...js = 1, ..., n.

Tensor simétrico, (definição intŕınseca) Seja T um tensor de tipo (r,s) tan-
gente à variedade M no ponto p. Se diz que T é simétrico em seus argumentos
p-ésimo e q-ésimo se se cumpre

T [a1...ap...aq...ar, v1...vs] = T [a1...aq...ap...ar, v1...vs]

Tensor anti-simétrico, (definição intŕınseca) Seja T um tensor de tipo (r,s)
tangente à variedade M no ponto p. Se diz que T é anti-simétrico em seus
argumentos p-ésimo e q-ésimo se se cumpre

T [a1...ap...aq...ar, v1...vs] = −T [a1...aq...ap...ar, v1...vs]

1.4 Variedade Riemanniana

Nesta seção introduzimos a noção de variedade Riemanniana.

Definição 1.4.1. (Métricas Riemannianas) Uma métrica Riemanniana (ou

estrutura Riemanniana) em uma variedade diferenciável M é uma lei que faz

corresponder a cada ponto p de M um produto interno (isto é, uma forma bi-

linear simétrica, positiva definida) <,>p no espaço tangente TpM , que varia

diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : ∪ ⊂ Rn −→ M é um sis-

tema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, ..., xn) = q ∈ x(∪) e

∂
∂xj

(q) = dx(0, ..., 1, ..., 0), então:
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<
∂

∂xi

(q),
∂

∂xj

(q) >q = gij(x1, ..., xn)

é uma função diferenciável em U.

Definição 1.4.2. Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Rie-

manniana chama-se uma variedade Riemanniana

Observação 1.4.1. Seja M uma Variedade Riemanniana n-dimensional,

dado um ponto p ∈ M , podemos encontrar uma vizinhança U de p e uma

coleção {e1, ..., en} de campos vetoriais de classe C∞ em U os quais são orto-

normais e portanto formam uma base ortonormal do espaço tangente de cada

ponto de U . Começando com uma vizinhança coordenada (U, {x1, ..., xn}),
aplicando o procedimento de Gram-Schmidt para ortonormalizar os campos

vetoriais { ∂
∂x1

, ..., ∂
∂xn
} observando que estes campos vetoriais variam difer-

enciavelmente com os campos dados, e fazendo isto simultaneamente para

todos os pontos de U obtemos um referencial ortonormal em U .

1.5 Formas diferenciais em Rn

Nesta seção vamos definir em Rn e numa variedade n-dimensional qual-
quer ”campos de formas alternadas”, que serão utilizados posteriormente.
Fixaremos as idéias com o caso de R3.
Seja p um ponto de R3. O conjunto de vetores aplicados a p, chamado
espaço tangente de R3 em p, será denotado por R3

p. Os vetores e1 = (1, 0, 0),
e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) da base canônica do R3 serão identificados com
seus trasladados (e1)p, (e2)p, (e3)p ao ponto p.
Um campo de vetores em R3 é uma aplicação v que a cada ponto p ∈ R3

associa v(p) ∈ R3
p; v pode ser escrito na forma:

v(p) = a1e1 + a2e2 + a3e3
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O campo de vetores v diz-se diferenciável quando as funções ai : R3 −→ R
para i = 1, 2, 3 são diferenciáveis.
Para cada espaço tangente R3

p, consideremos o espaço dual (R3
p)
∗ que é o

conjunto das funções lineares ϕ : R3
p −→ R. Uma base para (R3)∗ é obtida

tomando (dxi)p, i = 1, 2, 3, onde xi : R3 −→ R é a projeção na i-ésima
coordenada. De fato, o conjunto (dxi)p, 1 ≤ i ≤ 3 forma uma base, pois
(dxi)p ∈ (R3

p)
∗, e

(dxi)p(ej) = δij =

{
1, se i=j
0, outrocaso.

Definição 1.5.1. Um campo de formas lineares alternadas ou forma exterior

de grau 1 em R3 é uma aplicação w que a cada p ∈ R3 associa um w(p) ∈
(R3

p)
∗; w pode ser escrito na forma

w(p) = a1(p)(dx1)p + a2(p)(dx2)p + a3(p)(dx3)p

isto é,

w =
3∑

i=1

aidxi,

onde ai são funções definidas em R3 tomando valores em R; w chama-se

forma exterior cont́ınua quando as funções ai são cont́ınuas. Se as funções

ai forem diferenciáveis w chama-se uma forma diferencial de grau 1.

Seja Λ2(R3)∗ o conjunto das aplicações ϕ : R3×R3 −→ R bilineares (isto
é, lineares em cada variável) e alternadas (isto é, ϕ(v1, v2) = −ϕ(v2, v1)).
Com as operações usuais de funções, o conjunto Λ2(R3)∗ se torna um espaço
vetorial.
Se ϕ1 e ϕ2 são formas lineares podemos obter um elemento ϕ1∧ϕ2 em Λ2(R3)∗

definindo

ϕ1 ∧ ϕ2(v1, v2) = det(ϕi(vj)) =

∣∣∣∣
ϕ1(v1) ϕ1(v2)
ϕ2(v1) ϕ2(v2)

∣∣∣∣
O elemento (dxi)p ∧ (dxj)p ∈ Λ2(R3)∗ será indicado por (dxi ∧ dxj)p. É fácil
ver que o conjunto (dxi ∧ dxj)p, i < j forma uma base para o espaço Λ2(R3)∗.
Além disso,

(dxi ∧ dxj)p = −(dxj ∧ dxi)p
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e
(dxi ∧ dxi)p = 0

Definição 1.5.2. Um campo de formas bilineares alternadas ou forma ex-

terior de grau 2 em R3 é uma aplicação w que a cada p ∈ R3 associa

w(p) ∈ Λ2(R3)∗; w pode ser escrito na forma

w(p) = a12(p)(dx1 ∧ dx2)p + a13(p)(dx1 ∧ dx3)p + a23(p)(dx2 ∧ dx3)p

isto é,

w =
∑
i<j

aijdxi ∧ dxj, i, j = 1, 2, 3

onde aij são aplicações de R3 em R.

Se as funções aij forem diferenciáveis, w é chamada uma forma diferenciável

de grau 2.

Passaremos agora a generalizar a noção de formas diferenciais a Rn. Sejam
p ∈ Rn, Rn

p o espaço tangente de Rn em p e (Rn
p )∗ o seu espaço dual. Seja

Λk(Rn
p )∗ o conjunto das funções k-lineares alternadas:

ϕ : Rn
p × · · · × Rn

p︸ ︷︷ ︸
kfatores

−→ R

Com as operações usuais Λk(Rn
p )∗ é um espaço vetorial.

Se ϕ1, ..., ϕk são formas lineares, podemos obter um elemento ϕ1∧ϕ2∧ ...∧ϕk

de Λk(Rn
p )∗ definindo

(ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ... ∧ ϕk)(v1, v2, ..., vk) = det(ϕi(vj)).

Decorre das propriedades do determinante que ϕ1 ∧ ϕ2 ∧ ...∧ ϕk é de fato k-
linear e alternada. Em particular, (dxi1)p∧...∧(dxik)p ∈ Λk(Rn

p ); indicaremos
este elemento por (dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p

Proposição 1.5.1. O conjunto (dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p, i1 < i2 < ... < ik, onde

ij ∈ 1, 2, ..., n, forma uma base para Λk(Rn
p )∗.
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Demonstração. pag. 5 de [3]

Definição 1.5.3. Uma k-forma exterior em Rn, k ≥ 1 é uma aplicação w

que a cada p ∈ Rn associa w(p) ∈ Λk(Rn
p )∗; pela proposição anterior, w pode

ser escrito na forma

w(p) =
∑

i1<...<ik

ai1...ik(dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p

onde ai1...ik são aplicações de Rn em R. Se as funções ai1...ik forem difer-

enciáveis, w é chamada uma k-forma diferencial.

Indicaremos por I a k-upla (i1, ..., ik), i1 < ... < ik ij ∈ 1, 2, ..., n, e
usaremos a seguinte notação para w:

w =
∑

I

aIdxI .

Convenciona-se que uma 0-forma diferencial em Rn é uma função difer-
enciável f : Rn −→ R.
Se w e ϕ são duas k-formas:

w =
∑

I

aIdxI ,

ϕ =
∑

I

bIdxI , I = (i1, ..., ik), i1 < ... < ik

podemos definir a soma

w + ϕ =
∑

I

(aI + bI)dxI

Se w é uma k-forma e ϕ uma s-forma é posśıvel definir uma operação,
chamada produto exterior w ∧ ϕ, obtendo uma (k+s)-forma da seguinte
maneira

Definição 1.5.4. Seja w =
∑

I

aIdxI I = (i1, ..., ik), i1 < ... < ik, ϕ =

∑
J

bJdxJ J = (j1, ..., js), j1 < ... < js. Por definição

w ∧ ϕ =
∑
IJ

aIbJdxI ∧ dxJ .
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A operação de produto exterior goza das seguintes propriedades:

Proposição 1.5.2. Se w é uma k-forma, ϕ uma s-forma e θ uma r-forma

tem-se

(w ∧ ϕ) ∧ θ = w ∧ (ϕ ∧ θ)

w ∧ ϕ = (−1)ksϕ ∧ w

w ∧ (ϕ + θ) = w ∧ ϕ + w ∧ θ

Demonstração. veja pag. 7 de [3]

Seja f : Rn −→ Rm uma função diferenciável. A aplicação linear
dfp : Rn

p −→ Rm
f(p) induz uma transformação linear

f ∗p : Λk(Rm
f(p))

∗ −→ Λk(Rn
p )∗

que a cada ϕ ∈ Λk(Rm
f(p))

∗ associa f ∗p (ϕ), definida da seguinte maneira

(f ∗p (ϕ))(v1, ..., vk) = ϕ(dfp(v1), ..., dfp(vv)), v1, ..., vk ∈ Rn.

Fazendo o ponto p variar em Rn, obteremos uma aplicação f ∗ que leva k-
formas de Rn em k-formas de Rm.

Proposição 1.5.3. Se f : Rn −→ Rm é diferenciável então:

i) f ∗(w1 + w2) = f ∗(w1) + f ∗(w2);

ii) f ∗(gw) = f ∗(g)f ∗(w);

iii) f ∗(w3 ∧ w4) = f ∗(w3) ∧ f ∗(w4).

onde w1, w2 são k-formas do Rm; g é uma 0-forma e w é uma k-forma de

Rm; w3, w4 são 1-formas de Rm.
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Demonstração. ver pag. 10 de [3]

Definição 1.5.5. Se w =
∑

I aIdxI é uma k-forma, definimos a diferencial

exterior de w como sendo a (k+1)-forma

dw =
∑

daI ∧ dxI .

Assim temos

Proposição 1.5.4. A diferenciação exterior satisfaz

d(z1 + z2) = dz1 + dz2

d(w1 ∧ w2) = dw1 ∧ w2 + (−1)kw1 ∧ dw2

d(dw) = d2w = 0

d(f ∗w) = f ∗(dw)

z1, z2, w1 e w são k-formas; w2 é uma s-forma e f : Rn −→ Rm é uma

aplicação diferenciável.

Demonstração. Ver pag. 16 de [3]

Definição 1.5.6. Seja M uma variedade de dimensão n. Uma k-forma dife-

rencial w em M é a escolha, para cada sistema de coordenadas f1 : U1 −→ M ,

de uma k-forma diferencial wU1 com U1 ⊂ Rn de tal forma que se wU1 e wU2

são duas tais escolhas e f1(U1) ∩ f2(U2) 6= φ, então,

wU1 = (f−1
2 ◦ f2) ∗ wU2

Cada wUi
é dita uma representação local de w.

É um fato importante que todas as operações definidas para as formas
diferenciais em Rn se estendem às variedades através de suas parametrizações.
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Por exemplo, sejam, M e N variedades diferenciáveis e F : M −→ N uma
aplicação diferenciável. Vamos definir uma aplicação F ∗, que a cada forma
diferencial w de N associa uma forma diferencial F ∗w de M, da seguinte
maneira.
Seja wU a representação local de w na parametrização g : U −→ N e seja
h1 : V1 −→ M uma parametrização de M com F (h1(V1)) ⊂ g(U). F ∗w é,
por definição, uma forma diferencial em M, tal que

(F ∗w)V1 = (g−1 ◦ F ◦ h1)
∗wU

F ∗w está bem definida. Com efeito, se h2 : V2 −→ M é uma outra parame-
trização em M, com F (h2(V2)) ⊂ g(U), então, na interseção h1(v1) ∩ h2(V2),
tem-se

(F ∗w)V2 = (g−1 ◦ F ◦ h2)
∗wU

= (g−1 ◦ F ◦ h1 ◦ h−1
1 ◦ h2)

∗wU

= (h−1
1 ◦ h2)

∗(g−1 ◦ F ◦ h1)
∗wU

= (h−1
1 ◦ h2)

∗(F ∗w)V1

o que mostra que F ∗w independe da parametrização h1. Da mesma maneira
se mostra que F ∗w independe da representação local.
Temos a seguinte definição

Definição 1.5.7. Uma k-forma diferencial w em uma variedade diferenciável

M é a escolha, para cada p ∈ M , de um elemento w(p) dos espaços das formas

k-lineares e alternadas, Λk(Tp(M)∗, do espaço tangente Tp(M), de modo que

a expressão wα de w em qualquer parametrização seja diferenciável.

1.6 Equações de estrutura do Rn

Nesta seção vamos a introduzir as equações de estrutura do Rn para
depois generaliza-las a uma variedade Riemaninana n-dimensional qualquer.

Definição 1.6.1. Seja U ⊂ Rn um aberto do Rn e sejam {e1, ..., en}, n

campos diferenciáveis de vetores em U de tal modo que, para todo p ∈ U, se

tenha
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< ei, ej > = δij, donde δij =





1, i=j

0, i 6= j

Um tal conjunto de campos de vetores é chamado um referencial orto-

normal móvel em U.

Observe que em cada ponto p ∈ U, o conjunto {e1, ..., en} forma uma base
ortonormal no espaço tangente a U em p, que é identificado com o espaço Rn.

A partir do referencial {ei}n
i=1, podemos definir formas diferenciais lin-

eares {w1, ..., wn}, pela condição wi(ej) = δij; isto é o conjunto {w1, ..., wn}, é
um conjunto linearmente independente no espaço das formas lineares (Rn)∗,
que tem dimensão n, em outras palavras, em cada ponto p ∈ U, a base
{w1(p), ..., wn(p)}, é a base dual da base {e1(p), ..., en(p)} de TpU = Rn.

Definição 1.6.2. O conjunto das formas diferenciais {wi}n
i=1 definida acima

é chamado o coreferencial associado ao referencial {ei}n
i=1.

Para cada i fixo (i = 1, ..., n), o campo ei pode ser pensado como uma
aplicação diferenciável, ei : Rn −→ Rn. A diferencial (dei)p : Rn −→ Rn, em
p ∈ U, é uma aplicação linear. Portanto, para todo v, podemos escrever:

(dei)p(v) =
n∑

j=1

(wij)p(v)ej. (1.10)

É imediato ver que as expressões (wij)p, (i, j = 1, ..., n) acima definidas, de-
pendem linearmente de v. Portanto (wij)p é uma forma linear em Rn. Como
para cada i (i = 1, ..., n), ei é um campo diferenciável, wij é uma forma difer-
encial linear para todo i, j (i, j = 1, ..., n).

Definição 1.6.3. As formas wij, são chamadas formas de conexão do

Rn no referencial {ei}n
i=1

Derivando a expressão < ei, ej >= δij obteremos

0 =< dei, ej > + < ei, dej >= wij + wji,
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isto é, as formas de conexão são antisimétricas nos ı́ndices i, j.

wij = −wji (i, j = 1, ..., n) .

Teorema 1.6.1. (Equações de estrutura do Rn)- Seja {ei}n
i=1 um referencial

ortonormal móvel em um aberto U ⊂ Rn. Sejam {wi}n
i=1 o coreferencial

associado a {ei}n
i=1, e {wij}n

i,j=1 as formas de conexão de U no referencial

{ei}n
i=1. Então:

dwi =
n∑

k=1

wk ∧ wki,

dwij =
n∑

k=1

wik ∧ wkj, k = 1, ..., n.

Demonstração. Ver [4], pag 4.

Seja x : M −→ Rn+q uma imersão de uma variedade diferenciável de
dimensão n em um espaço euclideano Rn+q (dizer que x é uma imersão é
dizer que x é diferenciável e que a diferencial dx : Tp(M) −→ Rn+q é injetiva

para todo ponto p ∈ M). É uma consequência do teorema da função inversa
que, para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que a restrição
x|U de x a U é injetiva. Seja V ⊂ Rn+q uma vizinhança de x(p) em Rn+q

de tal modo que x(U) ⊂ V . Admitamos V suficientemente pequeno para
que exista um referencial móvel e1, ..., en, ..., en+q em V com a propriedade de
que, quando restritos a x(U), os vetores e1, ..., en sejam tangentes a x(U) e
os vetores en+1, ..., en+q sejam normais a x(U). Um tal referencial é dito um
referencial adaptado a x.
Em V estão definidas as formas wi do coreferencial de {ei} e as formas de
conexão wij que satisfazem as equações de estrutura. A aplicação x : U ⊂
M −→ V ⊂ Rn+q induz formas diferenciais x∗(wi), x∗(wij) em U. Como x∗

comuta com a derivação exterior e com o produto exterior, tais formas em U
também satisfazem as equações de estrutura.
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1.7 Lema de Cartan

Nesta seção apresentaremos uma ferramenta importante para o desen-
volvimento das equações de estrutura de uma variedade Riemanniana.

Lembremos que se w1, w2 são formas lineares em um espaço vetorial V de
dimensão n, então o produto exterior de w1 ∧w2 de w1 com w2 é uma forma
bilinear alternada w1 ∧ w2 : V × V −→ R dada por:

(w1 ∧ w2)(v1, v2) = w1(v1)w2(v2)− w1(v2)w2(v1), v1, v2 ∈ V.

Além disto, se {w1, ..., wn} é uma base para o espaço das formas lineares
V ∗, então wi∧wj, i < j, i, j = 1, ..., n, formam uma base para o espaço Λ2V ∗

das formas bilineares alternadas de V × V.

Lema 1.7.1. (Cartan)

Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Sejam w1, ..., wr : V −→ R, r ≤ n,

formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existem

formas lineares θ1, ..., θr : V −→ R, satisfazendo a seguinte condição:

r∑
i=1

wi ∧ θi = 0.

Então, existem números reais aij com i, j = 1...n tal que:

θi =
∑

j

aijwj, i, j = 1, ..., r, aij = aji

Demonstração. Completemos as formas w1, ..., wr, em uma base {w1, ..., wr, wr+1, ..., wn}
de V ∗ e escrevamos

θi =
∑

j

aijwj +
∑

l

bilwl, l = r + 1, ..., n.

28



Basta agora observar que a condição
r∑

i=1

wi ∧ θi = 0 implica que

0 =
∑

i

wi ∧ θi

=
∑

i

wi ∧
∑

j

aijwj +
∑

l

wi ∧
∑

l

bilwl

=
∑
i<j

(aij − aji)wi ∧ wj +
∑

i<l

bilwi ∧ wl

Como os wk ∧ ws, s < k, k, s = 1, ..., n, são linearmente independentes,

conclui-se que aij = aji e bil = 0

Lema 1.7.2. Sejam M uma variedade riemaniana, p ∈ M, e U ⊂ M

uma vizinhança de p. Sejam {e1, ..., en} campos diferenciáveis de vetores

em U com < ei, ej >= δij (um referencial ortonormal móvel em U). Sejam

{w1, ..., wn} formas diferenciais em U definidas pela condição wi(ej) = δij

(o coreferencial de {ei}n
i=1,...,n). Suponha que existe em U um conjunto de

1-formas diferenciais {wij}n
i,j=1,..,n satisfazendo as condições:

wij = −wji

dwj =
n∑

k=1

wk ∧ wkj.

Então um tal conjunto é único.

Demonstração. Suponhamos que existe um outro conjunto de formas wij

com

wij = −wji

dwj =
∑

k

wk ∧ wkj.

Então
∑

k wk ∧ (wkj − wij) = 0, pelo lema de Cartan,

wkj − wkj =
∑

i

Bj
kiwi, Bj

ki = Bj
ik
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Observe que

wkj − wkj =
∑

i

Bj
kiwi = −(wjk − wjk) = −

∑
i

Bk
jiwi

e, como os wi são linearmente independentes, Bj
ki = −Bk

ji.

Usando as simetrias obtidas, conclúımos que

Bk
ji = −Bj

ki = −Bj
ik = Bi

jk = Bi
kj = −Bk

ij = −Bk
ji = 0,

ou seja, que wkj = wkj

1.8 Subvariedades de um espaço euclidiano

Nesta seção introduziremos as formas de curvatura para uma subvar-
iedade.

Seja x : Mn −→ Rn+q uma imersão de uma variedade de dimensão n em
Rn+q (de agora em diante, usaremos um ı́ndice superior quando quisermos
indicar a dimensão de uma variedade). Seja p ∈ M e U uma vizinhança de p
em M na qual a restrição x|U seja injetiva. Seja V uma vizinhança de x(p) em
Rn+q de tal modo que x(U) ⊂ V e que em V esteja definido um referencial
adaptado {e1, ..., en, ..., en+q}. Pensaremos em x como uma inclusão de U em
V ⊂ Rn e usaremos a mesma notação para uma expressão em V ou a sua
restrição a U.

Usaremos a seguinte convenção para os ı́ndices:

1 ≤ A,B,C, ... ≤ n + q,

1 ≤ i, j, k, ... ≤ n,

n + 1 ≤ α, β, γ, ... ≤ n + q.
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Dado o referencial {eA} em V, definimos o coreferencial {wA} e as formas de
conexão {wAB} em V por:

dx =
∑

wAeA, (1)

deA =
∑

wABeB. (2)

As formas wA e wAB satisfazem as equações de estrutura:

dwA =
∑

wB ∧ wBA, (3)

dwAB =
∑

wAC ∧ wCB. (4)

As restrições das formas wA, wAB a U ⊂ V satisfazem as equações (3) e
(4), com a relação adicional wα = 0, para todo α. Esta última relação provem
do fato que os vetores eα são normais a U, e portanto, para todo q ∈ U e
todo v =

∑
viei ∈ Tp(M), tem-se

wα(v) = wα(
∑

viei) =
∑

viwα(ei) = 0

Como wα = 0, temos que

0 = dwα =
∑

wB ∧ wBα

=
∑

wβ ∧ wβα +
∑

wi ∧ wiα

=
∑

wi ∧ wiα

Pelo lema de Cartan,

wiα =
∑

j

hα
ijwj, hα

ij = hα
ji

A forma quadrática

IIα =
∑

i

wiwiα =
∑
ij

hα
ijwiwj
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é chamada a segunda forma quadrática de x na direção eα.
Para cada p ∈ M , o espaço tangente gerado pelos vetores de Rn+q que são
normais a dxp(TpM) é chamado o espaço normal da imersão x em p e indicado
por Np(M). Um campo diferenciável de vetores normais é uma aplicação
diferenciável ν : U ⊂ M −→ Rn+q, em uma vizinhança U suficientemente
pequena de p, podemos escolher um referencial adaptado eA em U de tal
modo que en+i = ν. A segunda forma quadrática de x na direção de ν é
indicada por IIν .
Como a toda forma quadrática em um espaço vetorial está associada uma
aplicação linear auto-adjunta Aν : Tp(M) −→ Tp(M), tal que

IIν =< Aν(v), v >,

para todo v ∈ Tp(M). Temos que a matriz de Aν em um referencial adaptado
com en+1 = ν é dada por (−hα

ij).
Vamos agora escrever as equações de estrutura (3) e (4), tendo o cuidado
de separar as partes tangenciais (́ındices i,j,. . . ) das partes normais (́ındices
α, β, γ, . . . ).

dwi =
∑

j

wj ∧ wji, (5)

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj +
∑

α

wiα ∧ wαj, (6)

dwiα =
∑

j

wik ∧ wjα +
∑

β

wiβ ∧ wβα, (7)

dwαβ =
∑

j

wαj ∧ wjβ +
∑

γ

wαγ ∧ wγβ. (8)

Observe que a equação (6) é semelhante a uma das equações de estrutura
de um espaço euclidiano, com termo de correção dado por:

∑
α

wiα ∧ wαj = Ωij, Ωij = −Ωji.
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Para esclarecer o significado das 2-formas Ωij, notemos que a imersão x :
Mn −→ Rn+q induz uma métrica riemanniana <,> em M dada por:

< v1, v2 >p = < dxp(v1), dxp(v2) >, p ∈ M v1, v2 ∈ Tp(M),

onde o produto interno do segundo membro é o produto interno usual do
Rn+q. A métrica riemanniana <,> em M é chamada a métrica induzida por
x. A métrica induzida e a parte tangente {ei} do referencial determinam as
formas wi donde as formas dwi. Pelo Lema 1.7.2 as formas wij ficam então
inteiramente determinadas, e o mesmo se verifica para as formas:

Ωij = dwij −
∑

k

wik ∧ wkj.

Seja (Ωij) a matriz anti-simétrica de 2-formas. Temos então que ela de-
pende apenas da métrica induzida (e da escolha do referencial).

Isto sugere que a matriz Ωij é uma espécie de medida de quanto a métrica
induzida deixa de ser euclideana. A matriz (Ωij) é chamada a matriz das
formas de curvatura no referencial {ei}.

Para associar um significado geométrico à matriz das formas de curvatura,
precisamos verificar como elas variam com uma mudança da parte tangente
do referencial {ei} (a parte normal {eα} do referencial não afeta as formas
Ωij)

Agora usaremos notação matricial; as matrizes das formas wij e Ωij serão
indicadas por W e Ω, respectivamente, e o vetor coluna das formas wi, por
ω. As equações de estrutura (5) e (6) se escrevem então:

dw = W ∧ ω

dW = W ∧W + Ω

Uma mudança na parte tangente {ei} do referencial será dada por ei =∑
uijej, onde (uij) = U é uma matriz de funções diferenciáveis em M; além

disso, U é ortogonal, isto é, UU∗ = identidade, onde U∗ indica a matriz
transposta de U.
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Lema 1.8.1. Por uma mudança do referencial tangente {ei} dada por ei =
∑

j

uij ēj, a matriz das formas de conexão W muda por

W = dUU∗ + UWU∗,

onde U = (uij), a matriz das formas de curvatura Ω muda por:

Ω = UΩU∗,

onde uma barra indica a entidade correspondente no referencial {ei}.

Demonstração. Ver [4], pag 34.

Decorre do lema anterior que, fixado p ∈ M, quando mudamos o referen-
cial tangente {ei}, a matriz de formas ((Ωij)p) muda como a matriz de uma
transformação linear em Tp(M). Portanto, fixados dois vetores X,Y ∈ M, a
matriz numérica (Ωij)p(X,Y ) representa uma transformação linear que indi-
caremos por:

(RXY )p : Tp(M) −→ Tp(M),

que não depende do referencial tangente. RXY é chamado o operador de
curvatura da métrica induzida.
Passemos agora a estudar a equação (8). Escrevendo (8) na forma

dwαβ =
∑

γ

wαγ ∧ wγβ + Ωαβ

onde
Ωαβ =

∑
i

wαi ∧ wiβ = −Ωβi

Vemos que elas possuem uma certa analogia formal com as equações de es-
trutura de um espaço euclidiano com um termo de correção Ωαβ. Por um
racioćınio inteiramente análogo ao do lema 1.8.1, verificaremos que a matriz
de formas (wαβ) = W⊥ e a matriz de formas (Ωαβ) = Ω⊥ se transformam,
por uma mudança da parte normal eα do referencial, de modo semelhante às
formas W e Ω, respectivamente.
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Por esta razão, chamaremos wαβ as formas de conexão normal e Ωαβ as for-
mas de curvatura normal.
É claro que, fixados p ∈ M e dois vetores X,Y ∈ TpM , a matriz (Ωαβ)p(X, Y )
determina uma transformação linear (R⊥

X,Y )p : Np(M) −→ Np(M). R⊥
X,Y é

chamado o operador de curva normal da imersão x.
Para este caso vejamos a interpretação geométrica das formas wij. Seja X
um campo diferenciável de vetores tangentes em M, seja Y ∈ TpM , e seja
α : (−ε, ε) :−→ M , uma curva diferenciável com α(0) = p e α

′
(0) = Y .

Definamos

(∇Y X)p = proj. sobre Tp(M) de (
dX

dt
)t=0,

onde t é o parâmetro da curva α. Vamos mostrar que ∇Y X só depende da
métrica induzida em M por X.
Para isto, escolhamos um referencial adaptado eA em uma vizinhança U ⊂ M
e escrevamos X =

∑
xiei, onde xi são funções diferenciáveis em U . como

dX

dt
=

∑
i

dxi

dt
ei +

∑
i

dei

dt

=
∑

j

dxj

dt
ej +

∑
i

xi

∑
j

wij(
∂

∂t
)ej +

∑
i

xi

∑
α

wiα(
∂

∂t
)eα

temos que

(∇Y X) =
∑

j

{dxj

dt
+

∑
i

wij(
∂

∂t
)xi}ej

=
∑

j

{dxj(Y ) +
∑

i

wij(Y )xi}ej

O que mostra que ∇Y X só depende dos wij e portanto da métrica induzida
(∇Y X)p é chamada a derivada covariante do campo X segundo o vetor Y no
ponto p. Se X = ei, obteremos

< ∇Y ei, ej >= wij(Y ),

o que fornece a interpretação geométrica das formas de conexão wij em termos
da derivação covariante.
Uma interpretação análoga pode ser dada às formas de conexão normal wαβ,
seja η um campo diferenciável de vetores normais em M e y ∈ Tp(M). A
derivada covariante normal (∇⊥

y η)p de η em relação a y no ponto p é a
projeção sobre o complemento ortogonal Np(M) de Tp(M) da derivada usual
(dη

dt
)t=0. Como anteriormente, t é o parâmetro de uma curva diferenciável
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α : (−ε, ε) −→ M , com α(0) = p, α
′
(0) = y.

De uma maneira inteiramente análoga à anterior, verifica-se que

(∇⊥
y η)p =

∑

β

{dηα(y) +
∑

α

wαβ(y)ηα}eβ, η =
∑

α

ηαeα,

isto é, ∇⊥
y η depende apenas das formas wαβ. A interpretação geométrica das

formas wαβ é obtida observando que, se η = eη, temos

< ∇⊥
y eα, eβ >= wαβ(y).

Finalmente, deve ser observado que as equações de definição

ωij =
∑

α

wiα ∧ wαj

ωαβ =
∑

i

wαi ∧ wiβ,

relacionan as formas de curvatura a métrica induzida e as formas da curvatura
normal com as segundas formas quadráticas de imersão da seguinte maneira:

ωij = −
∑

alpha

{
∑

l

hα
ilwl ∧

∑

k

hα
jkwk}

=
∑

k<l

{
∑

α

(hα
ilh

α
jk − hα

ikh
α
jl)}wk ∧ wl.

ωαβ = −
∑

i

{
∑

k

hα
ikwk ∧

∑

l

hβ
ilwl}

=
∑

k<l

{
∑

i

(hα
kih

beta
il − hβ

kih
α
il)}wk ∧ wl.

As duas ultimas equações são chamadas as equações de Gauss e as equações
de Ricci, respectivamente.

1.9 Variedades Riemannianas e Curvatura Sec-

cional

Nesta seção definiremos a noção de curvatura seccional.
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As equações de estrutura relativas a uma métrica induzida por uma imersão,
a saber:

dwi =
∑

j

wj ∧ wji (1.11)

nos sugerem a possibilidade de desenvolver o método do referencial móvel
para uma variedade Riemanniana Mn. Seja p ∈ M um ponto de M e seja
U ⊂ M uma vizinhança de p em M, onde seja posśıvel definir campos difer-
enciáveis de vetores {e1, ..., en} tais que < ei, ej >= δij. O conjunto {ei},
i=1,..,n, será chamado um referencial ortonormal móvel em U. Seja wi as
formas diferenciais em U definidas por wi(ej) = δij (o coreferencial associado
a {ei}). Já vimos no lema 1.7.2 que se existem formas diferenciais wij = −wji,
satisfazendo (1.11), elas estarão inteiramente determinadas.

Que tais formas existem a partir da métrica Riemanniana de M é dado pelo
seguinte lema:

Lema 1.9.1. (Levi Cevitta)

Escolhido um referencial {ei} num aberto U ⊂ M de uma variedade Rie-

manniana M, existe em U um (único) conjunto de formas diferencias {wij}
que são anti-simétricas wij = − wji e satisfazem (1.11).

Demonstração. Façamos dwj(ek, ei) = −Aj
ki, isto é,

dwj =
∑

k<i

Aj
kiwk ∧ wi, Aj

ki = −Aj
ik

Queremos determinar funções Ci
kj = −Ci

jk tais que as formas diferenciáveis

wkj =
∑

i

Ci
kjwi (1.12)
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satisfaçam 1.11. Se tais funções existirem, teremos

dwj =
∑

k<i

Aj
kiwk ∧ wi

=
∑

k

wk ∧ wkj

=
∑

k

wk ∧ (
∑

i

Ci
kjwi)

=
∑

k<i

(Ci
kj − Ck

ij)wk ∧ wi.

Igualando os coeficientes de termos correspondentes nas equações acima,

temos

Aj
ki = Ci

kj − Ck
ij,

Ak
ij = Cj

ik − Ci
jk,

Ai
kj = Cj

ki − Ck
ij.

Adicionando membro a membro as igualdades acima, obteremos a seguinte

condição necessaria para a existência dos Ci
kj

C =
1

2
(Aj

ki + Ak
ij + Ai

kj)

definido C i
kj pela equação acima e as formas wij por 1.12, verificaremos facil-

mente que elas satisfazem as condiçoes pedidas.

As formas {wij} são chamadas as formas de conexão de M no referencial
{ei}. O interesse geométrico das formas de conexão é que elas permitem
definir uma noção de derivação para campos de vetores em M.

Proposição 1.9.1. Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em M e

seja ei um referencial em um aberto U ⊂ M . Suponhamos que Y =
∑

i yiei

e façamos

∇XY =
∑

j

{dyj(X) +
∑

i

wij(X)yi}ej
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Então∇X(Y ) é independente do referencial ei e, portanto, globalmente definido

em M.

Demonstração. ver pag. 45 de [4]

∇X(Y ) é chamada a derivação covariante de Y em relação a X. Temos a
seguinte proposição.

Proposição 1.9.2. Sejam X, Y, Z campos diferenciáveis de vetores em M,

F, G funções diferenciáveis em M e a e b números reais então

i) ∇fX+gZY = f∇XY + g∇ZX;

ii) ∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ;

iii) ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)Y ;

iv) < ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >= X(< Y,Z >);

v) Se p ∈ M , (∇XT )(p) só depende do valor de X no ponto p e dos

valores de Y ao longo de uma curva parametrizada α : (−ε, ε) −→ M ,

com α(0) = p, α
′
(0) = X(p).

Demonstração. Veja pag. 47 de [4]

Agora observe que temos a seguinte equação

< ∇Xei, ej >= wij.

Portanto
wij(ek) =< ∇ek

ei, ej > .

Passemos agora à introdução da curvatura em uma variedade Riemanni-
ana. Motivados pela seção anterior, definiremos
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Definição 1.9.1. Definimos as formas Ωij, por:

Ωij = dwij −
∑

k

wik ∧ wkj.

As formas Ωij são chamadas as formas de curvatura de M no referencial
{ei}.

Para cada p ∈ M, e cada par de vetores X, Y ∈ Tp(M), a matriz (Ωij)p(X, Y )
é a matriz da aplicação linear

(RXY )p : Tp(M) −→ Tp(M),

em relação à base {e1, ..., en}.
RXY é chamado o operador de curvatura de M. Como Ωij = −Ωji, e Ωij é

uma forma bilinear alternada, temos as seguintes identidades para o operador
de curvatura: Se X, Y, Z e T são campos diferenciáveis de vetores em M,
então

< RXY Z, T >= − < RY XZ, T > (1.13)

< RXY Z, T >= − < RXY T, Z > (1.14)

Derivando exteriormente a equação 1.11, obteremos

0 =
∑

k

dwk ∧ wkj −
∑

k

wk ∧ dwkj

=
∑

ki

wi ∧ wik ∧ wkj −
∑

i

wi ∧ dwij

=
∑

i

∧(
∑

k

wik ∧ wkj − dwij)

=
∑

i

wi ∧ Ωij

ou seja ∑
i

wi ∧ Ωij = 0 (1.15)

A equação 1.15 é chamada a primeira identidade de Bianchi. Em termos do
operador curvatura, ela se traduz da maneira seguinte. Se X, Y e Z são
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campos diferenciáveis de vetores em M, então, para todo j = 1, ..., n

0 =
∑

i

wi ∧ Ωij(X, Y, Z)

=
∑

i

{wi(X)Ωij(Y, Z)− wi(Y )Ωij(X,Z) + wi(Z)ΩijX,Y }

= < RY ZX −RXZY + RXY Z, ej > .

donde
RXY Z + RY ZX + RZXY = 0 (1.16)

De 1.16 e 1.14 decorre a seguinte identidade

< RXY Z, T >=< RZT X, Y > (1.17)

que pode ser demonstrada da maneira seguinte: A partir de 1.15, obtemos

< RXY Z, T > + < RY ZX, T > + < RZXY, T > = 0,

< RY ZT, X > + < RZT Y, X > + < RTY Z, X > = 0,

< RZT X, Y > + < RTXZ, Y > + < RXZT, Y > = 0,

< RTXY, Z > + < RXY T, Z > + < RY T X, Z > = 0.

Somando as equações acima, conclúımos que

2 < RZXT, Y > +2 < RTY Z, X >= 0

donde, usando 1.14,

< RZXY, T >=< RTY Z,X >

que é equivalente a 1.17
Como as formas Ωij são formas de grau dois, elas podem ser escritas

Ωij = −1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl.

As funções Rijkl são chamadas as componentes do tensor curvatura de M.
Observe que:

< Rekel
(ei), ej > = Ωji(ek, el)

= −1

2

∑
st

Rjistws ∧ wt(ek, el)

= Rijkl

= < Reiej
(ek), el >
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As formas de curvatura permitem definir vários tipos de curvaturas em M, a
mais importante sendo a curvatura seccional que passaremos a introduzir.

Seja P ⊂ Tp(M) um subespaço de dimensão dois do espaço tangente Tp(M)
de M em p ∈ M. Escolheremos um referencial ortonormal {e1, ..., en} em uma
vizinhança de p de tal modo que {e1, e2} geram P.

Temos a seguinte proposição:

Proposição 1.9.3. O número (Ω12)p(e1, e2) depende apenas do subespaço P.

Demonstração. ver [4] pag. 54.

Assim podemos definir,

Definição 1.9.2. O número,

Kp(P ) = −(Ω12)p(e1, e2)

= < (Re1e2)p(e1), e2 >

é chamado a curvatura seccional de M em p segundo P.

Com as mesmas notações acima, temos:

Proposição 1.9.4. Sejam X,Y ∈ P ∈ Tp(M), dois vetores linearmente

independentes pertencentes a Tp(M), e um referencial ortonormal {ei} tal

que {e1, e2} gerem P. Então:

K(p) =
< RXY X, Y >

(A(X, Y ))2
,

onde A(X, Y ) é a área do paralelogramo formado por X e Y.

Demonstração. ver[4] pág.55.
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Definição 1.9.3. Diz-se que uma variedade Riemanniana M, é isotrópica

em p ∈ M se todas as curvaturas seccionais em p têm o mesmo valor, isto

é, se Kp(P ) não depende de P ⊂ Tp(M).

Proposição 1.9.5. Seja M uma variedade Riemanniana, p um ponto de M

e {ei} um referencial em uma vizinhança de p. Então M é isotrópica em p

se e só se:

Ωij = −Kpwi ∧ wj.

Demonstração. ver [4] pág. 55.

Definição 1.9.4. Diz-se que uma variedade Riemanniana M tem curvatura

constante, se Kp(P ) não depende de p e de P.

Exemplo1. A esfera unitária Sn ⊂ Rn+1 centrada na origem. Escolhendo
um referencial adaptado e1, ..., en, en+1 em Rn+1 − {0}, teremos

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj + wi(n+1) ∧ w(n+1)j, i, j = 1, ..., n

donde
Ωij = wi(n+1) ∧ w(n+1)j.

Como podemos pensar em x = en+1 como o vetor posição da esfera Sn em
Rn+1, teremos

dx =
∑

wiei = den+1 =
∑

w(n+1)iei,

donde wi = w(n+1)i. Decorre dáı que Ωij = −wi∧wj, isto é, Sn tem curvatura
constante 1.

1.10 Tensores em variedades Riemannianas

Nesta seção definiremos a noção de derivada covariante e a noção de
diferencial covariante de um tensor de ordem r.
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Definição 1.10.1. Seja Mn uma variedade Riemanniana. Um tensor de

ordem r em M é uma correspondência F que a cada ponto p ∈ M associa

uma forma r-linear

Fp : TpM × · · · × Tp(M)︸ ︷︷ ︸
rfatores

−→ R

Um tensor F é diferenciável em p ∈ M se escolhido um referencial {ei},
i = 1, . . . , n, em uma vizinhança U de p, as funções Fi1i2...ir dadas por:

Fq(ei1 , ei2 , . . . , eir) = Fi1i2...ir(q),

i1, i2, . . . , ir = 1, . . . , n q ∈ U,

são diferenciáveis em p.
mais na frente definiremos a noção de tensor para uma variedade qualquer.

Observe que se deixamos de indicar o ponto p e tomamos X1, . . . , Xr

campos diferenciáveis em M, então F (X1, . . . , Xr) indica uma função difer-
enciável, que a cada p ∈ M faz corresponder o valor F ((X1)p, . . . , (Xr)p).

Assim, tem sentido falar na diferencial, d(F (X1, . . . , Xr)).

Em uma variedade Riemanniana, é posśıvel estender a noção de diferen-
cial covariante a tensores de ordem r. Seja F um tensor de ordem r em uma
variedade Riemanniana Mn. Seja p ∈ M e ei um referencial ortonormal em
uma vizinhança U de p. A diferencial covariante ∇F é um tensor de ordem
r+1 definido da seguinte maneira.
As componentes

Fi1...ir,j = ∇F (ei1 , ..., eir , ej), i1, i2, ..., ir, j = 1, ...n

de ∇F no referencial {ei} são dadas por

∑
j

Fi1...ir;jwj = dFi1...ir +
∑

j

Fji2...irwji1

+
∑

j

Fi1ji3...irwji2 + ... +
∑

j

Fi1...ir−1,jwjir

Obtemos assim a seguinte proposição.
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Proposição 1.10.1. Seja F um tensor de ordem r em uma variedade Rie-

manniana Mn. Seja p ∈ M e {ei} um referencial ortonormal em uma viz-

inhança U de p. A diferencial covariante ∇F é um tensor de ordem r+1

definido da seguinte maneira:

∇F (X1, . . . , Xr, Y ) =

d(F (X1, . . . , Xr))(Y )− F (∇Y X1, . . . , Xr)− . . . F (X1, . . . ,∇Y Xr).

Onde X1, . . . , Xr, Y são r+1 campos diferenciáveis em U.

Demonstração. Veja pág. 71 de [4]

Definição 1.10.2. Seja F um tensor de ordem r, defini-se a derivada co-

variante de um tensor F em relação a um campo diferenciável de vetores X

como sendo o tensor ∇XF de mesma ordem que F dado por

∇XF (X1, . . . , Xr) = ∇F (X1, . . . , Xr, X)

Seja f : M −→ R uma função diferenciável em uma variedade Rieman-
niana M. O gradiente de f é o campo vetorial gradf em M definido por

< gradf,X >p= dfp(X),

para todo p ∈ M e todo X ∈ Tp(M). em outras palavras, gradf é o dual na
métrica Riemanniana da forma df .
Considerando um referencial {ei} em um aberto U ⊂ M , podemos escrever,
em U, df =

∑
i fiwi. A função fi é chamada a derivada de f na direção ei.

É imediato que, em U,

gradf =
∑

i

fiei.

A diferencial covariante de df é dada por

∇(df) =
∑

i

fi,jwi
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onde
fi,j =

∑
j

fi;jwj = dfi +
∑

j

fjwji.

A forma bilinear ∇(df) é chamada o hessiano de f na métrica de M. O traço
desta forma bilinear, isto é, a função em M dada por

∑
i

fi;i = 4f

é chamada o laplaciano de f . As funções em M para as quais 4f = 0 são
chamadas harmônicas.
dado um campo diferenciável de vetores X em M, a métrica Riemanniana
faz corresponder a X uma 1-forma diferencial ωX dada por

ωX =< X, Y >p,

para todo p ∈ M e todo Y ∈ Tp(M). dado um referencial local {ei}, é
imediato verificar que se X =

∑
xiei então

ωX(Y ) =
∑

xiwi

A diferencial covariante ∇ωX de ωX é uma forma bilinear

∇ωX =
∑

i

xi,jwi

onde
xi,j =

∑
j

xi;jwj = dxi +
∑

j

xjwji.

O traço de ∇ωX , isto é, a função em M dada por
∑

i

xi;i = diveX

é chamada a divergência de X. Observe que

4f = div(gradf).

Temos a seguinte proposição

Proposição 1.10.2. Seja f : M −→ R uma função diferenciável e X um

campo de vetores em M, então se cumpre que

div(fX) = fdivX + X(f)
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4(fg) = f4g + g4f + 2 < gradf, gradg > .

Demonstração. Veja pag. 77 de [4]

1.11 Imersões Riemannianas

Seja Mn uma variedade Riemanniana e seja x : Mn −→ M
n+q

uma imesão
de M em uma variedade Riemanniana M . Diremos que x é uma imersão
isométrica (ou Riemanniana) se

< v1, v2 >p=< dx(v1), dx(v2) >x(p)

para todo p ∈ M e todo par v1, v2 ∈ Tp(M). Em outras palavras, x é
isométrica se a métrica induzida coincide com a métrica original.
Dado um ponto p ∈ M , escolhemos uma vizinhança U ⊂ M de p de tal
modo que x restrita a U seja injetiva. Seja V ⊂ M uma vizinhança de p
em M tal que V ⊃ x(U) e que em V seja posśıvel definir um referencial
ortonormal {eA}, A = 1, ..., n + q, adaptado a x, isto é, restritos a x(U) os
vetores e1, ..., en são tangentes a x(U). Faremos a convenção usual de iden-
tificar U ⊂ M com x(U) ⊂ M , e 1 ≤ A, B, C... ≤ n + q, 1 ≤ i, j, k... ≤ n,
n + 1 ≤ α, β, γ... ≤ n + q.
O espaço tangente Tp(M) de M em p se decompõe em uma soma direta
Tp(M) = Tp(M)⊕Np(M), onde identificamos dxp(Tp(M)) ≈ Tp(M) e deno-
tamos por Np(M) o complemento ortogonal de Tp(M) em Tp(M). Np(M)
será chamado o espaço normal da imersão x em p. Um campo normal ν é
uma correspondência que a cada p ∈ M associa um vetor ν(v) ∈ Np(M) de
tal modo que para todo referencial adaptado em uma vizinhança V ⊂ M de
p em V , as funções να dadas por ν =

∑
ναeα sejam diferenciáveis em p. É

claro que uma tal condição não depende da escolha do referencial.

Em V temos as formas wA, wAB que satisfazem as equações de estrutura

dwA =
∑
B

wB ∧ wBA,

dwAB =
∑

C

wAC ∧ wCB + ΩAB,
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onde

ΩAB = −1

2

∑
RABCDwC ∧ wD

As restrições destas formas em U ⊂ V satisfazem as mesmas equações de
estrutura e, como o referencial é adaptado, wα = 0. Decorre dáı que

0 = dwα =
∑

wi ∧ wiα

e pelo lema de Cartan,

wiα =
∑

j

hα
ijwj, hα

ij = hα
ji.

A forma quadrática IIα =
∑

ij hα
ijwiwj é a segunda forma quadrática de x

na direção de eα.
Seja ν um campo unitário normal em M. É posśıvel escolher a parte normal
do referencial {eα} em U de modo que en+1 = ν em U . IIν = IIn+1 é então
chamada a segunda forma quadrática de x na direção ν. Para mostrar que
a definição não depende da escolha do referencial, seja α : (−ε, ε) −→ U
uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com α(0) = p. Fazendo
α
′
(0) = v, e escolhendo a parte tangente do referencial de modo que α

′
(s) =

e1, teremos

IIα
p (v) = IIn+1

p (e1)

= (
∑

i

wi(n+1)wi)(ei)

=
∑

i

< ∇e1ei, en+1 > wi(e1)

= < ∇e1e1, ν >

= < ∇α
′
(0)α

′
(s), ν > (1.18)

isto é, IIν
p (v) é a componente segundo ν do vetor curvatura geodésica em

M de uma curva passando por p com vetor tangente v. Portanto, IIν não
depende da escolha do referencial e está globalmente definida.

A transformação linear auto-adjunta em Tp(M) associada à forma quadrática
IIν

p em Tp(M) será indicada por

−Aν
p : Tp(M) −→ Tp(M).

Como < v, ν >= 0, se v ∈ Tp(M), teremos, usando 1.18,

< Aν
p(v), v >= −IIν

p (v) =< ∇vν, v > .
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As vezes é conveniente usar a aplicação bilinear Bp : Tp(M) × Tp(M) −→
Np(M) dada por

< Bp(X,Y ), ν >p= − < Aν
p(X), Y >, X, Y ∈ Tp(M) ν ∈ Np(M).

Em um referencial local adaptado, B é dada por

B(X, Y ) =
∑

α

(
∑
ij

hα
ijwj(Y ))eα,

O que mostra que B é uma aplicação biliniar simétrica. O traço de B em p,
isto é, ∑

α

(
∑

i

hα
ij)eα = nHp

dá origem a um vetor normal Hp chamado o vetor curvatura média em p.

Uma imersão x : M −→ M é mı́nima se H ≡ 0.

Separando as equações de estrutura nas partes tangenciais e normais, obte-
remos

dwi =
∑

j

wj ∧ wji, (1)

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj +
∑

α

wiα ∧ wαj + Ωij, (2)

dwiα =
∑

k

wik ∧ wkα +
∑

β

wiβ ∧ wβα + Ωiα, (3)

dwαβ =
∑

j

wαj ∧ wjβ +
∑

γ

wαγ ∧ wγβ + Ωαβ. (4)

As formas wij só dependem da métrica Riemanniana de M e de a parte tan-
gente do referencial {ei}.

As formas dwij −
∑

k wik ∧ wkj = Ωij são as formas de curvatura da métrica
Riemanniana de M. As formas dwαβ−

∑
γ wαγ ∧wγβ = Ωαβ são chamadas as
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formas de curvatura normal da imersão.
Da equação (2) decorre que o tensor curvatura Rijkl de M está relacionado
com as componentes tangentes Rijkl do tensor curvatura de M por

−1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl = Ωij

= dwij −
∑

k

wik ∧ wkj

=
∑

α

wiα ∧ wαj + Ωij

= −1

2

∑

kl

(
∑

α

(hα
ilh

α
jk − hα

ikh
α
jl))wk ∧ wl −

−1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl,

ou seja

Rijkl = Rijkl −
∑

α

(hα
ilh

α
jk − hα

ikh
α
jl)

que é chamada a equação de Gauss. Usando a linearidade, é fácil verificar
que a equação de Gauss se escreve

< RX,Y (Z), T >=< RX,Y , T > −{< B(X, T ), B(X, Z) > − < B(X, Z), B(Y, T ) >}
para todo X, Y, Z, T ∈ Tp(M), ou seja, em termos de curvatura seccionais

K(X,Y ) = K(X, Y ) + {< B(X, X), B(Y, Y ) > −(B(X,Y ))2}
onde K(X,Y ) indica a curvatura seccional do plano gerado por X,e Y .

Da equação (4) decorre, analogamente que

−1

2

∑
ij

Rαβijwi ∧ wj = Ωαβ

= dwαβ −
∑

γ

wαγ ∧ wγβ

=
∑

k

wαk ∧ wkβ + Ωαβ

= −1

2

∑
ij

(
∑

k

(hα
kjh

α
ki −

∑

k

hα
kih

β
kj))wi ∧ wj −

−1

2
Rαβijwi ∧ wj,
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ou seja

Rαβij =
∑

k

(hα
ikh

β
kj − hβ

ikh
α
kj) + Rαβij

que é chamada a equação de Ricci.

1.12 Equações de estrutura de uma forma es-

pacial

Seja Qn+1 (c) uma Variedade Riemaniana (n+1)-dimensional com curvatura
seccional constante c. Também chamaremos a este forma espacial. Quando
c > 0, Qn+1 (c) = Sn+1 (c), (isto é: a esfera (n+1)-dimensional), quando c=0,
Qn+1 (c) = Rn+1, (isto é: o espaço euclidiano (n+1)-dimensional), quando
c < 0, Qn+1 (c) = Hn+1 (c), (isto é: o espaço hiperbólico (n+1)-dimensional).
Seja M uma hipersuperf́ıcie em Qn+1 (c). Para qualquer ponto p ∈ M escol-
hemos um referencial ortonormal local e1, e2, ..., en+1 em Qn+1 (c) em p tal
que e1, e2, ..., en sejam tangentes a M. Tome o co-referencial dual correspon-
dente {w1, w2, ..., wn}. Neste trabalho faremos as seguintes convenções para
os indices:

1 ≤ A,B, C ≤ n + 1,

1 ≤ i, j, k ≤ n.

Devemos ter em conta que:

dwAB =
∑

C

wAC ∧ wCB + ΩAB,

ΩAB = −1

2

∑
RABCDwC ∧ wD,

ΩAB(eA, eB) = RABAB,

ΩAB(eB, eA) = −RABAB,

ΩAB(eC , eD) = 0, seA 6= C,D; B 6= D,C
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Assim as equações de estrutura de Qn+1 (c) são:

dwA =
∑
B

wAB ∧ wB, wAB = −wBA

dwAB =
∑

C

wAC ∧ wCB − cwA ∧ wB

Observe que na última igualdade usamos o fato que Qn+1 (c) tem curvatura
constante e a proposição 1.9.5.
Se denotamos pelas mesmas letras as restrições a M de wA, wAB, temos:

dwi =
∑

j

wij ∧ wj, wij = −wji (1.19)

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj − 1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl, (1.20)

onde Rijkl é o tensor curvatura da métrica induzida em M.
Como wn+1 = 0. Assim:

0 = dwn+1

=
∑

i

w(n+1)i ∧ wi. (1.21)

e pelo lema de Cartan temos :

wi(n+1) =
∑

j

hijwj, hij = hji (1.22)

A forma quadrática B =
∑
ij

hijwi ⊗ wj é chamada a segunda forma funda-

mental de M.
Agora, separando a equação:

dwAB =
∑

C

wAC ∧ wCB − cwA ∧ wB

nas partes normais e tangenciais a M temos:

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj + wi,n+1 ∧ wn+1,j + Ωij.
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Assim obtemos:

−1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl = Ωij

= dwij −
∑

k

wik ∧ wkj

= wi,n+1 ∧ wn+1,i + Ωij

=
1

2

∑

kl

(hilhjk − hikhjl)wk ∧ wl − 1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl

logo:

Rijkl = Rijkl − (hilhjk − hikhjl).

Rijkl = c− (hilhjk − hikhjl).

esto é,

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk).

Assim,

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk) + hikhjl − hilhjk (1.23)
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Caṕıtulo 2

O Operador Auto-adjunto

Cheng-Yau

Este caṕıtulo tem como finalidade demonstrar um primeiro teorema de
classificação para variedades Riemannianas compactas, para isto começaremos
com algumas definições.

2.1 O hessiano e a diferencial covariante

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, {e1, e2, ..., en} um
referencial local ortonormal em M, e {w1, ..., wn} seu referencial dual. Então
as equações de estrutura de M são dadas por:

dwi =
∑

j

wij ∧ wj, wij = −wji, (2.1)

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj + Ωij. (2.2)

O lema 1.9.1, garante as existência das formas wij satisfazendo (2.1) a partir
da métrica Riemanniana.
Observe que as formas Ωij são dadas por:
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Ωij = dwij −
∑

k

wik ∧ wkj.

Já vimos que elas podem ser escritas como:

Ωij = −1

2

∑

k,l

Rijklwk ∧ wl.

Dizemos que wij é a forma de conexão Levi Cevitta e Rijkl é o tensor Cur-
vatura Riemanniana de M.
Lembremos que, para cada p ∈ M e cada par de vetores x, y ∈ TpM a
matriz {(Ωij)p (x, y)} é a matriz de uma aplicação linear, (chamada operador
de curvatura)

(Rx,y)p : TpM :−→ TpM ,

Da seção 1.9 temos

Rijkl = 〈Rekel
(ei) , ej〉

= Ωji (ek, el) .

e,

Rijkl + Rijlk = 0.

Observação 2.1.1. Se V é um espaço vetorial munido de um produto in-

terno, temos que existe um isomorfismo canônico J entre V e seu dual V ∗.

Caracterizemos o gradiente de uma função diferenciável, f : A −→ R,
definido em um aberto A de M. Dado um ponto p ∈ A, a diferencial no

ponto p é o funcional linear dfp ∈ (TpM)∗, tal que dfp(v) =
∂f

∂v
(p), para

todo vetor v ∈ TpM.
O gradiente (no ponto p) é definido como o vetor ∇f(p) ∈ TpM , que cor-
responde a dfp através do isomorfismo canônico J : TpM −→ (TpM)∗

(induzido pelo produto interno), assim ∇f(p) = J−1(dfp)
Portanto, o gradiente ∇f(p) fica caracterizado pela seguinte igualdade:

∇f(p).v = dfp(v), para todo vetor v ∈ TpM.
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Para qualquer função f de classe C2 definida em M , definimos
seu Gradiente no ponto p, por:

∇f : (TpM)∗ −→ R

∇f =
∑

i

fiwi. (2.3)

e seu Hessiano por:

∑
j

fijwj = ∇fi +
∑

j

fjwji. (2.4)

Vejamos agora que fij = fji por diferenciação exterior de (2.3).
Diferenciando (2.3) temos :

0 =
∑

i

(∇fi ∧ wi + fidwi)

=
∑

i

∇fi ∧ wi +
∑

i

fidwi

=
∑

i

(
∑

j

fijwj −
∑

j

fjwji) ∧ wi +
∑

i

fi(
∑

j

wij ∧ wj)

=
∑

i

∑
j

fijwj ∧ wi −
∑

i

∑
j

fjwji ∧ wi +
∑

i

fi(
∑

j

wij ∧ wj).

como

∑
i

∑
j

fjwji ∧ wi =
∑

i

fi(
∑

j

wij ∧ wj),

temos que

0 =
∑

i

∑
j

fijwj ∧ wi

=
∑
i<j

(fij − fji)wi ∧ wj.

Portanto

fij = fji.
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2.2 O tensor codazzi

Seja agora φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um tensor simétrico definido em M .

As componentes da derivada covariante de φij são dada por,

∑

k

φijkwk = ∇φij +
∑

k

φkjwki +
∑

k

φikwkj. (2.5)

Chamamos ao tensor simétrico φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um tensor Codazzi se,

φijk = φikj. (2.6)

As componentes da segunda derivada covariante de φij são dadas por,

∑

l

φijklwl = ∇φijk +
∑
m

φmjkwmi +
∑
m

φimkwmj +
∑
m

φijmwmk.(2.7)

Vamos obter algumas relações da diferenciação exterior de (2.5).

Lema 2.2.1. Seja agora φ =
∑
ij

φijwi⊗wj um tensor simétrico definido em

M, então
∑

lk

φijklwl ∧ wk =
∑
m

φmjΩmi +
∑
m

φimΩmj.

Demonstração. Diferenciando exteriormente o lado direito da igualdade (2.5)

temos,
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d(
∑

k

φijkwk) =
∑

k

∇φkj ∧ wki +
∑

k

φkjdwki +
∑

k

dφik ∧ wkj +
∑

k

φikdwkj

=
∑

k

[
∑

l

φkjlwl −
∑

l

φljwlk −
∑

l

φklwlj] ∧ wki+

+
∑

k

[φkj[
∑

l

wkl ∧ wli + Ωki]]+

+
∑

k

[
∑

l

φiklwl −
∑

l

φlkwli −
∑

l

φilwlk] ∧ wkj+

+
∑

k

[φik[
∑

l

wkl ∧ wlj + Ωkj]].

Por outro lado, diferenciando exteriormente o lado ezquerdo da igualdade

(2.5) temos,

d(
∑

k

φijkwk) =
∑

k∇φijk ∧ wk +
∑

k φijkdwk

=
∑

k

[
∑
m

φijkmwm −
∑

l

φljkwli −
∑

l

φilkwlj −
∑

l

φijlwlk] ∧ wk

+
∑

k[φijk(
∑

j wkj ∧ wj)].

Igualando os dois resultados, observamos,

−
a︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φljkwli ∧ wk−
e︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φilkwlj ∧ wk−
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−
b︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φijlwlk ∧ wk +

b︷ ︸︸ ︷∑

k

φijk

∑

l

wkl ∧ wl

=

a︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φkjlwl ∧ wki−
f︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φljwlk ∧ wki−
c︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φklwlj ∧ wki +

+

f︷ ︸︸ ︷∑

k

φkj

∑

l

wkl ∧ wli +

e︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φiklwl ∧ wkj −
c︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φlkwli ∧ wkj −

−
d︷ ︸︸ ︷∑

k

∑

l

φilwlk ∧ wkj +

d︷ ︸︸ ︷∑

k

φik

∑

l

wkl ∧ wlj .

Os termos com letras iguais vão se cancelar.

Estas contas nos dizem que por diferenciação exterior de (2.5), obtemos,

∑

lk

φijklwl ∧ wk =
∑
m

φmjΩmi +
∑
m

φimΩmj. (2.8)

Calculando (2.8) em (ek, el), temos as seguintes identidades Ricci,

φijkl − φijlk =
∑
m

φmjRmikl +
∑
m

φimRmjkl. (2.9)

2.3 Operador ¤ (operador de Cheng-Yau)

Ressaltaremos a seguinte definição do operado auto-adjunto ¤ introduzido
por Cheng-Yau.

Definição 2.3.1. Seja φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um campo tensorial Codazzi em

uma Variedade Riemanniana M. Definimos o operador ¤ associado a φ por:

¤f =
∑
ij

((∑

k

φkk

)
δij − φij

)
fij,
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para qualquer função f de classe C2 definida em M.

Proposição 2.3.1. Seja M uma Variedade Riemanniana compacta e ori-

entável. Então o operador ¤ é auto-adjunto.

Demonstração. Seja

ϕij =

(∑

k

φkk

)
δij − φij.

Então,

∑

l

ϕijlwl =
∑

l

∑

k

φkklwlδij −
∑

l

φijlwl.

Quando calculamos em ej, e depois somando em j, obtemos,

∑
j

ϕijj =
∑

j

∑

k

φkkjδij −
∑

j

φijj

=
∑

k

φkki −
∑

j

φijj

=

(∑

k

φkk

)

i

−
∑

j

φijj.

Sendo φ é um tensor simétrico, temos que,

φij = φji.

Logo, a derivada covariante da ultima igualdade nos dá,

∑

l

φijlwl =
∑

l

φjilwl.

Quando calcularmos no vetor ek, teremos φijk = φjik, e além disso, como φ

é um tensor codazzi temos que φjik = φjki. Com essas observações,

∑

k

φkki =
∑

j

φjji

=
∑

j

φjij

=
∑

j

φijj,
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o que nos diz que,

∑
j

ϕijj = 0.

Completamos a prova desta proposição, usando a seguinte proposição devido

Cheng-Yau, veja [8].

Proposição.- (Cheng-Yau) Seja M uma Variedade Riemanniana compacta e

orientável. Então o operador ¤ é auto-adjunto se e somente se:
∑

j

ϕijj = 0.

Demonstração. ver [8] pag. 196.

Agora intentemos relacionar em alguma equação o operador ¤ com al-
guns invariantes da variedade M .

Como φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj é um campo tensorial codazzi em uma variedade

Riemanniana, os coeficientes φij são funções reais definidas em M , isto é,

φij : M −→ R.

Assim podemos definir o laplaciano das funções φij.

Definição 2.3.2. O Laplaciano de φij é definido por ser,

∆φij =
∑

k

φijkk.

Lema 2.3.1. Seja φ =
∑
ij

φijwi⊗wj é um campo tensorial codazzi em uma

variedade Riemanniana, então,

∆φij =
∑

km

φmkRmijk +
∑

mk

φimRmkjk +
∑

k

φkkij
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Demonstração. Observe que,

∆φij =
∑

k

φijkk

=
∑

k

(φijkk − φikjk) +
∑

k

(φikjk − φikkj) +

+
∑

k

(φikkj − φkkij) +
∑

k

φkkij.

Agora de,

φijkl − φijlk =
∑
m

φmjRmikl +
∑
m

φimRmjkl,

obtemos,

φikjk − φikkj =
∑
m

φmkRmijk +
∑
m

φimRmkjk.

Assim, a expressão de ∆φij, resulta em,

∆φij =
∑

k

(φijkk − φikjk) +
∑

km

φmkRmijk +
∑

mk

φimRmkjk +

+
∑

k

φkkij +
∑

k

(φikkj − φkkij) .

Observe que das equações,

∑

k

φijkkwk = ∇φijk +
∑
m

φmjkwmi +
∑
m

φimkwmj +
∑
m

φijmwmk

∑

k

φikjkwk = ∇φikj +
∑
m

φmjkwmi +
∑
m

φimjwmj +
∑
m

φikmwmk

calculadas em ek, e de (2.6) (ie, da definição de tensor Codazzi), obtemos,

φijkk − φikjk = 0.

Além disto, utilizando o fato que o tensor φ é um tensor simétrico e Codazzi,

e das equações,

∑
j

φikkjwj = ∇φikk +
∑
m

φmkkwmi +
∑
m

φimkwmk +
∑
m

φikmwmk,

∑
j

φkkijwj = ∇φkki +
∑
m

φmkiwmk +
∑
m

φkmiwmk +
∑
m

φkkmwmi,
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calculadas em ej, obtemos,

φkkij = φikkj,

isto é,

φkkij − φikkj = 0.

Assim vemos que vários termos vão se cancelar na expressão de ∆φij, ob-

tendo,

∆φij =
∑

km

φmkRmijk +
∑

mk

φimRmkjk +
∑

k

φkkij. (2.10)

Seja agora,

|φ|2 =
∑
ij

φ2
ij, |∇φ|2 =

∑

ijk

φ2
ijk, trφ =

∑

k

φkk.

Lema 2.3.2. Seja φ =
∑
ij

φijwi⊗wj é um campo tensorial codazzi em uma

variedade Riemanniana, então,

1

2
∆ |φ|2 = |∇φ|2 +

∑
ij

φij (trφ)ij +
∑

ijmk

φijφmkRmijk +
∑

ijmk

φijφimRmkjk.

Demonstração. Sabemos que, para duas funções f e g, definidas em M, tem-

se,

∆ (fg) = f∆g + g∆f + 2 〈∇f,∇g〉 ,

assim temos,

∆
(
φ2

ij

)
= φij∆φij + φij∆φij + 2 〈∇φij ∇φij〉
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Como {ei} é uma base ortogonal, seu dual {wi}, é também ortogonal, logo,

〈∇φij ,∇φij〉 =

〈∑

k

φijkwk ,
∑

k

φijkwk

〉

=
∑

k

φ2
ijk.

Com isto, a equação (2.10) mostra que,

1

2
∆ |φ|2 =

∑
ij

1

2
∆φ2

ij

=
∑
ij

[φij∆φij +
∑

k

φ2
ijk]

=
∑

ijk

φ2
ijk +

∑
ij

φij∆φij

= |∇φ|2 +
∑
ij

φij∆φij

= |∇φ|2 +
∑
ij

φij (trφ)ij +
∑

ijmk

φijφmkRmijk +
∑

ijmk

φijφimRmkjk

ou seja,

1

2
∆ |φ|2 = |∇φ|2 +

∑
ij

φij (trφ)ij +
∑

ijmk

φijφmkRmijk +
∑

ijmk

φijφimRmkjk.

(2.11)

Observe que a matriz Φ = (φij) é uma matriz simétrica. Assim existe
uma base ortonormal {ei} que a diagonaliza.

Em um ponto p ∈ M , escolhemos um campo referencial ortonormal local
{e1, e2, ..., en} com seu correferencial dual {w1, w2, ..., wn} , tal que,

φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj, φij = λiδij, em p.

Com as notações acima, temos o seguinte lema principal.
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Lema 2.3.3. Seja M uma variedade Riemanniana compacta, e seja φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um campo tensorial codazzi definido em M, então,

∫

M

[|∇φ|2 − |∇ (trφ)|2] +

∫

M

1

2
Rijij (λi − λj)

2 = 0.

Demonstração. Então, em p temos,

1

2
∆ |φ|2 = |∇φ|2 +

∑
ij

λiδij (trφ)ij +
∑

ijmk

λiδijλmδmkRmijk +
∑

ijmk

λiδijλiδimRmkjk

= |∇φ|2 +
∑

i

λi (trφ)ii +
∑
im

λiλm Rmiim +
∑

ik

λiλiRikik.

Observe que,

∑
im

λiλmRmiim +
∑
ij

λ2
i Rikik = −

∑
im

λiλmRimim +
∑

ik

λ2
i Rikik

= −
∑
ij

λiλjRijij +
∑
ij

λ2
i Rijij

=
∑
ij

(−λiλj + λ2
i

)
Rijij

=
∑
ij

(
1

2
λ2

i − λiλj +
1

2
λ2

i

)
Rijij

e,

∑
ij

1

2
λ2

i Rijij =
∑
ij

1

2
λ2

jRjiji

= −
∑
ij

1

2
λ2

jRjiij

=
∑
ij

1

2
λ2

jRijij.

Com essas observações temos,

1

2
∆ |φ|2 = |∇φ|2 +

∑
i

λi (trφ)ii +
1

2

∑
ij

Rijij (λi − λj)
2 . (2.12)
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Denotando a segunda função simétrica de φij, por Γ2, temos,

Γ2 =
∑

i6=j

λiλj.

Tendo em conta que,

(trφ)2 = (φ11 + ... + φnn) (φ11 + ... + φnn)

= (λ1 + ... + λn) (λ1 + ... + λn)

=
∑
ij

λiλj

e,

|φ|2 =
(
φ2

11 + φ2
12 + ... + φ2

1n

)
+ ... +

(
φ2

n1 + ... + φ2
nn

)

= λ2
1 + λ2

2 + ... + λ2
n,

a segunda função simétrica de φij, fica,

Γ2 =
∑

i6=j

λiλj

= (trφ)2 − |φ|2 (2.13)

Combinando (2.12) e (2.13) obtemos,

1

2
∆ (trφ)2 =

1

2
∆Γ2 + |∇φ|2 +

∑
i

λi (trφ)ii +
1

2

∑
ij

Rijij (λi − λj)
2 (2.14)

observe que,

∆(trφ)2 = ∆(trφ)(trφ)

= 2trφ∆trφ + 2 < ∇(trφ),∇(trφ) > (2.15)
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Da definição de ¤ temos,

¤(trφ) =
∑
ij

(
∑

k

φkkδij − φij)(trφ)ij

=
∑
ij

∑

k

φkkδij(trφ)ij −
∑
ij

φij(trφ)ij

=
∑

i

∑

k

λk(trφ)ii −
∑

i

λi(trφ)ii

=
∑

i

(trφ)(trφ)ii −
∑

i

λi(trφ)ii. (2.16)

Observe que de (2.14) e (2.15)

trφ∆trφ+ < ∇(trφ),∇(trφ) > =
1

2
∆Γ2 + |∇φ|2 +

∑
i

λi (trφ)ii +

+
1

2

∑
ij

Rijij (λi − λj)
2 ,

logo,

trφ∆trφ−
∑

i

λi (trφ)ii =
1

2
∆Γ2 + |∇φ|2− < ∇(trφ),∇(trφ) > +

+
1

2

∑
ij

Rijij (λi − λj)
2 ,

agora de (2.16),

¤(trφ) =
1

2
∆Γ2 + |∇φ|2− < ∇(trφ),∇(trφ) > +

1

2

∑
ij

Rijij (λi − λj)
2

Observe que,

〈∇(trφ),∇(trφ)〉 =

〈∑

kl

φkklwl,
∑

kl

φkklwl

〉

=
∑

kl

φ2
kkl

=
∑

kj

φ2
kkj.
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Portanto,

〈∇(trφ),∇(trφ)〉 = |∇ (trφ)|2 . (2.17)

Assim chegamos à seguinte equação,

¤ (trφ) =
1

2
∆Γ2 + |∇φ|2 − |∇ (trφ)|2 +

1

2

∑
ij

Rijij (λi − λj)
2 .(2.18)

Observe agora que ¤ é auto-adjunto assim,

∫

M

¤(trφ) =

∫

M

¤(trφ).1 =

∫

M

(trφ)¤1 =

∫

M

(trφ).0 = 0.

Além disso,

∆Γ2 = div (∇Γ2) .

Agora integrando (2.18) e utilizando o teorema de Stokes, como M é com-

pacta, chegamos a,

∫

M

[|∇φ|2 − |∇ (trφ)|2] +

∫

M

1

2
Rijij (λi − λj)

2 = 0. (2.19)

2.4 Primeiro teorema de classificação para va-

riedades Riemannianas compactas com cur-

vatura constante

A equação (2.19) da seção anterior nos permitir dar uma classificação para
as variedades Riemannianas compactas, isto é,

68



Teorema 2.4.1. Seja φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um campo tensorial Codazzi en

uma Variedade Riemanniana compacta M. Suponha que,

|∇φ|2 ≥ |∇ (trφ)|2 . (2.20)

i) Se M tem curvatura seccional positiva, então todos os autovalores de φij

são iguais em M.

ii) Se M tem curvatura seccional não negativa, então temos:

|∇φ|2 = |∇trφ|2 e Rijij = 0,

quando λi 6= λj em M.

Demonstração. De (2.20) temos que

∫

M

[|∇φ|2 − |∇(trφ)|2] ≥ 0 (2.21)

Para provar i), como M tem curvatura seccional positiva temos que Rijij > 0,

por (2.19) e (2.21)

∫

M

[|∇φ|2 − |∇(trφ)|2] = 0 e

∫

M

1

2
Rijij (λi − λj)

2 = 0.

Por tanto, λi = λj,∀i, j.
Para provar ii), Como M tem curvatura seccional não negativa temos que

Rijij ≥ 0, de (2.21) e λi 6= λj temos Rijij (λi − λj)
2 ≥ 0; assim,

∫

M

[|∇φ|2 − |∇(trφ)|2] = 0,

isto implica,

|∇φ|2 = |∇(trφ)|2.
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Agora de,

∫

M

1

2
Rijij (λi − λj)

2 = 0,

fica,

Rijij = 0.

Os dois lemas seguintes mostram que a condição (2.20) é natural.

Lema 2.4.1. Seja φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um campo tensorial Codazzi en uma

Variedade Riemanniana compacta M. Suponha que,

trφ = constant. (2.22)

Então,

|∇φ|2 ≥ |∇ (trφ)|2 .

Demonstração. Como trφ = constant, temos que ∇trφ = 0

Lema 2.4.2. Seja φ =
∑
ij

φijwi ⊗ wj um campo tensorial Codazzi en uma

Variedade Riemanniana compacta M. Se a segunda função simétrica de φij

é uma constante não negativa, ie:

Γ2 =
∑

i6=j

λiλj = (trφ)2 − |φ|2 = constant ≥ 0. (2.23)

Então,

|∇φ|2 ≥ |∇ (trφ)|2 .
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Demonstração. Tomando a derivada covariante de (2.13) temos,

0 = 2
∑

k

(trφ)k wk (trφ)−
∑

ijk

φijkwkφij −
∑

ijk

φijφijkwk,

isto é,

0 = 2
∑

k

(trφ)k wk (trφ)− 2
∑

ijk

φijφijkwk,

o que implica que,

∑

k

(trφ)k wk (trφ) =
∑

ijk

φijφijkwk.

Calculando em ek obtemos,

∑

k

(trφ)k (trφ) =
∑

ijk

φijφijk.

De,

|∇ (trφ) |2 =
∑

k

(trφ)2
k ,

segue que,

(trφ)2 |∇ (trφ)|2 =
∑

k

(trφ)2 (trφ)2
k

=
∑

k

(∑
ij

φijφijk

)2

≤
(∑

ij

φij

)2 (∑

ijk

φijk

)2

= |φ|2 |∇φ|2 .

Utilizando (2.23) vamos a obter,

(trφ)2 |∇ (trφ)|2 ≤ |φ|2 |∇φ|2

≤ (trφ)2 |∇φ|2 ,
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com o que chegamos finalmente a,

|∇ (trφ)|2 ≤ |∇φ|2 .

Neste trabalho, precisamos do seguinte lema algébrico devido a Okumura,
Hilário Alencar e Manfredo do Carmo, ver Lema 2.6 de [1].

Lema 2.4.3. Seja µi, i = 1, ..., n números reais tal que
∑

i

µi = 0, e
∑

i

µ2
i =

β2, donde β=constante≥ 0. Então:

− n− 2√
n (n− 1)

β3 ≤
∑

i

µ3
i ≤

n− 2√
n (n− 1)

β3 (2.24)

e a igualdade acontece em (2.24) se e somente se (n− 1) dos µi são iguais.

Demonstração. Podemos supor que β > 0, utilizaremos o método dos multi-

plicadores de lagrange para encontrar os pontos cŕıticos de,

f =
∑

i

µ3
i

sujeito as condições,

∑
µi = 0,

∑
i

µ2
i = β2.

Para isto consideremos β1, β2 ∈ R e as funções,

g1(µ1, ..., µn) =
∑

µi,

g2(µ1, ..., µn) =
∑

i

µ2
i − β2.

Assim temos,
∂

∂xi

f = β1
∂

∂xi

g1 + β2
∂

∂xi

g2,
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ou seja,

3µ2
i = β1 + 2β2µi

isto é, se λ1 = 2β2

3
e λ2 = β1

3
, a ultima equação se transforma em,

µ2
i − λ1µi − λ2 = 0, i = 1, ..., n. (1)

Assim os pontos cŕıticos satisfazem a equação quadrática (1) que possui ape-

nas duas ráızes, logo de
∑

µi = 0, e de uma re-enumeração se necessário,

estes são dados por,

µ1 = µ2 = ... = µp = a > 0,

µp+1 = µp+2 = ... = µn = −b < 0.

Portanto,

β2 =
∑

i

µ2
i = pa2 + (n− p)b2, (2)

0 =
∑

i

µi = pa− (n− p)b, (3)

f =
∑

i

µ3
i = pa3 − (n− p)b3. (4)

Da equação (3) obtemos que,

pab = (n− p)b2,

substituindo esta expressão na equação (2) temos,

β2 = pa2 + pab.

Com o valor b obtido da equação (3), a equação acima se reduz a:

β2 = pa2 +
p2a2

n− p
.
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Assim fica,

a2 =
(n− p)β2

np
.

Substituindo o valor de a2 na equação (2) obtemos,

b2 =
pβ2

n(n− p)
.

Com isto obtemos,

a2 =
(n− p)β2

np
,

b2 =
pβ2

n(n− p)
.

e de (4),

f =

(
n− p

n
a− p

n
b

)
β2.

Observe que f decresce quando p cresce. Portanto, f atinge um máximo

quando p = 1, e o máximo de f é dado por,

f =
∑

i

µ3
i

= pa3 − (n− p)b3

= a3 − (n− 1)b3

= ((n− 1)b)3 − (n− 1)b3

= (n− 2)n(n− 1)b2b

=
n− 2√
n(n− 1)

β3.

Como f é ı́mpar, isto prova a primeira parte do lema.

Observe que para p = 1 em (3),

0 = a− (n− 1)b ⇒ a = (n− 1)b.
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Substituindo na equação (2),

β2 = (n− 1)2b2 + (n− 1)b2 (2.25)

b =

√
1

n− 1
β (2.26)

Observe que a igualdade no lado direito é obtida se e só se (n-1) dos µi´s são

da forma −b =

(
1

n(n− 1)

)1/2

β, e o outro é a =

(
(n− 1)

n

)1/2

β.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies em uma forma

espacial real.

Neste capitulo daremos a primeira aplicação referente ao que estudamos
no capitulo anterior.

3.1 Equação de Gauss e curvatura escalar nor-

malizada.

Lembremos que se Qn+1 (c) é uma Variedade Riemanniana (n+1)-dimensional
com curvatura seccional constante c (isto é uma forma espacial); M uma
hipersuperf́ıcie em Qn+1 (c). Para qualquer ponto p ∈ M escolhemos um
referencial ortonormal local {ei}n

i=1, e o co-referencial dual correspondente
{wi}n

i=1. Da seção 1.12 temos,

1 ≤ A,B, C ≤ n + 1,

1 ≤ i, j, k ≤ n.
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dwAB =
∑

C

wAC ∧ wCB + ΩAB,

ΩAB = −1

2

∑
RABCDwC ∧ wD,

ΩAB(eA, eB) = RABAB,

ΩAB(eB, eA) = −RABAB,

ΩAB(eC , eD) = 0, seA 6= C,D; B 6= D,C

As equações de estrutura de Qn+1 (c) são,

dwA =
∑
B

wAB ∧ wB, wAB = −wBA

dwAB =
∑

C

wAC ∧ wCB − cwA ∧ wB

Denotando pelas mesmas letras as restrições a M de wA, wAB, temos,

dwi =
∑

j

wij ∧ wj, wij = −wji

dwij =
∑

k

wik ∧ wkj − 1

2

∑

kl

Rijklwk ∧ wl,

onde Rijkl é o tensor curvatura da métrica induzida em M.

A forma quadrática B =
∑
ij

hijwi ⊗ wj é a segunda forma fundamental de

M.
Também temos,

Rijkl = c(δikδjl − δilδjk) + hikhjl − hilhjk (3.1)

Definimos a curvatura de Ricci como sendo,

Ric(x) =
∑

i

< R(x, ei)x, ei > .

Onde
R(x, ei) = Rxei

: TpM −→ TpM,

é o operador curvatura de M , e x é um vetor tangente a M no ponto p.
Definimos também a curvatura escalar R como sendo,

R =
∑

i

Ric(ej).
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Portanto,

R =
∑
ij

< R(ei, ej)ei, ej > .

Logo,

Rijij =< R(ei, ej)ei, ej >= c + hiihjj − hijhji, hij = hji,

então,

R =
∑
ij

(c + hiihjj − h2
ij).

R = n(n− 1)c +
∑
ij

(hiihjj − h2
ij).

A curvatura escalar normalizada é definida por,

R =
1

n(n− 1)
R.

Portanto,

n(n− 1)(R− c) =
∑
ij

(hiihjj − h2
ij).

A curvatura média H é definida por,

H=
1

n

∑
i

hii,

e a norma |B| da segunda forma fundamental B satisfaz,

|B|2 =
∑
ij

h2
ij,

Assim temos que:

n(n− 1)(R− c) = n2H2 − |B|2 , (3.2)

que é chamada a equação de Gauss.
A equação de Codazzi nos diz que,

hijk = hikj, (3.3)
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onde a derivada covariante da segunda forma fundamental é definida por,
∑

k

hikjwk = dhij +
∑

k

hkjwki +
∑

k

hikwkj. (3.4)

Com as definições e estimativas acima, podemos utilizar as estimativas do
capitulo anterior da seguinte maneira:
Seja φij = hij como no capitulo 2 e hij = λiδij. Então de (2.19), isto é de,

∫

M

[|∇φ|2 − |∇ (trφ)|2] +

∫

M

1

2
Rijij (λi − λj)

2 = 0,

obtemos, ∫

M

[|∇B|2 − n2 |H|2] +

∫

M

1

2

∑
ij

Rijij(λi − λj)
2 = 0. (3.5)

Agora tentemos estimar o segundo termo da equação (3.5).
Usando (3.1) obtemos,

Rijij = c + hiihjj − h2
ij,

então,

Rijij(λi − λj)
2 = c(λi − λj)

2 + hiihjj(λi − λj)
2 − h2ij(λi − λj)

2

= cλ2
i − 2cλiλj + cλ2

j + hiihjjλ
2
i − 2hiihjjλiλj+

+hiihjjλ
2
j − h2

ijλ
2
i + 2h2

ijλiλj − h2
ijλ

2
j

Agora agrupemos em forma conveniente a ultima expressão tendo em conta
as 9 seguintes igualdades,
1.- primeira

hij = λiδij.

2.- segunda

∑
ij

(cλ2
i + cλ2

j) = nc
∑

i λ
2
i + nc

∑
j λ2

j

= 2nc
∑

j

λ2
j

= 2n |B|2 .
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3.- terçeira

∑
ij

(cλ2
i + cλ2

j) = nc
∑

i λ
2
i + nc

∑
j λ2

j

= 2nc
∑

j

λ2
j

= 2n |B|2 .

4.- quarta
∑
ij

hiihjjλiλj = λ2
1(λ

2
1 + λ2

2 + ... + λ2
n) + ... + λ2

n(λ2
1 + ... + λ2

n)

= |B|4 .

5.- quinta

∑
ij

(hiihjjλ
2
i + hiihjjλ

2
j) =

∑
ij(λiλjλ

2
i + λiλjλ

2
j)

=
∑

ij(λ
3
i λj + λiλ

3
j)

=
∑
ij

λ3
i λj +

∑
ij

λiλ
3
j

= 2
∑
ij

λiλ
3
j

= 2(
∑

i λi)(
∑

j λ3
j) = 2nH

∑
j λ3

j .

6.- sexta

∑
ij

(h2
ijλ

2
i + h2

ijλ
2
j) = 2

∑
ij

h2
ijλiλj.

7.- sétima ∑
ij

h2
ijλiλj = λ4

1 + λ4
2 + ... + λ4

n

=
∑

i

λ4
i .
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8.- oitava
∑
ij

λ2
ijλ

2
j = λ2

1λ
2
1 + ... + λ2

nλ
2
n

=
∑

i

λ4
i .

9.- nona

∑
ij

λ2
ijλ

2
i =

∑
ij

λ2
ijλ

2
j .

Para obter,

1

2

∑
ij

Rijij(λi − λj)
2 = nc |B|2 − n2H2c− |B|4 + nH

∑
i

λ3
i (3.6)

Seja,

µi = λi −H e |Z|2 =
∑

i

µ2
i ,

Assim,

∑
i

µi =
∑

i

(λi −H) =
∑

i

λi − nH = 0,

|Z|2 =
∑

i

µ2
i

=
∑

i(λi −H)2

=
∑

i(λ
2
i − 2λiH + H2)

= |B|2 − 2nH2 + nH2

= |B|2 − nH2.
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∑
i

µi = 0, |Z|2 = |B|2 − nH2. (3.7)

∑
i λ

3
i =

∑
i

(µi + H)3 =
∑

i

(µ3
i + 3µiH(µ2

i + µiH) + H3).

Como,

µiH = (λi −H)H = λiH −H2,

e,

∑
i

µiH = nH2 − nH2 = 0,

temos que, ∑
i

λ3
i =

∑
i

µ3
i + 3H |Z|2 + nH3. (3.8)

Observação 3.1.1. Temos,

|B|4 = |B|2 |B|2

= (|Z|2 + nH2)(|Z|2 + nH2)

= |Z|4 + 2nH2 |Z|2 + n2H4.
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1

2

∑
ij

Rijij(λi − λj)
2 = nc |B|2 − n2H2c− |B|4 + nH

∑
i

λ3
i

= nc(|B|2 − nH2)− (|Z|4 + 2nH2 |Z|2 + n2H4) +

+nH(
∑

i

µ3
i + 3H |Z|2 + nH3)

= nc |Z|2 − |Z|4 − 2nH2 |Z|2 − n2H4 +

+nH
∑

i

µ3
i + 3nH2 |Z|2 + n2H4

= nc |Z|2 + nH2 |Z|2 − |Z|4 + nH
∑

i

µ3
i .

substituindo (3.7) e (3.8) em (3.6) chegamos a,

1

2

∑
ij

Rijij(λi − λj)
2 = |Z|2 (nc + nH2 − |Z|2) + nH

∑
i

µ3
i . (3.9)

Pelo lema 2.4.3, e de,

nH
∑

i

µ3
i ≥ −nH(n− 2)√

n(n− 1)
β3,

onde β =
√
|B|2 − nH2,

Temos,

nH
∑

i

µ3
i ≥ −nH(n− 2) |Z|2√

n(n− 1) |Z|2 (

√
|Z|2)3

≥ −Hn(n− 2)√
n(n− 1)

|Z|2
√
|Z|2

=
−Hn(n− 2)√

n(n− 1)
|Z|2

√
|B|2 − nH2.
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Com isso, temos,

1

2

∑
ij

Rijij(λi−λj)
2 ≥ (|B|2−nH2)(nc+2nH2−|B|2− n(n− 2)√

n(n− 1)
|H|

√
|B|2 − nH2)

(3.10)
Agora observe que a seguinte igualdade,(√

|B|2 − nH2 +
1

2
(n− 2)

√
n

n− 1
|H|+

√
nc +

n3H2

4(n− 1)

)
×

×
(
−

√
|B|2 − nH2 − 1

2
(n− 2)

√
n

n− 1
|H|+

√
nc +

n3H2

4(n− 1)

)
=

= nc + 2nH2 − |B|2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

|H|
√
|B|2 − nH2,

se verifica se e somente se,

nc +
n3H2

4(n− 1)
− (|B|2 − nH2)− (n− 2)H

√
|B|2 − nH2

√
n

n− 1
−

−1

4
(n− 2)2(

n

n− 1
)H2 = nc + 2nH2 − |B|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H|

√
|B|2 − nH2,

ou seja, se e somente se,

n3H2

4(n− 1)
− |B|2 + nH2 − 1

4
(n− 2)

(
n

n− 1

)
H2 = 2nH2 − |B|2,

se e somente se,

n3H2

4(n− 1)
− 1

4
(n− 2)

(
n

n− 1

)
H2 = nH2,

se e somente se,

n3H2 − n3H2 + 4n2H2 − 4nH2

4(n− 1)
= nH2,

se e somente se,

4nH2(n− 1)

4(n− 1)
= nH2,
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que é claramente uma igualdade.

Substituindo (3.10) em (3.5) obtemos:

∫

M

[|∇B|2−n2|∇H|2+(|B|2−nH2)(nc+2nH2−|B|2− n(n− 2)√
n(n− 1)

|H|
√
|B|2 − nH2)]

=

∫

M

[|∇B|2−n2|∇H|2]+
∫

M

(|B|2−nH2)(
√
|B|2 − nH2+

1

2
(n−2)

√
n

n− 1
|H|+

+

√
nc +

n3H2

4(n− 1)
)×(−

√
|B|2 − nH2−1

2
(n−2)

√
n

n− 1
|H|+

√
nc +

n3H2

4(n− 1)
)

≤ 0. (3.11)

Observe que,

nc +
n3H2

4(n− 1)
=

n[n2H2 + 4(n− 1)c]

4(n− 1)
.

Aqui supomos que,

n[n2H2 + 4(n− 1)c] ≥ 0,

se,

c < 0.

3.2 Segundo teorema de classificação e con-

seqüências

A estimativa dada pela equação (3.11) nos permitem dar uma classificação
para hipersuperf́ıcies compactas em uma forma espacial real, isto é, temos,
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Teorema 3.2.1. Seja M uma hipersuperf́ıcie compacta n-dimensional em

uma forma espacial (n+1)-dimensional Qn+1 (c). Suponha que,

|∇B|2 ≥ n2|∇H|2, (3.12)

e

n2H2 ≤ |B|2 ≤ nc+
n3

2(n− 1)
H2− n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c. (3.13)

Então: ou

|B|2 ≡ nH2,

e M é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica, ou

|B|2 ≡ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c, (3.14)

e M tem duas curvaturas principais diferentes λ1 e λn, isto é:

λ1 = ... = λk =
nH +

√
n2H2 + 4k(n− k)c

2k

λk+1 = ... = λn =
nH −

√
n2H2 + 4k(n− k)c

2(n− k)

para algum k com 1 ≤ k ≤ n.

Demonstração. De,

n2H2 ≤ |B|2 ≤ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c

86



fatorando o radicando, chegamos a,

n2H2 ≤ |B|2 ≤ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − (n− 2)|H|

√
n

n− 1

√
nc +

n3H2

4(n− 1)

n2H2 ≤ |B|2 ≤
[√

nc +
n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1

]2

−

−1

4

n

(n− 1)
(n− 2)2H2 +

1

4

n3

(n− 1)
H2.

n2H2 ≤ |B|2 ≤
[√

nc +
n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1

]2

+
1

2

n− 2

(n− 1)
H2.

Logo,

0 ≤ |B|2 − n2H2

≤
[√

nc +
n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1

]2

+
1

2

n− 2

(n− 1)
H2 − n2H2

≤
[√

nc +
n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1

]2

− (n− 1)nH2 + nH2

2(n− 1)

.

Aqui usamos a− b ≤ a, onde a, b > 0, para chegar a,

0 ≤ |B|2 − n2H2 ≤
[√

nc +
n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1

]2

extraindo raiz temos,

0 ≤
√
|B|2 − n2H2 ≤

√
nc +

n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1
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0 ≤
√

nc +
n3H2

4(n− 1)
− 1

2
(n− 2)H

√
n

n− 1
−

√
|B|2 − n2H2

Com isto a desigualdade integral 3.11 se transforma em uma igualdade. Por-

tanto ou,

|B|2 ≡ nH2,

ou que é equivalente a,

|Z|2 = 0 ⇔
∑

i

µi = 0,∀i ⇔ λi = H, ∀i.

e M é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica.

Ou

|B|2 = nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)
|H|

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c

fazendo o processo inverso, e M tem duas curvaturas principais diferentes λ1

e λn, pois de,

kλk + (n− k)λn = nH,

e de (3.5) tendo em conta que,

λk 6= λn

Rknkn = λkλn + c = 0

substituindo λn na primeira equação chegamos a,

kλ2
k − nHλk − c(n− k) = 0.

Assim,

λk =
nH ±

√
n2H2 + 4ck(n− k)

2k
,

tomemos,

λk =
nH +

√
n2H2 + 4ck(n− k)

2k
.
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Com isto,

λn =
nH −

√
n2H2 + 4ck(n− k)

2(n− k)
.

Isto é,

λ1 = λ2 = ... = λk =
nH +

√
n2H2 + 4ck(n− k)

2k
,

λk+1 = ... = λn =
nH −

√
n2H2 + 4ck(n− k)

2(n− k)
,

para algum k, 1 ≤ k ≤ n.

Corolário 3.2.1. Seja M uma Hipersuperf́ıcie compacta n-dimensional em

uma forma espacial (n+1)dimensional Qn+1(c) com curvatura media con-

stante H, se,

n2H2 ≤ |B|2 ≤ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c.

Então, ou

1) |B|2 ≡ nH2 e M é totalmente umb́ılica; ou

2) |B|2 ≡ nc +
n3H2

2(n− 1)
− (n− 2)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c

2(n− 1)
e caso o 2) acontece, se e somente se:

a) Quando H=0, então c > 0 e M é um toro de Clifford em Sn+1(c),

b) Quando H 6= 0, então c > 0 e M = Sn−1 × S1.

Demonstração. Do lema (2.4.1) e o teorema anterior se tem 1) ou 2) .

Prova de a) Agora quando H=0, então, |B|2 ≡ nc, aqui existem λ1 6= λ2

portanto c > 0.

Observe que da equação de Gauss,
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R− 1 =
−|B|2

n(n− 1)

=
−[kλ2

1 + (n− k)λ2
n]

n(n− 1)

=

−
[
k(

4kc(n− k)

4k2
) +

4kc(n− k)2

4(n− k)2

]

n(n− 1)

=
−nc

n(n− 1)
.

Como c > 0 ⇒ c = 1, logo fica,

R =
n− 2

n− 1

logo conclúımos esta parte do teorema por aplicando o teorema1 de [15]

(devido a H. Blaine Lawson, Jr.).

Isto é: Seja Mn uma variedade Riemanniana (não necessariamente completa)

e seja Ψ : Mn −→ Sn+1 uma imersão minima isométrica.

Teorema1.− (Lawson) Se a curvatura escalar de Mn e´identicamente igual

a n−2
n−1

, então, a menos de rotação de Sn+1, (Mn, Ψ) é uma sub-variedade

aberta de um dos produtos mı́nimos,

Sk(

√
k

n
)× Sn−k(

√
n− k

n
) para k = 1, ..., [

n

2
]

Demonstração. veja pag. 189 de [15]

Prova de b). Quando H 6= 0, como H = cte, temos,

|∇H| = 0.
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Assim,

|∇B|2 = n2|∇H|2 = 0 ⇒ |∇B| = 0,

e, (n-1) dos λi são iguais por lema 2.0.3.

Seja H > 0, sem perda de generalidade; e λ1 = ... = λn−1 6= λn. então,

(n− 1)λ1 + λn = nH, R1n1n = λ1λn + c = 0.

Analogamente aos cálculos anteriores, temos que,

λ1 =
nH +

√
n2H2 + 4ck(n− 1)

2(n− 1)
, λn =

nH −
√

n2H2 + 4ck(n− 1)

2
.

Quando c > 0,

M = Sn−1(1/λ1)× S1(1/λn).

O caso c ≤ 0 não acontece desde que M é compacto. Isto completa a prova

do corolário.

Corolário 3.2.2. Seja M uma hipersuperf́ıcie compacta n-dimensional (n ≥
3) com curvatura escalar normalizada R constante, em uma forma espacial

(n+1)dimensional Qn+1(c), suponha que,

1) R ≡ R− c ≥ 0

2) A segunda forma fundamental |B| satisfaz:

nR ≤ |B|2 ≤
n

[
n(n− 1)R

2
+ 4(n− 1)Rc + nc2

]

(n− 2)(nR + 2c)
. (3.15)

Então: ou

|B|2 ≡ nR, (3.16)

e M é totalmente umb́ılica; ou

|B|2 ≡
n

[
n(n− 1)R

2
+ 4(n− 1)Rc + nc2

]

(n− 2)(nR + 2c)
, (3.17)

e (3.17) ocorre, se e somente se, c > 0 e M = Sn−1(1/λ1)× S1(1/λn).
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Demonstração. Tomando φij = hij, no lema (2.4.2), temos da equação de

Gauss

n2H2 − |B|2 = n(n− 1)(R− c) = n(n− 1)R ≥ 0,

que,

|∇B|2 ≥ n2|∇H|2. (3.18)

Vejamos que da equação de Gauss (3.2) a condição (3.13) é equivalente à

equação (3.15).

Note primeiro que, |∇B|2 ≥ nH2 é equivalente a, nR ≤ |B|2, de fato,

n(n− 1)R + |B|2 = n2H2 = n(nH2) ≤ n|∇B|2,

se e somente se,

n(n− 1)R ≤ (n− 1)|B|2

se e somente se,

nR ≤ |B|2

Agora provaremos que (3.13) é equivalente a (3.15)

|B|2 ≤ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c

|B|2 ≤
n

[
n(n− 1)R

2
+ 4(n− 1)Rc + nc2

]

(n− 2)(nR + 2c)
.

Temos a equação,

n2H2 = n(n− 1)R + |B|2 (1)

de 3.13 e a equação de Gauss (1) acima temos,

|B|2 ≤ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c

0 ≤ nc +
nn2

2(n− 1)
H2 − |B|2 − n− 2

2(n− 1)

√
n2H2n2H2 + 4(n− 1)n2H2c
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0 ≤ nc +
n2(n− 1)R

2(n− 1)
− (n− 2)

2(n− 1)
|B|2 −

− n− 2

2(n− 1)

√
[n(n− 1)R + |B|2][4(n− 1)c + n(n− 1)R + |B|2],

colocando a raiz quadrada sozinha na esquerda da desigualdade temos,

√
[n(n− 1)R + |B|2][4(n− 1)c + n(n− 1)R + |B|2] ≤

≤ 2(n− 1)

(n− 2)
{nc +

n2(n− 1)R

2(n− 1)
− (n− 2)

2(n− 1)
|B|2}

elevando ao quadrados ambos membros da desigualdade, temos,

{
√

[n(n− 1)R + |B|2][4(n− 1)c + n(n− 1)R + |B|2]}2 ≤

{2(n− 1)

(n− 2)
{nc +

n2(n− 1)R

2(n− 1)
− (n− 2)

2(n− 1)
|B|2}}2

Observação 3.2.1. Seja M uma hipersuperf́ıcie completa n-dimensional em

um Espaço Euclidiano (n+1)-dimensional Rn+1.

Neste caso (3.13)

n2H2 ≤ |B|2 ≤ nc +
n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4 + 4(n− 1)n2H2c.

torna-se:

n2H2 ≤ |B|2 ≤ n2

(n− 1)
H2, (3.19)

pois neste caso c = 0 e (3.13) fica,

n2H2 ≤ |B|2 ≤ n3

2(n− 1)
H2 − n− 2

2(n− 1)

√
n4H4.

isto é,

n2H2 ≤ |B|2 ≤ n2

(n− 1)
H2,
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analogamente (3.15)

nR ≤ |B|2 ≤
n

[
n(n− 1)R

2
+ 4(n− 1)Rc + nc2

]

(n− 2)(nR + 2c)
.

torna-se,

nR ≤ |B|2 ≤ n(n− 1)

(n− 2)
R. (3.20)

Do teorema1. em [6] (Chen-Okumura), sabemos que (3.19) ou (3.20), implica

que a curvatura seccional K de M é não negativa, isto é, K ≥ 0. Pois o

teorema1 de [6] diz que,

teorema1. − (Chen − Okumura) Seja M uma sub-variedade n-dimensional

de uma variedade Riemanniana N de curvatura constante c. Se a curvatura

escalar R satisfaz (adaptado a nosso caso),

R ≥ (n− 2)|B|2,

em um ponto p ∈ M , então as curvaturas seccionais de M são não negativas

em p.

Demonstração. Veja pag. 605 de Chen-Okumura [6]

Nós temos,

|B|2 ≤ n2

(n− 1)
H2

=
n(n− 1)(R− c) + |B|2

(n− 1)

isto é,

(n− 2)|B|2 ≤ n(n− 1)R,

lembre que R =
1

n(n− 1)
R, assim temos,

(n− 2)|B|2 ≤ R,
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e a hipóteses do teorema1(Chen−Okumura) é satisfeito.

Assim, o Teorema de Hartman, veja [14], diz que

Teorema(∗)(Hartman) Seja M = Mn uma variedade Riemanniana com-

pleta conexa de classe C2 com curvatura seccional não negativa. Seja X :

M −→ Rn+1 uma imersão isométrica de classe C2 tal que X(M) tenha uma

constante positiva m-ésima curvatura Hm(x) ≡ C0 > 0, x ∈ M , para algum

m, 1 ≤ m ≤ n. Então na decomposição:

M = Rn−d ×Md
0 X = X1 ×X0

tal que Md
0 é uma variedade Riemanniana completa, a primeira aplicação X1

em,

X1 : Rn−d −→ Rn−d X0 : Md
0 −→ Rd+1

é a identidade e o segundo é uma imersão isométrica.

X0(M
d
0 ) é uma esfera (de dimensão m ≤ d ≤ n).

Demonstração. Veja pag. 364 de [14].

Obtemos o seguinte resultado. Pois neste caso c=0.

Proposição 3.2.1. Seja M uma hipersuperf́ıcie completa em um Espaço

Euclidiano (n+1)-dimensional Rn+1. Se a curvatura meia H é constante e

(3.19) se tem, ou se a curvatura escalar normalizada R é constante e (3.20)

se tem, então ou M é totalmente umbilica, ou M = Sn+1 ×<1.

Escolhendo φij = hij = λiδij no Teorema 2.0.1 e notando que Rijij =
c + λiλj, obtemos o seguinte Teorema:

Teorema 3.2.2. Seja M uma hipersuperf́ıcie compacta n-dimensional em

uma forma espacial real (n+1)-dimensional.
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1) Se M tem curvatura seccional positiva e (3.18)

|∇B|2 ≥ n2|∇H|2.

ocorre, então M é totalmente umb́ılica.

2) Se M tem curvatura seccional não negativa e (3.18)

|∇B|2 ≥ n2|∇H|2.

ocorre, então ou M é totalmente umb́ılica, ou M tem as seguintes duas cur-

vaturas principais diferentes:

λ1 = .. = λk =
nH +

√
n2H2 + 4k(n− k)c

2k

λk+1 = .. = λn =
nH −

√
n2H2 + 4k(n− k)c

2(n− k)

donde 1 ≤ k ≤ n .

Quando H=constante, temos o seguinte corolário:

Corolário 3.2.3. ([10]) Seja M uma hiper-superf́ıcie compacta n-dimensional

em uma forma espacial real (n+1)-dimensional Qn+1(c) com curvatura me-

dia constante. Se M tem curvatura seccional não negativa, então ou M é

totalmente umbilica, ou c > 0 e M = Sn−k × Sk, 1 ≤ k ≤ n.

Corolário 3.2.4. ([8]) Seja M uma hiper-superf́ıcie compacta n-dimensional,

com curvatura seccional não negativa em uma forma espacial real (n+1)-

dimensional Qn+1(c). Suponha que a curvatura escalar normalizada de M é

constante e não é menor que c. Então M é totalmente umbilica, ou c > 0 e

M = Sn−k × Sk, 1 ≤ k ≤ n.

Demonstração. Como supomos R ≡ R − c = constante ≥ 0, temos por

(3.2).

n2H2 − |B|2 = constante ≥ 0 (3.21)
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Assim (3.18) se tem pelo lema (2.4.2)

Conclúımos que existem no máximo dois λi constantes e distintos, (assim

completamos a prova do corolário ) por teorema (3.2.2) e a hipóteses:

∑

i6=j

λiλj = n(n− 1)R = constante.
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Caṕıtulo 4

Superf́ıcies em uma forma

espacial 3-dimensional Q3(c)

Nesta seção verificaremos o significado geométrico da condição,

|∇B|2 ≥ n2|∇H|2, (4.1)

como simples caso em que n=2.
Seja M uma superf́ıcie em uma forma espacial Q3(c) com métrica induzida
ds2 = w2

1 + w2
2.

Neste caso a equação de Gauss (3.2) é,

K = c + λ1λ2, (4.2)

de,

|B|2 = λ2
1 + λ2

2, H2 =
λ2

1 + 2λ1λ2 + λ2
2

4
,

temos,
2(K − c) = 4H2 − |B|2 (4.3)

também temos,

|B|2 = h2
111 + h2

121 + h2
122 + h2

211 + h2
221 + h2

222.
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Como B é Codazzi e simétrico temos,

h211 = h121 = h112,

h122 = h212 = h221.

Assim fica,
|B|2 = h2

111 + 3h2
112 + 3h2

221 + h2
222,

e,

4|∇H|2 = (h111 + h221)
2 + (h112 + h222)

2

= h2
111 + h2

221 + h2
112 + h2

222 + 2h111h221 + 2h112h122.

Sabemos que,
|∇B|2 ≥ 4|∇H|2 (4.4)

é equivalente a,
h2

112 + h2
122 ≥ h111h122 + h112h222. (4.5)

4.1 W-superf́ıcie especial

Ressaltaremos a notação introduzida por S. S. Chern para superf́ıcies em
espaços Euclidianos 3-dimensionais ( veja [11]).

Definição 4.1.1. Seja M uma Superf́ıcie em uma forma espacial real 3-

dimensional Q3(c). Em um ponto de M, seja λ1 e λ2 as curvaturas prin-

cipais. Chamaremos a M uma W-superf́ıcie se dλ1 e dλ2 são linearmente

dependentes, isto é, se existem funções f e g, não ambas zero, tal que:

fdλ1 + gdλ2 = 0. (4.6)

Chamamos M uma W-superf́ıcie especial, se f e g em (4.6) podem ser escol-

hidos positivos.
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Agora seja M uma W-superf́ıcie especial,isto é, existem funções f e g
positivos.
De (3.4), ∑

k

hikjwk = dhij +
∑

k

hkjwki +
∑

k

hikwkj.

temos,
hii1 = (λi)1, hii2 = (λi)2, i = 1, 2. (4.7)

Da definição de gradiente temos,

dλi = (λi)1w1 + (λi)2w2, i = 1, 2.

Assim da equação (4.6) temos,

f [(λ1)1w1 + (λ1)2w2] + g[(λ2)1w1 + (λ2)2w2] = 0

[f(λ1)1 + g(λ2)1]w1 + [f(λ1)2 + g(λ2)2]w2 = 0,

o que implica,
f(λ1)i + g(λ2)i = 0, i = 1, 2. (4.8)

Combinando (4.7) com (4.8), temos,

fh111 + gh221 = 0, fh112 + gh222 = 0. (4.9)

Assim (4.5) é verificada, i.e. (4.4) é verificada. Do teorema (3.2.2), obtemos
o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1. Seja M uma W-superf́ıcie compacta em uma forma espacial

Q3(c) 3-dimensional com curvatura seccional não negativa. Então ou M é

totalmente umb́ılica ou M é plana.

Demonstração. A ultima conclusão do teorema (4.1.1) decorre do fato que

K ≡ 0 quando λ1 6= λ2.

Corolário 4.1.1. Seja M uma superf́ıcie compacta em uma forma espacial

real Q3(c) 3-dimensional com curvatura seccional não negativa, i.e. K ≥ 0.

Se

a(K − c) + bH + d = 0, (4.10)

a, b, d, são constantes tais que b2 − 4ad > 0, então ou M é totalmente

umb́ılica, ou M é plana.
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Demonstração. Seja F (λ1, λ2) = a(K − c) + bH + d = 0. Temos,

∂F

∂λ1

∂F

∂λ2

= a2(K − c) + abH +
b2

4
> a2(K − c) + abH + ad = o.

Isto completa a prova do corolário

Corolário 4.1.2. Uma W-superf́ıcie especial em um espaço Euclideano 3-

dimensional é uma esfera.

Demonstração. Só precisamos notar que M é dito convexo, se K > 0 em

M.

Corolário 4.1.3. Seja M uma superf́ıcie completa em Q3(c) com curvatura

de Gauss constante K. If K > max{c, 0}, então M é totalmente umb́ılica.

Observação 4.1.1. Para n = 2, nossa condição (4.1) é essencialmente

equivalente com o conceito de ”W-superf́ıcie especial”inicialmente introduzido

por S. S. Chern [11]. Assim a condição (4.1) pode ser considerada uma gene-

ralização natural do conceito de ”W-superf́ıcie especial”para hipersuperf́ıcies

em Q3(c).
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