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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma prova do Teorema de Lefschetz sobre
Seções Hiperplanas devido a A. Andreotti e T. Frankel em [1]. Este teorema
relaciona o i-ésimo grupo de homologia singular (com coeficientes inteiros)
de uma variedade algébrica projetiva de dimensão n com o i-ésimo grupo de
homologia singular de uma seção hiperplana da variedade, para i ≤ n− 1, e
mostra que estes são iguais para i < n−1 e o primeiro é maior que o segundo
para i = n − 1 . Enunciaremos este teorema na linguagem de cohomologia.
A prova é derivada de um teorema sobre homologia de variedades de Stein,
o qual também é provado usando as desigualdades de Morse para uma certa
função distância. Apresentaremos as definições e resultados básicos requeri-
dos nas demonstrações desses teoremas.
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Introdução

Aqui vamos a apresentar uma prova do seguinte Teorema de Lefschetz:

Teorema 0.0.1. Seja V uma variedade algébrica irredut́ıvel de dimensão
n no espaço projetivo PN(C). Denote por V0 a subvariedade obtida quando
cortamos V com uma hipersuperficie W que contem o singular locus de V e
não V . Então o homomorfismo

i∗ : Hr(V ) → Hr(V0)

induzido pela aplicação inclusão i : V0 → V é

1. bijetor para r < n− 1

2. injetor para r = n− 1

e o grupo quociente Hn−1(V0)/H
n−1(V ) não tem torção.

Esta prova foi dada por A. Andreotti e T. Frankel no Artigo [1]. A prova
é derivada de um teorema sobre homologia de variedades de Stein, o qual
também é provado usando as desigualdades de Morse para uma certa função
distância. Outras provas deste Teorema usando outras ferramentas podem
ser encontradas na literatura, como por exemplo em [4] ou em [11].
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Caṕıtulo 1

Homologia Singular

Neste caṕıtulo, primeiramente construiremos os grupos de homologia singular
com coeficientes inteiros de um espaço topológico qualquer, daremos algumas
propriedades e alguns exemplos. Depois, a partir de uma aplicação cont́ınua
dada entre espaços topológicos, obteremos homomorfismos entre os grupos
de homologia singular destes espaços. O mesmo fazemos com os grupos de
homologia singular relativos. Em seguida, enunciaremos um resultado básico
e importante em homologia singular, o Teorema de Excisão. Por último,
apresentaremos os grupos de homologia singular com coeficientes arbitrários
e daremos uma relação entre a homologia com coeficientes arbitrários e a
homologia com coeficientes inteiros enunciando o Teorema do Coeficiente
Universal.
Para a apresentação deste caṕıtulo foi tomado como base [5]. Outra boa
referência para esta tema é [9]. As demonstrações das proposições, lemas e
teoremas podem ser consultadas nestos textos.

1.1 Grupos de Homologia Singular

Definição 1.1.1. O n-simplexo standard ∆n em Rn+1 é definido como o
conjunto convexo ∆n ⊂ Rn+1,

∆n =

{
(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 :

n∑
j=0

xj = 1 e xj ≥ 0 para j = 0, ..., n

}
.

O subconjunto de ∆n definido por

∆(j)
n =

{
(x0, x1, . . . , xn) ∈ ∆n : xj = 0

}

é a j-ésima face de ∆n.
O ponto ej = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) onde a j-ésima componente é um e as outras
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são zero é o j-ésimo vértice de ∆n. Também chamamos ∆
(j)
n de face oposta

a ej.

Para n ≥ 0, e 0 ≤ j ≤ n, define-se o operador de bordo ∂j
n: ∆n → ∆n+1

como ∂j
n (x0, ..., xn) = (x0, ..., xj−1, 0, xj, ..., xn). O operador ∂j

n leva o n-
simplexo ∆n difeomorficamente a ∆n+1.

1

1

∆1

x2

x1

∂j
1

x1

x2

x3

1

1

1

∂3
1(∆1)

∂1
1(∆1)

∂2
1(∆1)

∆2

Lema 1.1. Temos que ∂i
n+1 ◦ ∂j

n= ∂j
n+1 ◦ ∂i−1

n : ∆n → ∆n+2 se 0 ≤ j < i ≤
n− 1.

Seja X un espaço topológico (em geral X é uma variedade diferenciável).

Definição 1.1.2. Um n-simplexo singular em X é uma aplicação cont́ınua
γ : ∆n → X. Se X é uma variedade diferenciável exigimos que γ seja de
classe C∞ ( ou seja C∞ numa vizinhança aberta de ∆n em Rn+1 ).

Observação 1. γ não é necessariamente um difeomorfismo, dáı o nome
singular.

∆n

γ γ(∆n)

X

Definição 1.1.3. A j-ésima face de um n-simplexo singular γ: ∆n → X é
o (n− 1)− simplexo singular γ ◦ ∂j

n−1 : ∆n−1 → X.
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∆1

∂1
1

∆2

γ ◦ ∂1
1

X

Definição 1.1.4. Sn(X) é o Z-módulo livre das somas formais
∑

γ aγγ onde
γ : ∆n → X é um n-simplexo singular em X e aγ ∈ Z, e só um número finito
de aγ são diferentes de zero. Isto é,

Sn(X) =

{ ∑
γ

aγγ :
γ é n-simplexo singular, aγ ∈ Z e só
um número finito de aγ são diferentes
de zero

}
.

Os elementos de Sn(X) são chamados n-cadeias singulares em X com coefi-
cientes inteiros.

Definição 1.1.5. A fronteira de um n-simplexo singular γ, é a (n−1)-cadeia
singular definida por ∂n(γ) =

∑n
j=0(−1)jγ(j) =

∑n
j=0(−1)jγ ◦ ∂j

n−1, ou seja,
é a soma formal de suas faces dotadas de sinal.

Por linearidade, pode-se extender ∂n a un operador ( homomorfismo de

Z-módulos ), ∂n : Sn(X) → Sn−1(X) definindo ∂n

(∑
γ aγγ

)
=

∑
γ aγ∂n(γ).

Lema 1.2. Para cada n ≥ 0, ∂n ◦ ∂n+1 = 0 : Sn+1(X) → Sn−1(X), isto é,
Im (∂n+1) ⊂ Nuc (∂n).

Obtêm-se, seqüências de pares (Sn(X), ∂n) com Im (∂n) ⊆ Nuc (∂n−1).
Assim, S∗ (X) := {(Sn(X), ∂n)} define um complexo de cadeias chamado
complexo das cadeias singulares em X com coeficientes inteiros.

Definição 1.1.6. Um n-ciclo em X é uma n-cadeia singular α ∈ Sn(X) tal
que ∂nα = 0, isto é, tal que α ∈ Nuc(∂n). Uma n-cadeia singular α ∈ Sn(X)
é um n-bordo de alguma (n+1)-cadeia singular β ∈ Sn+1(X), se ∂n+1β = α.

Agora, como Im(∂n+1) ⊆ Nuc(∂n), para cada n ≥ 1, podemos definir o
módulo quociente

Hn(S∗(X)) = Nuc(∂n)/Im(∂n+1)
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e chama-se grupo de homologia singular de dimensão nnn de X com
coeficientes inteiros.

Obtemos então o complexo de cadeia

H∗(S∗(X)) = {(Hn(S∗(X)), ∂n)} ,

H∗(S∗(X)):= homologia singular de X com coeficientes inteiros.
Abreviadamente escreveremos

Hn(X) = Hn(S∗(X)), H∗(X) = H∗(S∗(X)).

Exemplo 1. Se X é um ponto, então Hn(X) = 0 para n > 0 e H0(X) ≈ Z.

Proposição 1.1.1. Se X 6= ∅ é conexo por caminhos, então H0(X) ≈ Z.

Para uma aplicação cont́ınua f : X → Y , um homomorfismo induzido
f# : Sn(X) → Sn(Y ) é definido pela composição de cada n-simplexo singular
γ : ∆n → X com f para obter um n-simplexo singular f# (λ) = f ◦λ : ∆n →
Y , então extendendo f# linearmente via f#

(∑
γ aγγ

)
=

∑
γ aγ(f ◦ λ).

Proposição 1.1.2. O homomorfismo f# comuta com ∂n, isto é, f#∂n =
∂nf#.

Assim, temos um diagrama

· · · // Sn+1(X)
∂n+1 //

f#

²²

Sn(X)
∂n //

f#

²²

Sn−1(X) //

f#

²²

· · ·

· · · // Sn+1(Y )
∂n+1 // Sn(Y )

∂n // Sn−1(Y ) // · · ·

tal que em cada quadrado f#∂n = ∂nf#, ou seja, é um diagrama comutativo.
O fato de que as aplicações f# : Sn(X) → Sn(Y ) satisfazem f#∂n = ∂nf# é
também expressado dizendo que as f# definem uma aplicação de cadeias
do complexo de cadeias singulares de X ao de Y . A relação f#∂n = ∂nf# im-
plica que f# leva ciclos a ciclos já que ∂nα = 0 implica ∂n(f#α) = f#(∂nα) =
0. Além disso, f# leva bordos a bordos já que f#(∂nβ) = ∂n(f#β). Por-
tanto, f# induz um homomorfismo f∗ : Hn(X) → Hn(Y ) definido por
f∗ ([α]) = [f#(α)] para α ∈ Nuc∂n.

Proposição 1.1.3. Uma aplicação de cadeia entre complexos de cadeias in-
duz homomorfismos entre os grupos de homologia dos dois complexos.

Proposição 1.1.4. Se I : X → X é a identidade, então I∗ : Hn(X) →
Hn(X) é a identidade. Se f : X → Y e g : Y → Z, então (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
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Corolário 1.1.1. Se f : X → Y é um homeomorfismo, então f∗ é um
isomorfismo.

Teorema 1.1.2. Se duas aplicações f, g : X → Y são homotópicas, então
elas induzem o mesmo homomorfismo f∗ = g∗ : Hn(X) → Hn(Y ).

Corolário 1.1.3. Se f : X → Y é uma equivalência de homotopia, então
f∗ : Hn(X) → Hn(Y ) é um isomorfismo.

Proposição 1.1.5. Homotopia de cadeias entre aplicações de cadeias induz
o mesmo homomorfismo sobre homologia.

Exemplo 2. Como Rn é equivalente por homotopia a um ponto, então pelo
Corolário 1..1.3., temos que

Hi(Rn) =

{
Z se i = 0,

0 se i 6= 0.

Exemplo 3. S1 é conexo por caminhos, então pela Proposição 1.1.1., tem-se
que H0(S1) ≈ Z. Além disso, pode-se mostrar que H1(S1) ≈ Z e Hi(S1) = 0
para i > 1.

Exemplo 4. Para a esfera S2 tem-se que H0(S2) ≈ Z. Também, pode-se ver
que H1(S2) = 0, H2(S2) ≈ Z e Hi(S2) = 0 para i > 2.

Exemplo 5. Para o toro T2 temos que H0(T2) ≈ Z. Além disso, pode-se
ver que H1(T2) = Z⊕ Z, H2(T2) ≈ Z e Hi(T2) = 0 para i > 2.

1.2 Homologia Relativa

Se X é um espaço topológico e A é um subespaço, existe uma inclusão natural
Sn(A) → Sn(X), i.e., Sn(A) é um submódulo de Sn(X). Pode-se então
considerar o módulo quociente Sn(X)/Sn(A) que se denota por Sn(X, A).
Como o operador fronteira ∂n : Sn(X) → Sn−1(X) leva Sn(A) a Sn−1(A),
este induz um operador fronteira ∂n : Sn(X,A) → Sn−1(X, A) definido por
∂n([α]) = [∂nα] onde α ∈ Sn(X). Logo, temos uma seqüência de operadores
fronteira

· · · → Sn(X, A)
∂n−→ Sn−1(X, A) → · · ·

Agora, vejamos que ∂n−1 ◦ ∂n = 0 para todo n ≥ 1. Seja α ∈ Sn(X), então
(∂n−1 ◦ ∂n)([α]) = (∂n−1)(∂n([α])) = ∂n−1([∂nα]) = [∂n−1(∂n)] = [(∂n−1 ◦
∂n)(α)] = [0] = 0. Portanto, ∂n−1 ◦ ∂n = 0 para todo n ≥ 1.
Obtemos, então, seqüências de pares (Sn(X, A), ∂n) com Im(∂n) ⊆ Nuc(∂n−1).
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Assim, {(Sn(X, A), ∂n} define um complexo de cadeias chamado complexos
das cadeias do par (X, A) que denota-se S∗(X,A)S∗(X, A)S∗(X, A).
Como Im(∂n+1) ⊆ Nuc(∂n), para cada n ≥ 1, podemos definir os módulos
quocientes Nuc(∂n)/Im(∂n+1) que chamam-se os grupos de homologia sin-
gular do par (X,A) que denotam-se por Hn(X,A)Hn(X, A)Hn(X,A).

Se f : X → Y é uma aplicação cont́ınua com f(A) ⊂ B, ou mais concisa-
mente f : (X, A) → (Y, B), então induz homomorfismos f# : Sn(X, A) →
Sn(Y,B) já que a aplicação f# : Sn(X) → Sn(Y ) leva Sn(A) a Sn(B). As-
sim obtemos uma aplicação bem definida sobre quocientes, f# : Sn(X,A) →
Sn(Y,B).
Agora, vejamos que se cumpre a relação f#∂n = ∂nf#. Seja α ∈ Sn(X),
então f#∂n([α]) = f#([∂nα]) = [f#∂nα] = [∂nf#α] = ∂n([f#α]) = ∂nf#([α]).
Então, f#∂n = ∂nf#. Logo, f# induz um homomorfismo f∗ : Hn(X, A) →
Hn(Y,B). Além disso, tem-se que se I : (X,A) → (X, A) é a identidade,
então I∗ : Hn(X, A) → Hn(Y, B) é a identidade e se f : (X,A) → (Y,B) e
g : (Y, B) → (Z, C) são aplicações cont́ınuas, então (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.

Proposição 1.2.1. Se duas aplicações f, g : (X, A) → (Y,B) são homotópi-
cas, então f∗ = g∗ : Hn(X, A) → Hn(Y, B).

Agora, consideremos o diagrama:

0

²²

0

²²

0

²²
· · · // Sn+1(A)

∂n+1 //

i
²²

Sn(A)
∂n //

i
²²

Sn−1(A) //

i
²²

· · ·

· · · // Sn+1(X)
∂n+1 //

j

²²

Sn(X)
∂n //

j

²²

Sn−1(X)

j

²²

// · · ·

· · · // Sn+1(X,A)

²²

∂n+1 // Sn(X,A)

²²

∂n // Sn−1(X,A)

²²

// · · ·

0 0 0

onde i é inclusão e j é a aplicação quociente. O diagrama é comutativo pela
definição da aplicação fronteira. Além disso, para cada n, a seqüência vertical

0 → Sn(A) → Sn(X) → Sn(X,A) → 0

forma uma seqüência exata curta. Assim o diagrama é uma seqüência exata
curta de complexos de cadeias.
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A comutatividade dos quadrados significa que i e j são aplicações de cadeia,
e por conseguinte induzem aplicações i∗ e j∗ sobre homologia. Para definir
a aplicação fronteira ∂ : Hn(X, A) → Hn−1(A), seja

[
[α]

]∈ Hn(X, A) onde
[α] ∈ Sn(X, A). Como j é sobre, [α] = j(α1) para algum α1 ∈ Sn(X).
O elemento ∂α1 ∈ Sn−1(X) está em Nucj já que j(∂α1) = ∂([α]) = 0.
Assim ∂α1 = i(α2) para algum α2 ∈ Sn−1(A) pois Nucj =Imi. Note que
∂α2 = 0 já que i(∂α2) = ∂i(α2) = ∂∂α1 = 0 e i é injetora. Definimos
∂ : Hn(X, A) → Hn−1(A) por ∂

([
[α]

])
= [α2],

[
[α]

]∈ Hn(X,A).

Teorema 1.2.1. A seqüência de grupos de homologia

· · · → Hn(A)
i∗−→ Hn(X)

j∗−→ Hn(X, A)
∂−→ Hn−1(A)

i∗−→ Hn−1(X) → · · ·
é exata.

A aplicação fronteira ∂ : Hn(X, A) → Hn−1(A) tem uma descrição muito
simples: se

[
[α]

]∈ Hn(X, A) onde [α] ∈ Sn(X,A)(α ∈ Sn(X) e é tal que ∂α ∈
Sn−1(A)), então ∂

([
[α]

])
é a classe do ciclo ∂α em Hn−1(A). É imediato da

definição algébrica do homomorfismo fronteira na seqüência exata longa dos
grupos de homologia associados a uma seqüência exata curta de complexos
de cadeias. Esta seqüência exata longa faz precisa a idéia que os grupos
Hn(X,A) medem a diferença entre os grupos Hn(X) e Hn(A). Em particular,
o fato da seqüência ser exata implica que se Hn(X, A) = 0 para todo n, então
a inclusão A ↪→ X induz isomorfismos Hn(A) ≈ Hn(X) para todo n. A
rećıproca também vale.

1.3 Excisão

Esta seção foi tomada de [5], caṕıtulo 2.
Uma propriedade fundamental dos grupos de homologia relativos é dada pelo
teorema de excisão, descrevendo quando os grupos relativos Hn(X,A) não
são afetados por exclusão, ou supressão, de um subconjunto Z ⊂ A.

Definição 1.3.1. A inclusão i : (X −Z,A−Z) → (X, A) é uma excisão, se
induz um isomorfismo i∗ : Hn(X − Z, A− Z) → Hn(X, A) para cada n > 0.

Para um espaço X, seja U = {Uj} uma coleção de subespaços de X
cujos interiores formam uma cobertura aberta de X, e seja SUn (X) o sub-
grupo de Sn(X) consistindo de cadeias

∑
γ aγγ tal que cada γ tem imagem

contida em algum conjunto na cobertura U = {Uj}. A aplicação fronteira
∂ : Sn(X) → Sn−1(X) leva SUn (X) a SUn−1(X), assim os grupos SUn (X) for-
mam um complexo de cadeias. Denotemos os grupos de homologia deste
complexo por HU

n (X).
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Proposição 1.3.1. A inclusão i : SUn (X) ↪→ Sn(X) é uma equivalência de
homotopia de cadeia, isto é, existe uma aplicação de cadeia ρ : Sn(X) →
SUn (X) tal que iρ e ρi são homotópicas de cadeia à identidade. Portanto, i
induz isomorfismos HU

n (X) ≈ Hn(X) para todo n.

Demonstração. Ver [5], pags. 119 - 124.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Excisão). Dados subespaços Z ⊂ A ⊂ X tal
que o fecho de Z está contido no interior de A, então a inclusão (X−Z,A−
Z) → (X,A) é uma excisão, i.e., induz isomorfismos Hn(X − Z, A − Z) →
Hn(X,A) para todo n. Equivalentemente, para subespaços A,B ⊂ X cujos
interiores cobrem X, a inclusão (B,A ∩ B) ↪→ (X, A) induz isomorfismos
Hn(B,A ∩B) → Hn(X, A) para todo n.

Demonstração. Ver [5], pag. 124.

1.4 O Teorema do Coeficiente Universal para

Homologia

Esta seção foi tomada de [5], caṕıtulo 3, seção tópicos adicionais.
Homologia com coeficientes arbitrários pode-se calcular em termos de ho-
mologia com coeficientes em Z por meio de uma fórmula algébrica.
Seja G um grupo abeliano. O grupo de cadeia Sn(X; G) consiste das somas
formais

∑
γ gγγ com gγ ∈ G e gγ = 0, e só um número finito de gγ são difer-

entes de zero. Isto significa que Sn(X; G) é uma soma direta de cópias de
G, com uma cópia para cada n-simplexo singular em X. Mais geralmente, o
grupo de cadeia relativo Sn(X,A; G) = Sn(X; G)/Sn(A; G) é também uma
soma direta de cópias de G, uma para cada n-simplexo singular em X não
contido em A. A aplicação fronteira ∂n : Sn(X; G) → Sn−1(X; G) é definida

como ∂n

(∑
γ gγγ

)
=

∑
γ

∑n
j=0(−1)jgγγ

(j). A composição de duas aplicações

fronteira é zero, de modo que {(Sn(X; G), ∂n)} é um complexo de cadeias.
Definimos o n-ésimo grupo de homologia de X com coeficientes em
G, Hn(X; G)Hn(X; G)Hn(X; G), como o n-ésimo grupo de homologia deste complexo de cadeias.
Agora, formularemos a definição de homologia com coeficientes em termos
de produtos tensoriais. Das propriedades básicas do produto tensorial segue-
se que Sn(X, A; G) é naturalmente isomorfo a Sn(X, A) ⊗ G, via corre-
spondência

∑
γ gγγ → ∑

γ γ ⊗ gγ. Sob este isomorfismo a aplicação fron-
teira Sn(X, A; G) → Sn−1(X,A; G) torna-se na aplicação ∂⊗ id : Sn(X, A)⊗
G → Sn−1(X, A) ⊗ G onde ∂ : Sn(X, A) → Sn−1(X, A) é a aplicação fron-
teira usual para coeficientes em Z. Assim, temos o complexo de cadeias
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{(Sn(X, A) ⊗ G, ∂ ⊗ id)} cujos grupos de homologia chamam-se os gru-
pos de homologia de (X, A) com coeficientes em G que denotam-se
Hn(X, A; G)Hn(X, A; G)Hn(X,A; G).
Sejam Zn(X, A) = Ker∂n ⊂ Sn(X, A) e Bn(X,A) = Im∂n+1 ⊂ Sn(X,A). A
restrição de ∂n a esses dois subgrupos é zero, assim eles podem ser consid-
erados como subcomplexos Z∗(X,A) e B∗(X, A) de S∗(X,A) com aplicações
fronteira triviais. Assim, temos uma seqüência exata curta de complexos de
cadeias consistindo dos diagramas comutativos

0 // Zn(X, A)

∂n

²²

// Sn(X, A)
∂n //

∂n

²²

Bn−1(X, A)

∂n−1

²²

// 0

0 // Zn−1(X, A) // Sn−1(X, A)
∂n−1 // Bn−2(X, A) // 0 .

As linhas neste diagrama se decompõem já que cada Bn(X, A) é livre, sendo
um subgrupo do grupo livre Sn(X, A). Assim Sn(X, A) ≈ Zn(X, A) ⊕
Bn−1(X,A), mas o complexo de cadeia S∗(X, A) não é a soma direta dos
subcomplexos de cadeia Z∗(X,A) e B∗(X, A) já que o último tem aplicações
fronteira triviais e as aplicações fronteira em Sn(X, A) podem ser não triviais.
Agora tensorizando com G obtemos o seguinte diagrama comutativo

0 // Zn(X,A)⊗G

∂n⊗id
²²

// Sn(X, A)⊗G
∂n⊗id//

∂n⊗id
²²

Bn−1(X, A)⊗G

∂n−1⊗id

²²

// 0

0 // Zn−1(X,A)⊗G // Sn−1(X, A)⊗G
∂n−1⊗id// Bn−2(X, A)⊗G // 0 .

As linhas são exatas pois as linhas no diagrama anterior se decompõem e os
produtos tensoriais satisfazem (A⊕B)⊗G ≈ A⊗G⊕B⊗G, assim as linhas
neste diagrama também são seqüências exatas que se decompõem. Logo
temos uma seqüência exata curta de complexos de cadeias 0 → Zn(X, A) ⊗
G → Sn(X, A) ⊗ G → Bn(X,A) → 0. Como as aplicações fronteira são
triviais em Zn(X,A)⊗G e Bn(X, A)⊗G, a seqüência exata longa associada
de grupos de homologia tem a forma

· · · → Bn(X,A)⊗G → Zn(X, A)⊗G → Hn(X, A; G) →
→ Bn−1(X, A)⊗G → Zn−1(X,A)⊗G → · · · . (1.1)

As aplicações ‘fronteira’ Bn(X,A)⊗G → Zn(X,A)⊗G nesta seqüência
são simplemente as aplicações in ⊗ id onde in : Bn(X,A) → Zn(X, A) é a
inclusão. Isto é evidente da definição da aplicação fronteira numa seqüência
exata longa de grupos de homologia : no diagrama anterior tomamos um ele-
mento de Bn−1(X, A)⊗G, e o enviamos para trás via (∂n⊗id)−1 a Sn(X,A)⊗
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G, então se aplica ∂n⊗ id para obter um elemento em Sn−1(X,A)⊗G, então
o enviamos para trás a Zn−1(X, A)⊗G.
A seqüência exata longa (1.1) pode ser dividida em seqüências exatas curtas

0 → Coker(in ⊗ id) → Hn(X,A; G) → Ker(in−1 ⊗ id) →

onde Coker(in ⊗ id) = (Zn(X,A) ⊗ G)/Im(in ⊗ id). O seguinte lema prova
que este cokernel é justamente Hn(X,A)⊗G.

Lema 1.3. Se a seqüência de grupos abelianos A
i−→ B

j−→ C → 0 é exata,

então assim o é A⊗G
i⊗id−−→ B ⊗G

j⊗id−−→ C ⊗G → 0.

A situação é que tensorizando a seqüência exata curta

0 → Bn(X, A)
in−→ Zn(X,A) → Hn(X, A) → 0 (1.2)

com G produz-se uma seqüência a qual dá exata só por inserção do termo
extra Ker(in ⊗ id):

0 → Ker(in⊗ i) → Bn(X,A)⊗G
in⊗i−−→ Zn(X,A)⊗G → Hn(X, A)⊗G → 0 ,

o que provaremos é que Ker(in ⊗ id) realmente não depende de Bn(X,A) e
Zn(X, A) mas somente de seus quocientes Hn(X, A), e de fato de G.
A seqüência (1.2) é uma resolução livre de Hn(X, A), onde uma resolução
livre de um grupo abeliano H é uma seqüência exata

· · · → F2
f2−→ F1

f1−→ F0
f0−→ H → 0

com cada Fn livre. Tensorizando uma resolução livre desta forma com um
grupo fixado G produz-se um complexo de cadeia

· · · → F1 ⊗G
f1⊗id−−−→ F0 ⊗G

f0⊗id−−−→ H ⊗G → 0

pelo lema anterior esta é exata em F0 ⊗ G e H ⊗ G, mas à esquerda desses
termos esta pode não ser exata. Por ora, escrevamos Hn(F⊗G) para o grupo
de homologia Ker(fn ⊗ id)/Im(fn+1 ⊗ id).

Lema 1.4. Para quaisquer duas resoluções livres F e F ′ de H existem iso-
morfismos Hn(F ⊗G) ≈ Hn(F ′ ⊗G) para cada n.

O grupo Hn(F ⊗ G), o qual só depende de H e G, é denotado por
Torn(H, G). Como uma resolução livre 0 → F1 → F0 → H → 0 sempre
existe, segue-se que Torn(H, G) = 0 para n > 1. Usualmente Tor1(H,G) é
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escrito simplesmente como Tor(H, G).
Existe um grupo Tor0(H, G)? Com a definição dada acima este seria zero
já que o lema 1.3. implica que F1 ⊗ G → F0 ⊗ G → H ⊗ G → 0 é ex-
ata. Provavelmente é melhor modificar a definição de Hn(F ⊗ G) para ser
os grupos de homologia da seqüência · · · → F1 ⊗ G → F0 ⊗ G → 0,
omitindo o termo H ⊗ G o qual pode ser considerado como um tipo de
aumento. Com esta nova definição, o lema 1.3. então dá um isomorfismo
Tor0(H, G) ≈ H ⊗ G. Notemos que Tor(H, G) é um functor de G e H
: homomorfismos α : H → H ′ e β : G → G′ induzem homomorfismos
α∗ : Tor(H,G) →Tor(H ′, G) e β∗ : Tor(H,G) →Tor(H, G′), satisfazendo
(αα

′
)∗ = α∗α

′
∗, (ββ

′
)∗ = β∗β

′
∗, e id∗ = id.

Relembremos que temos um complexo de cadeia S∗(X,A) de grupos abelianos
livres, com grupos de homologia denotados por Hn(X, A), e tensorizando
S∗(X, A) com G dá outro complexo S∗(X, A)⊗G cujos grupos de homologia
são denotados por Hn(X, A; G). O seguinte resultado é conhecido como o
teorema do coeficiente universal para homologia já que este descreve
homologia com coeficientes arbitrários em termos de homologia com o grupo
de coeficiente ‘universal’ Z.

Teorema 1.4.1. Para cada par de espaços (X, A) existem seqüências exatas
que se decompõem

0 → Hn(X, A)⊗G → Hn(X,A; G) → Tor(Hn−1(X,A), G) → 0

para todo n, e essas seqüências são naturais com respeito às aplicações (X, A)
→ (Y,B).

Demonstração. Ver [5], pag. 264.

A decomposição das seqüências acima implica que Hn(X, A; G) é a soma
direta de Hn(X,A)⊗G e Tor(Hn−1(X,A); G).



Caṕıtulo 2

Cohomologia Singular

Aqui definiremos os grupos de cohomologia singular com coeficientes inteiros
sobre R para um espaço topológico qualquer. Também definiremos os grupos
de cohomologia singular relativos. Em seguida, a partir de uma aplicação
cont́ınua dada entre espaços topológicos, obteremos homomorfismos entre os
grupos de cohomologia singular destes espaços. Depois, definiremos o Pro-
duto Cup entre duas cocadeias, e o Produto Cap entre uma cocadeia e uma
cadeia. Obterá-se, um Produto Cup induzido entre dois grupos de cohomolo-
gia singular, e um Produto Cap induzido entre um grupo de cohomologia
singular e um grupo de homologia singular. Enunciaremos o Teorema de Du-
alidade de Poincaré. Por último, apresentaremos a cohomologia com suporte
compacto e alguns resultados da teoria de cohomologia singular.
Para a apresentação deste caṕıtulo foi tomado como base [3] e [5]. As ferra-
mentas necessárias para as provas dos teoremas dados neste caṕıtulo, assim
como os detalhes das suas demonstrações, podem ser encontrados em [3], [5]
ou [10].

2.1 Grupos de Cohomologia Singular

Seja Sn(X) := Hom[Sn(X),R].

Definição 2.1.1. Sn(X) é o grupo das n-cocadeias singulares de X com
coeficientes inteiros sobre R.

Definição 2.1.2. A cofronteira de uma n-cocadeia singular h ∈ Sn(X) é a
(n + 1)-cocadeia singular δnh definida por δnh(α) = h(∂n+1α), α (n + 1)-

15
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cadeia singular.

Sn+1(X)

δnh
&&LLLLLLLLLLL

∂n+1 // Sn(X)

h

²²
R

Lema 2.1. Para cada n ≥ 0, δn+1 ◦ δn = 0 : Sn(X) → Sn+2(X).

Obtemos, seqüências de pares (Sn(X), δn) com Im (δn) ⊆ Nuc (δn+1).
Assim, S∗(X) := {(Sn(X), δn)} define um complexo de cadeias chamado
complexo das cocadeias singulares em X com coeficientes inteiros
sobre R.

Definição 2.1.3. Um elemento h ∈ Sn(X) é um n-cociclo se δnh = 0 e
denotamos por Zn(X) o subgrupo de tais elementos. Um elemento h ∈ Sn(X)
é um n-cobordo se existe g ∈ Sn−1(X) tal que h = δn−1g. Tais elementos são
agrupados em Bn(X). Obviamente tem-se Bn(X) ⊂ Zn(X).

Agora, como Bn(X) ⊂ Zn(X), para cada n, pode-se definir o grupo
quociente Hn(X) := Zn(X)/Bn(X) que chama-se grupo de cohomologia
singular (com coeficientes inteiros) de dimensão n de X sobre R.
O complexo H∗(X) := {(Hn(X), δn)} é a cohomologia singular (com
coeficientes inteiros) de X sobre R.

Teorema 2.1.1. Hn(X) é canonicamente isomorfo ao módulo Hom[Hn(X),
R].

Exemplo 6. Se X é um ponto, então Hn(X) = 0 para n > 0 e H0(X) ≈ Z.

Para uma aplicação cont́ınua f : X → Y , temos um homomorfismo f# :
Sn(Y ) → Sn(X) definido pela composição de f# com cada homomorfismo
h : Sn(Y ) → R obtendo um homomorfismo f#(h) = h ◦ f# : Sn(X) → R.

Proposição 2.1.1. Se f : X → Y é uma aplicação cont́ınua, então f#δn =
δnf#.

A proposição anterior mostra que se f : X → Y é uma aplicação cont́ınua,
o homomorfismo f# aplica cociclos a cociclos e cobordos a cobordos. Por-
tanto, f# induz um homomorfismo f ∗ : Hn(Y ) → Hn(X) definido por
f ∗([h]) =

[
f#(h)

]
para h ∈ Zn(Y ).

Teorema 2.1.2. Se duas aplicações f, g : X → Y são homotópicas, então
elas induzem o mesmo homomorfismo f ∗ = g∗ : Hn(Y ) → Hn(X).

Exemplo 7. H0(Rn) ≈ Z, e H i(Rn) = 0 para i > 0.
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Exemplo 8. H0(S1) ≈ Z, H1(S1) ≈ Z, e H i(S1) = 0 para i > 1.

Se X é um espaço topológico e A é um subespaço, o grupo das n-cocadeias
singulares do par (X,A) é Sn(X, A) := Hom [Sn(X, A),R]. A cofronteira de
uma n-cocadeia singular h ∈ Sn(X, A) é a (n + 1)-cocadeia singular δnh
definida por δnh(α) = h(∂n+1α), α ∈ Sn+1(X, A).
Tem-se também, que se cumpre δn+1 ◦ δn = 0 para todo n ≥ 0. Assim,
S∗(X,A) := {(Sn(X,A), δn)} define um complexo de cadeia chamado com-
plexo das cocadeias singulares do par (X, A).
Agora, como Im(δn) ⊆ Nuc(δn+1), para cada n, podem-se definir os grupos
quocientes Hn(X, A) := Nuc(δn+1)/Im(δn) que chamam-se os grupos de
cohomologia singular do par (X,A).

Se f : X → Y é uma aplicação cont́ınua com f(A) ⊂ B, ou mais con-
cisamente f : (X, A) → (Y, B), temos um homomorfismo f# : Sn(Y,B) →
Sn(X, A) definido pela composição de f# com cada homomorfismo h : Sn(Y,
B) → R obtendo um homomorfismo f#(h) = h ◦ f# : Sn(X,A) → R.
Também se cumpre a relação, f#δn = δnf#. Portanto, f# induz um homo-
morfismo f ∗ : Hn(Y,B) → Hn(X,A) definido por f ∗([h]) =

[
f#(h)

]
para

h ∈ Nuc(δn).

Agora, da seqüência exata

0 → Sn(A)
i−→ Sn(X)

j−→ Sn(X, A) → 0,

temos a seqüência exata

0 → Sn(X,A)
j#−→ Sn(X)

i#−→ Sn(A) → 0.

Assim, podemos identificar Sn(X, A) com um submódulo de Sn(X). Mais
exatamente, podemos considerar que Sn(X, A) é o submódulo formado por
todas as cocadeias h ∈ Sn(X) tais que i#(h) = 0, i.e., que se anulam sobre
os simplexos contidos em A. Como j# comuta com o operador cofronteira,
através desta identificação a cofronteira de Sn(X, A) passa a ser a restrição
da cofronteira de Sn(X).

Teorema 2.1.3. Se duas aplicações f, g : (X, A) → (Y, B) são homotópicas,
então f ∗ = g∗ : Hn(Y, B) → Hn(X,A).

Teorema 2.1.4. A seqüência de grupos de cohomologia

· · · → Hn(X)
i∗−→ Hn(A)

δ−→ Hn+1(X, A)
j∗−→ Hn+1(X)

i∗−→ Hn+1(A) → · · ·
é exata.
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Teorema 2.1.5 (Teorema de Excisão). Dados subespaços Z ⊂ A ⊂ X tal
que o fecho de Z está contido no interior de A, então a inclusão (X−Z,A−
Z) → (X, A) é uma excisão, i.e., induz isomorfismos Hn(X − Z, A− Z) →
Hn(X,A) para todo n. Equivalentemente, para subespaços A,B ⊂ X cujos
interiores cobrem X, a inclusão (B,A ∩ B) ↪→ (X, A) induz isomorfismos
Hn(B, A ∩B) → Hn(X, A) para todo n.

2.2 Os Produtos Cup e Cap

Para definir os produtos cup e cap, consideremos a cohomologia com coefi-
cientes em um anel R. Seja γ : ∆m+n → X um simplexo singular. Con-
sideremos a m-face frontal de γ dada pela composição γ ◦ αm : ∆m → X
onde

αm(x0, ..., xm) = (x0, ..., xm, 0, ..., 0),

e a n-face dorsal de γ dada pela composição γ ◦ βn : ∆n → X onde

βn(xm, xm+1, ..., xm+n) = (0, ..., 0, xm, xm+1, ..., xm+n).

Dadas cocadeias h ∈ Sm(X; R) e g ∈ Sn(X; R), o produto cup h ` g ∈
Sm+n(X; R) é a cocadeia cujo valor sobre um simplexo singular γ : ∆m+n →
X é dado pela fórmula

(h ` g)(γ) = h(γ ◦ αm)g(γ ◦ βn).

Esta operação produto é bilinear e associativa, mas não é comutativa. A
co-cadeia constante 1 ∈ S0(X; R) age como elemento identidade.

Lema 2.2. δ(h ` g) = δh ` g + (−1)mh ` δg para h ∈ Sm(X; R) e
g ∈ Sn(X; R).

Da fórmula δ(h ` g) = δh ` g ± h ` δg tem-se que o produto cup
de dois cociclos é outra vez um cociclo. Além disso, o produto cup de um
cociclo e um cobordo é um cobordo, já que h ` δg = ±δ(h ` g) se δh = 0;
e δh ` g = δ(h ` g) se δg = 0. Segue-se, então, que existe um produto cup
induzido

Hm(X; R)×Hn(X; R)
`−−→ Hm+n(X; R)

dado por [h] ` [g] = [h ` g], que é bilinear e associativo.

Agora, sejam a cocadeia h ∈ Sm(X; R) e o simplexo γ ∈ Sm+n(X; R), o
produto cap h a γ ∈ Sn(X; R) é o simplexo

h a γ = h(γ ◦ αm)(γ ◦ βn).
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Lema 2.3. Para h ∈ Sm(X; R) e γ ∈ Sm+n(X; R), temos

∂(h a γ) = (−1)m(h a ∂γ − δh a γ).

Da relação anterior, temos que o produto cap de um cociclo e um ciclo
é um ciclo. Além disso, se ∂γ = 0 então ∂(h a γ) = ±(δh a γ), portanto
o produto cap de um cobordo e um ciclo é um bordo; e se δh = 0 então
∂(h a γ) = ±(h a ∂γ), portanto o produto cap de um bordo e um cociclo é
um bordo. Estes fatos implicam que existe um produto cap induzido

Hm(X; R)×Hm+n(X; R)
a−−→ Hn(X; R)

o qual é dado por [h] a [γ] = [h a γ].

Teorema 2.2.1 (Dualidade de Poincaré). Sejam M uma n-variedade R-
orientável compacta e [M ] ∈ Hn(M ; R) uma classe fundamental de M, então
a aplicação D : Hk(M ; R) → Hn−k(M ; R) definida por D(h) = h a [M ] é
um isomorfismo para todo k.

2.3 Cohomologia com Suporte Compacto

Para a apresentação desta seção foi tomado como base o caṕıtulo 3 de [5] e
a parte III de [3], onde encontram-se as ferramentas para provar os teoremas
dados aqui, assim como suas demonstrações.
Diz-se que uma cocadeia h ∈ Sn(X) tem suporte compacto se existe um con-
junto compacto K ⊂ X tal que h ∈ Sn(X, X−K) ⊂ Sn(X), i.e., se h anula-se
em todo simplexo singular em X −K. As cocadeias com suporte compacto
formam um submódulo, o qual será denotado por Sn

c (X) ⊂ Sn(X). Notemos
que δh também é zero sobre cadeias em X − K, assim δh encontra-se em
Sn+1

c (X); portanto os grupos Sn
c (X) formam um subcomplexo do complexo

de cocadeias singulares de X. Os grupos de cohomologia Hn
c (X)Hn
c (X)Hn
c (X) deste sub-

complexo são os grupos de cohomologia com suporte compacto. Pode-
se mostrar que Hn

c (X) é isomorfo ao limite direto dos grupos Hn(X, X −K)
quando K varia sobre o conjunto dirigido consistindo de todos os subconjun-
tos compactos de X. Notemos que se X é compacto, então Hn

c (X) = Hn(X).

Agora, seja M uma n-variedade orientável não necessariamente compacta.
Definamos a aplicação dualidade

D : Hk
c (M) → Hn−k(M)
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como segue. Para qualquer h ∈ Hk
c (M) = lim−→Hk(M, M − K) escolha um

representante h′ ∈ Hk(M, M −K) e seja

D(h) = h′ a [K].

Esta está bem definida ja que, para K ⊂ L, o diagrama

Hk(M, M −K)

a[K] ))SSSSSSSSSSSSSS
// Hk(M, M − L)

a[L]

²²
Hn−k(M)

é comutativo. No caso especial onde M é compacto, note que D(h) = h a
[M ].

As ferramentas necessárias para a prova do seguinte teorema, tanto como
sua demonstração podem ser encontradas em [3], [5] ou [10].

Teorema 2.3.1. Seja M uma n-variedade orientável. Então o homomor-
fismo D aplica Hk

c (M) isomorficamente sobre Hn−k(M).

Por outro lado, consideremos uma variedade topológica M e um sube-
spaço fechado A. Seja U = M − A. Para cada conjunto compacto K ⊂ U ,
do Teorema de Excisão temos que a inclusão i : (U,U −K) → (M, M −K)
induz um isomorfismo entre os grupos de cohomologia. Consideremos o in-
verso deste isomorfismo Hn(U,U − K) → Hn(M, M − K). Estes isomor-
fismos comutam con os homomorfismos inclusão, portanto determinam um
único homomorfismo i : Hn

c (U) → Hn
c (M).

A familia de todas as vizinhanças abertas V de A, formam um sistema indu-
tivo com o ordem dado pela inclusão inversa, i.e., V ≤ V ′ se e só se V ′ ⊂ V .
Os grupos Hn(V ) formam um sistema indutivo com os homomorfismos in-
duzidos pelas inclusões, pelo que podemos formar el ĺımite indutivo

Ȟn(A) = lim−→
V

Hn(V ) .

Os homomorfismos inclusão Hn(V ) → Hn(A) induzidos pelas inclusões de-
terminam um homomorfismo ĺımite k : Ȟn(A) → Hn(A). Se este é um
isomorfismo, dize-se que A está tensamente imerso em M .

Proposição 2.3.1. Seja M uma variedade topológica metrizable e A um
subespaço fechado de M . Se A é um retracto absoluto de entornos então
o homomorfismo natural k : Ȟn(A) → Hn(A) é um epimorfismo. Se M é
também um retrato absoluto de entornos, então k é um isomorfismo.
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Demonstração. Ver [3] pags. 231 e 232.

Agora, suponhamos que M é compacta. Para cada entorno V de A em
M , temos que K = M − V é um subespaço compacto de U = M − A.
Consideremos a composição

Hn(V )
δ−→ Hn+1(M, V ) → Hn+1(U,U −K) ,

onde δ é o homomorfismo de conexão e o segundo homomorfismo é a excisão.
É imediato comprobar que si trocamos V por um entorno menor obtemos
um diagrama comutativo, pelo que podemos formar el ĺımite indutivo destes
homomorfismos

δ∗ : Ȟn(A) → Hn+1
c (U) .

Seja j : Hn(M) → Ȟn(A) o homomorfismo ιV associado ao ĺımite indutivo
que define a Ȟn(A).

Teorema 2.3.2. Se M é uma variedade topológica compacta, A um sube-
spaço fechado e U = M − A, então a seqüência

· · · → Hn
c (U)

i−→ Hn(M)
j−→ Ȟn(A)

δ∗−→ Hn+1
c (U) → · · ·

é exata.

Demonstração. Ver [3] pag. 232.



Caṕıtulo 3

Funções de Morse

Primeiro definiremos funções de Morse e provaremos o Lema de Morse. De-
pois, daremos exemplos deste tipo de funções.
Este caṕıtulo esta baseado nas seções 2 e 6 da parte I de [8].

3.1 Definições e Lemas

Sejam Mn uma variedade de classe C∞ e f : Mn → R uma função C∞.

Definição 3.1.1. Um ponto p ∈ M chama-se ponto cŕıtico de f se Df(p) ≡
0.

Definição 3.1.2. Um ponto cŕıtico p ∈ M de f chama-se não-degenerado se
a matriz D2f(p) é não-singular. Caso contrário, dizemos que p é um ponto
cŕıtico degenerado.

Definição 3.1.3. Se todos os pontos cŕıticos de f são não-degenerados, f é
chamada função de Morse.

Associada a D2f(p) temos uma forma quadrática Q(x), a qual é definida
por Q(x) = 〈D2f(p)x, x〉, para todo x ∈ Rn, e chama-se a Hessiana de f
em p.
Como D2f(p) é simétrica a forma quadrática Q(x) = 〈D2f(p)x, x〉 pode ser
reduzida à forma canônica

〈
D2f(p)x, x

〉
= −y2

1 − y2
2 − · · · − y2

λ + y2
λ+1 + · · ·+ y2

h

para uma escolha conveniente das coordenadas y1, ..., yh, onde h ≤ n. Se a
matriz D2f(p) é não-singular, então h = n. O número λ é chamado o ı́ndice
de f em p, e o número n − λ é chamado o grau de singularidade de f
em p.

22
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Lema 3.1. Seja f uma função C∞ numa vizinhança convexa V de 0 no Rn,
com f(0) = 0. Então

f(x1, ..., xn) =
n∑

i=1

xig(x1, ..., xn)

para algumas funções C∞ convenientes gi definidas em V , com gi(0) =
∂f
∂xi

(0).

Lema 3.2 (Lema de Morse). Sejam f : Mn → R uma função C∞ e p ∈ M
um ponto cŕıtico não-degenerado de f . Então existe uma vizinhança U de
p em M e um sistema de coordenadas locais (y1, ..., yn) tal que yi(p) = 0,
i = 1, ..., n e a seguinte identidade se cumpre em U

f(q) = f(p)− y2
1 − · · · − y2

λ + y2
λ+1 + · · ·+ y2

n,

onde (y1, ..., yn) são as coordenadas de q, e λ é o ı́ndice de f em p.

Demonstração. Notemos primeiro que se existe alguma tal expressão para f ,
então λ deve ser o ı́ndice de f em p. Para qualquer sistema de coordenadas
(z1, ..., zn), se f(q) = f(p)−(z1(q))

2−· · ·−(zλ(q))
2+(zλ+1(q))

2+· · ·+(zn(q))2

então temos que

∂2f

∂zi∂zj

(p) =





−2 se i = j ≤ λ,

2 se i = j > λ,

0 se i 6= j,

o qual mostra que D2f(p) é uma matriz diagonal, onde os elementos da
diagonal são ±2, e o número de valores proprios nagativos é igual ao número
λ da representação anterior para f .
Agora provaremos que tal representação para f existe. Seja (x1, ..., xn) um
sistema de coordenadas locais em uma vizinhança U de p tal que (x1(p), ...,
xn(p))
= 0. Sustituindo f por f − f(p) podemos supor que f(p) = f(0) = 0.
Pelo lema anterior podemos escrever

f(x1, ..., xn) =
n∑

i=1

xigi(x1, ..., xn)

em alguma vizinhança convexa V de 0 no Rn, onde gi(0) = ∂f
∂xi

(0) = 0, pois
p é um ponto cŕıtico de f .
Agora, aplicando o lema anterior a gi temos

gi(x1, ..., xn) =
n∑

j=1

xjhij(x1, ..., xn)
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para certas funções suaves hij. Segue-se que

f(x1, ..., xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, ..., xn).

Denotando h̄ij = 1
2
(hij + hji), temos que h̄ij = h̄ji e

f(x1, ..., xn) =
n∑

i,j=1

xixjh̄ij(x1, ..., xn).

Como h̄ij(p) = 1
2

∂2f
∂xi∂xj

(p), a matriz
(
h̄ij(p)

)
é igual à matriz 1

2
D2f(p) então(

h̄ij(p)
)

é não-singular.
Logo, sem perda de generalidade, podemos assumir que a matriz (hij) é
simétrica. Se as funções hij são constantes então para provar o teorema é su-
ficiente reduzir a forma quadrática associada a f(x1, ..., xn) à forma canônica.
Tendo escrito f na forma

f(x1, ..., xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, ..., xn)

onde a matriz (hij) é simétrica e não-singular em 0, podemos fazer uma
mudança de coordenadas linear (x

′
1, ..., x

′
n) para obter uma representação da

forma

f(x
′
1, ..., x

′
n) =

n∑
i,j=1

x
′
ix
′
jh̃ij(x

′
1, ..., x

′
n)

de modo que h̃11(0, ..., 0) 6= 0. Logo, podemos assumir que de fato temos
h11(0, ..., 0) 6= 0. Por continuidade, podemos supor que h11 tem sinal con-
stante numa vizinhança de (0, ..., 0). Portanto, numa vizinhança de (0, ..., 0)
podemos escrever

f(x1, ..., xn) =
n∑

i,j=1

xixjhij(x1, ..., xn)

= h11x
2
1 + 2

n∑
i>1

hi1xix1 +
n∑

i,j>1

hijxixj

= sinal(h11(0, ..., 0))

(√
|h11|x1 +

n∑
i>1

hi1xi

sinal(h11(0, ..., 0))
√
|h11|

)2
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− 1

|h11|
n∑

i,j>1

hi1h1jxixj +
n∑

i,j>1

hijxixj

= sinal(h11(0, ..., 0))y2
1 +

n∑
i,j>1

(
hij − hi1h1j

|h11|
)

xixj

onde a nova coordenada y1 é dada por

y1 =
√
|h11(x1, ..., xn)|x1 +

n∑
i>1

hi1(x1, ..., xn)xi

sinal(h11(0, ..., 0))
√
|h11(x1, ..., xn)| .

Pelo teorema da função inversa, a transformação de coordenadas (x1, ..., xn)
7−→ (y1, x2, ..., xn) é um difeomorfismo de uma vizinhança da origem em outra
vizinhança da origem. Notemos também que a matriz

(
hij − hi1h1j

|h11|
)

1<i,j≤n

é não-singular no ponto (0, ..., 0) e é simétrica. Portanto podemos aplicar o
racioćınio anterior à função

n∑
i,j>1

(
hij − hi1h1j

|h11|
)

xixj ,

e assim sucessivamente, reduzindo finalmente a forma quadrática à forma
canônica, o qual completa a prova do teorema.

Corolário 3.1.1. Todo ponto cŕıtico não-degenerado é isolado.

3.2 Variedades em Espaços Euclidianos

Seja Mn uma variedade diferenciável. Um resultado clássico de Whitney
mostra que Mn esta mergulhada diferenciavelmente num espaço euclidiano
de dimensão menor ou igual que 2n + 1. Portanto, é suficiente supor que M
é uma subvariedade num espaço euclidiano Rn+k.
Seja N ⊂ M × Rn+k definido por

N = { (q, v) : q ∈ M e v é ortogonal a M em q } .

N é uma variedade diferenciável de dimensão n + k mergulhada diferenci-
avelmente em R2(n+k) (N é o espaço total do fibrado vetorial normal de M).
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Consideremos a aplicação E : N → Rn+k definida por E(q, v) = q + v (E é
a aplicação “ ponto final ”).

q

v

E(q, v)

Definição 3.2.1. Um ponto e ∈ Rn+k é chamado um ponto focal de (M, q)
com multiplicidade µ se e = q + v onde (q, v) ∈ N e o jacobiano de E em
(q, v) tem nulidade µ > 0. O ponto e é chamado um ponto focal de M se e é
um ponto focal de (M, q) para algum q ∈ M .

Lema 3.3. Para quase todo x ∈ Rn+k, o ponto x não é um ponto focal de
M .

Demonstração. Temos que N é uma variedade de dimensão n+k. Um ponto
x é um ponto focal de M se e só se x está na imagem do conjunto dos pontos
cŕıticos de E : N → Rn+k. Portanto, pelo teorema de Sard, o conjunto dos
pontos focais tem medida zero.

Agora, seja u = (u1, ..., un) um sistema de coordenadas para uma região
da variedade M ⊂ Rn+k. Consideremos a parametrização

x(u1, ..., un) = u−1(u1, ..., un) = (x1(u1, ..., un), ..., xn+k(u1, ..., un)).

A primeira forma fundamental associada com o sistema de coordenadas
é definida como a matriz n× n simétrica de funções de valor real

( gij ) =

(
∂x

∂ui

· ∂x

∂uj

)
.

A segunda forma fundamental é a matriz n×n simétrica ( lij ) de funções

de valor vetorial, onde lij é definida como segue. O vetor ∂2x
∂ui∂uj

num ponto

de M pode ser expressado como a soma de um vetor tangente a M e um
vetor normal a M . Defina lij como a componente normal de ∂2x

∂ui∂uj
.
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Dado um vetor unitário v normal a M em q, a matriz
(
v · ∂2x

∂ui∂uj

)
= ( v · lij )

chama-se a segunda forma fundamental de M em q na direção v.
Suponha que o sistema de coordenadas foi escolhido de forma que a matriz
( gij ) avaliada em q é a matriz identidade. Então os autovalores da ma-
triz ( v · lij ) são chamados as curvaturas principais k1, ..., kn de M em
q na direção normal v. Os valores k−1

1 , ..., k−1
n são chamados os raios de

curvatura principal. De fato, pode acontecer que a matriz ( v · lij ) seja
singular. Neste caso um ou mais dos ki seriam zero, logo o raio correspon-
dente k−1

i não estaria definido.

Agora considere a linha normal ` consistindo de todos os q + tv, onde v
é um vetor normal a M em q.

Lema 3.4. Os pontos focais de (M, q) ao longo de ` são precisamente os
pontos q + k−1

i v, onde 1 ≤ i ≤ n, ki 6= 0. Assim, existem no máximo n
pontos focais de (M, q) ao longo de `, contadas as multiplicidades.

Demonstração. Localmente, escolhamos k campos vetoriais ortonormais w1(u1,
..., un) , ... , wk(u1, ..., un) ao longo da variedade, ortogonais a esta. Intro-
duzamos coordenadas (u1, ..., un, t1, ..., tk) sobre a variedade N ⊂ M × Rn+k

como segue. Seja (u1, ..., un, t1, ..., tk) correspondente ao ponto
(

x(u1, ..., un),
k∑

α=1

tαwα(u1, ..., un)

)
∈ N.

Então a função E : N → Rn+k dá a correspondência

(u1, ..., un, t1, ..., tk)
e−→ x(u1, ..., un) +

k∑
α=1

tαwα(u1, ..., un),

com derivadas parciais{
∂e
∂ui

= ∂x
∂ui

+
∑

α tα
∂wα

∂ui
∂e
∂tβ

= wβ .

Multiplicando a matriz jacobiana de e à esquerda pela matriz (n+k)×(n+k)
não-singular cujas linhas são os (n + k)-vetores linearmente independentes
∂x
∂u1

, ..., ∂x
∂un

, w1, ..., wk obtemos uma matriz n×n cujo posto é igual ao posto
da matriz jacobiana de E no ponto correspondente. Esta matriz n × n tem
a seguinte forma 



(
∂x
∂ui

· ∂x
∂uj

+
∑

α tα
∂wα

∂ui
· ∂x

∂uj

)
0

(∑
α tα

∂wα

∂ui
· wβ

)
Ik×k


 ,
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assim o posto é igual ao posto do bloco superior esquerdo. Usando a identi-
dade

0 =
∂

∂ui

(
wα · ∂x

∂uj

)
=

∂wα

∂ui

· ∂x

∂uj

+ wα · ∂2x

∂ui∂uj

,

vemos que este bloco superior esquerdo é a matriz

(
gij −

∑
α

tαwα · lij
)

.

Logo, q + tv é um ponto focal de (M, q) com multiplicidade µ se e só se a
matriz

( gij − tv · lij )

é singular com nulidade µ.
Agora, suponha que ( gij ) é a matriz identidade. Então, ( gij − tv · lij )
é singular se e só se 1

t
é um autovalor da matriz (v · lij). Além disso, a

multiplicidade µ é igual à multiplicidade de 1
t

como autovalor.

Agora, seja p ∈ Rn+k. Consideremos a função Lp : M → R dada por

Lp(x(u1, ..., un)) = ‖x(u1, ..., un)− p‖2 = x · x− 2x · p + p · p .

Temos que
∂Lp

∂ui

= 2
∂x

∂ui

· (x− p) .

Logo, Lp tem um ponto cŕıtico em q se e só se q − p é normal a M em q.
As segundas derivadas parciais de Lp são

∂2Lp

∂ui∂uj

= 2

(
∂x

∂ui

· ∂x

∂uj

+
∂x

∂ui∂uj

· (x− p)

)
.

Assim, se v = p− q é normal a M em q, então q é um ponto cŕıtico de Lp e
a matriz hessiana de Lp em q está dada por

Hq(Lp) = 2

(
∂x

∂ui

· ∂x

∂uj

− ∂x

∂ui∂uj

· v
)

= 2( gij − v · lij ) .

Lema 3.5. O ponto q ∈ M é um ponto cŕıtico degenerado de Lp se e só se
p é um ponto focal de (M, q). A nulidade de q como ponto cŕıtico é igual à
multiplicidade de p como ponto focal.

Teorema 3.2.1. Para quase todo p ∈ Rn+k a função Lp : M → Rn é uma
função de Morse.
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Lema 3.6. O ı́ndice de Lp num ponto cŕıtico não-degenerado q ∈ M é igual
ao número de pontos focais de (M, q) que se encontram sobre o segmento de
p a q; cada ponto focal sendo contado com sua multiplicidade.

Demonstração. O ı́ndice da matriz

Hq(Lp) = 2

(
∂x

∂ui

· ∂x

∂uj

− v · lij
)

é igual ao número de seus autovalores negativos. Se escolhemos um sistema
de coordenadas tal que a matriz ( gij ) é a matriz identidade, então este ı́ndice
é igual ao número de autovalores de ( v · lij ) que são maiores que 1.



Caṕıtulo 4

Campos Gradiente e Homologia
Relativa

Seja M uma variedade diferenciável Riemanniana.

Definição 4.0.2. Um campo de vetores X em M é dito um campo gradiente
se existe f : M → R diferenciável tal que X = grad f com respeito à métrica
Riemanniana dada em M.

Proposição 4.0.1. Suponhamos que M é compacta. Sejam f : M → R
diferenciável e X = -grad f o campo gradiente associado à função −f com
respeito à métrica Riemanniana dada em M . Então:

1. f é monótona decrescente ao longo das trajetórias não-singulares de X,

2. X não possui órbita periódica não constante,

3. Se p ∈ M é um mı́nimo isolado de f , então p é uma singularidade
assintoticamente estável de X,

4. Os conjuntos ĺımite α(p) e ω(p), p ∈ M , consistem somente de pontos
cŕıticos de f .

Corolário 4.0.2. Suponhamos que M é compacta e seja f : M → R difer-
enciável. Existe uma homotopia Ht : M → M tal que:

1. H0 = Id,

2. Ht(q) = q, para todo q ponto cŕıtico de f ,

3. Se q ∈ M não é ponto cŕıtico de f então f(Ht(q)) é monótona decres-
cente.

30
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Proposição 4.0.2. Sejam M compacta e f : M → R diferenciável. Para
cada c ∈ R denote por E(f, c) o conjunto dos pontos cŕıticos de f com ńıvel
c. Existe um isomorfismo entre os grupos de homologia singular relativa

Hn ([f ≤ c], [f < c]) e Hn([f < c]
⋃

E(f, c), [f < c]),

sendo este dado pela inclusão

([f < c]
⋃

E(f, c), [f < c]) 7−→ ([f ≤ c], [f < c]).

Demonstração. Seja g : ([f ≤ c], [f < c]) → ([f ≤ c], [f < c]) definida por
g(q) = H1(q) onde Ht : M → M é a homotopia do corolário anterior. Note
que como t 7−→ f(Ht(q)) é monótona não-crescente temos que g([f ≤ c]) ⊂
[f ≤ c], g([f < c]) ⊂ [f < c], ou seja, g é bem definida como aplicação de
pares.

Por simplicidade, denotamos A = [f ≤ c],
◦

A = [f < c], B = g(A) e
◦

B =

g

( ◦
A

)
. Seja i :

(
B,

◦
B

)
→

(
A,

◦
A

)
a aplicação inclusão.

Afirmação.

(
A,

◦
A

) g --
(

B,
◦

B

)

i
mm é uma equivalência de homotopia.

Demonstração da afirmação. Com efeito, para cada t ∈ [0, 1] vale Ht(B) ⊆
B, Ht

( ◦
B

)
⊆

◦
B, Ht(A) ⊆ A e Ht

( ◦
A

)
⊆

◦
A.

Logo, pelo Corolário 1.1.3., i∗ : Hn

(
B,

◦
B

)
→ Hn

(
A,

◦
A

)
é um isomor-

fismo. Assim, consideramos agora

j :

(
B,

◦
B

)
→

( ◦
A

⋃
E(f, c),

◦
A

)

e

k :

( ◦
A

⋃
E(f, c),

◦
A

)
→

(
A,

◦
A

)

as aplicações inclusão (note que B ⊆
◦

A
⋃

E(f, c) uma vez que se q ∈ A não
é ponto cŕıtico de f então vale que f(g(q)) = f(H1(q)) < f(H0(q)) = f(q) ≤
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c). O seguinte diagrama é comutativo

Hn

(
B,

◦
B

)

j∗
²²

i∗ // Hn

(
A,

◦
A

)

Hn

( ◦
A ∪ E(f, c),

◦
A

) k∗

77ppppppppppp

e sendo i∗ um isomorfismo segue então que k∗ é um isomorfismo.

Corolário 4.0.3. Se Hn([f ≤ c], [f < c]) 6= 0 então E(f, c) 6= ∅.
Corolário 4.0.4. Nas hipóteses da proposição acima, se E(f, c) é discreto
então

Hn([f ≤ c], [f < c]) ≈
⊕

p∈E(f ;c)

Hn([f < c]
⋃
{p}, [f < c]).

Demonstração. Como M é compacta e E(f, c) é discreto então E(f, c) é
finito. Logo, pelo Teorema de Excisão, temos que

Hn([f ≤ c], [f < c]) ≈
⊕

p∈E(f ;c)

Hn([f < c]
⋃
{p}, [f < c]).

A seguir calcularemos efetivamente a homologia de cada parcela no corolário
anterior.

Proposição 4.0.3. Sejam f : M → R diferenciável e p ∈ E(f, c). Supon-
hamos p não-degenerado de ı́ndice r0. Então

Hn([f < c]
⋃
{p}, [f < c]) ≈

{
0 se n 6= r0,

Z se n = r0.

Demonstração. Pelo Lema de Morse, existe um sistema de coordenadas local
(y, V ), centrado em p ∈ V , com y(p) = 0, tal que

f − c = −y2
1 − · · · − y2

r0
+ y2

r0+1 + · · ·+ y2
m.

Agora, tomemos uma vizinhança p ∈ U ⊂ V com y(Ū) = B̄(0; ε) bola fechada
em Rm. Seja Ūp := Ū

⋂
([f < c]

⋃{p}).
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p

Ū

[f < c]

Ūp − p

Afirmação. Hn([f < c]
⋃ {p}, [f < c]) ≈ Hn

(
Ūp, Ūp − {p}

)
.

Demonstração da afirmação. Com efeito, Ūp é vizinhança fechada de p tal
que Ū

⋂
[f < c] = Ūp−{p}. Pelo Teorema de Excisão, temos que Hn([f < c]⋃ {p}, [f < c]) ≈ Hn(([f < c]

⋃ {p}) ⋂
Ū , [f < c]

⋂
Ū) = Hn

(
Ūp, Ūp − {p}

)
.

Agora, o sistema de coordenadas (y, V ) induz um homomorfismo de pares
entre

(
Ūp, Ūp − {p}

)
e (W

⋃ {0},W ) onde

W :=
{
(y1, ..., ym) ∈ B̄(0; ε) | − y2

1 − · · · − y2
r0

+ y2
r0+1 + · · ·+ y2

m < 0
}

.

p

Ū

[f < c]

Ūp − p
y

M

0

B̄(0; ε)

−y2
1 − · · · − y2

r0
+ y2

r0+1 + · · ·+ y2
m < 0

Defina Gt : (W
⋃ {0},W ) → (W

⋃ {0},W ) pondo Gt(y1, ..., ym) = (y1, ...,
yr0 , (1 − t)yr0+1, ..., (1 − t)ym), t ∈ [0, 1]. Obtemos então uma homotopia de
pares entre a aplicação identidade e a projeção π : (y1, ..., ym) 7−→ (y1, ..., yr0 , 0,
..., 0). Seja B̄r0 := y

(
Ū

) ⋂
(Rr0 × {0}) = B̄(0; ε)

⋂
(Rr0 × {0}). Então π :

(W
⋃ {0},W ) → (

B̄r0 , B̄r0 − {0}) define uma equivalência de homotopia
(note que B̄r0 ⊂ W

⋃ {0} e que Gt

(
B̄r0

) ⊂ B̄r0 , ∀t). Logo, pela Proposição
1.2.1., Hn(W

⋃ {0},W ) e Hn

(
B̄r0 , B̄r0 − {0}) são isomorfos. Assim, como

Hn

(
B̄r0 , B̄r0 − {0}) ≈ Hn

(
B̄r0 , Sr0−1

)
≈

{
0 se n 6= r0,

Z se n = r0,

obtemos o resultado.
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Corolário 4.0.5. Sejam M compacta e f : M → R diferenciável. Suponha
que E(f, c) contém somente pontos cŕıticos não-degenerados. Então temos
que posto(Hn([f ≤ c], [f < c])) = #{p ∈ M | p é ponto cŕıtico com f(p) =
c e ı́ndice n}.
Demonstração. Pelo Corolário 3.1.1., E(f, c) é discreto. Logo, pelo Corolário
4.0.6., temos que

Hn([f ≤ c], [f < c]) ≈
⊕

p∈E(f ;c)

Hn([f < c]
⋃
{p}, [f < c])

onde, pela proposição anterior,

posto(Hn([f < c]
⋃
{p}, [f < c]) =

{
0 se p tem ı́ndice 6= n,

1 se p tem ı́ndice = n,

donde segue-se o resultado.



Caṕıtulo 5

As Desigualdades de Morse

Consideraremos um espaço topológico qualquer X. Definiremos os números
de Betti de X, e os números de Betti do par (X, Y ) onde Y é um subespaço
de X. Daremos dois lemas que relacionam alguns destes números sob certas
condições. Em seguida, definiremos os números de Morse para uma função
de Morse qualquer, e veremos duas propriededes destes. Por fim, daremos as
desigualdes de Morse que relacionam os números de Betti com os números
de Morse.

Definição 5.0.3. Sejam X um espaço topológico e Y ⊂ X. Os números
Rq(X) = posto(Hq(X)), Rq(Y ) = posto(Hq(Y )) e Rq(X,Y ) = posto(Hq(X,
Y )) são chamados, respectivamente, o q-ésimo número de Betti de X, Y e
(X, Y ).

Lema 5.1. Sejam X um espaço topológico e Y ⊂ X. Suponhamos que
os números de Betti Rq(X) = posto(Hq(X)), Rq(Y ) = posto(Hq(Y )) e
Rq(X,Y ) = posto(Hq(X, Y )) são todos finitos e que Rq(·) = 0 para todo
q /∈ {0, 1, ..., m}. Então vale a seguinte fórmula

χ(X) = χ(Y ) + χ(X, Y )

onde, por definição, χ(·) :=
∑m

q=0(−1)qRq(·).
Demonstração. Consideremos a seqüência exata do Teorema 1.2.1.

· · · → Hn(Y )
i∗−→ Hn(X)

j∗−→ Hn(X, Y )
∂−→ Hn−1(Y )

i∗−→ Hn−1(X) → · · · .

Das hipotéses e a exatidão da seqüência, segue-se que

0 =
m∑

q=0

(−1)q(posto(Hq(Y ))− posto(Hq(X)) + posto(Hq(X,Y ))).

Logo, χ(X) = χ(Y ) + χ(X, Y ).
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Lema 5.2. Sejam X um espaço topológico e ∅ = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xk = X.
Suponhamos que os números de Betti Rq(Xi, Xi−1) e Rq(X) são todos finitos
e se anulam para q /∈ {0, ..., m}. Então vale que

χ(X) =
k∑

j=1

χ(Xj, Xj−1).

Definição 5.0.4. Sejam M variedade diferenciável compacta e f : M → R
função de Morse. O r-ésimo número de Morse de f é, por definição, o número

M(f, r) := #{ pontos cŕıticos de f com ı́ndice r}.
Proposição 5.0.4. Sejam M variedade diferenciável compacta e f : M → R
função de Morse. M(f, r) satisfaz as seguintes igualdades:

1. M(f, r) =
∑k+1

i=1 posto(Hr([f ≤ ci], [f < ci])),

2. M(f, q) =
∑k+1

i=1 Rq([f ≤ ai], [f ≤ ai−1]),

onde a0 = −∞, ak+1 = +∞ e a1 < · · · < ak são números reais quaisquer
tais que entre ai e ai+1 exista somente um ńıvel cŕıtico, digamos ci, de f .

Demonstração. 1. Segue-se da Proposição 4.0.3..
2. Consideremos dois casos:
1◦ Caso - Suponha que f assume valores distintos nos seus pontos cŕıticos.
Denotemos por p1, ..., pk+1 os pontos cŕıticos de f , com f(pi) = ci ∈ (ai−1, ai),
i = 1, ..., k + 1. Como pi é o único ponto cŕıtico de f em [ai−1 < f < ai],
segue-se que [f ≤ ai] e [f ≤ ai−1]

⋃
eri são homotopicamente equivalentes,

onde eri é uma ri− célula e ri é o ı́ndice de pi. Logo, Hq([f ≤ ai], [f ≤ ai−1])
e Hq([f ≤ ai−1]

⋃
eri , [f ≤ ai−1]) são isomorfos. Pelo Teorema de Excisão,

temos que Hq([f ≤ ai−1]
⋃

eri , [f ≤ ai−1]) ≈ Hq(e
ri , ėri) onde ėri é o bordo

de eri . Então,

Hq([f ≤ ai], [f ≤ ai−1]) ≈ Hq(Bri ,Sri−1) ≈

{
0 se q 6= ri,

Z se q = ri,

e portanto,
k+1∑
i=1

Rq([f ≤ ai], [f ≤ ai−1]) = M(f, q).

2◦ Caso (caso geral) - Podemos efetuar uma pequena perturbação em f em
torno de seus pontos cŕıticos, sem alterá-los e sem alterar seus ı́ndices. Assim,
podemos supor que f assume valores distintos nos seus pontos cŕıticos. O
resultado seguirá então do 1◦ Caso.
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Corolário 5.0.6. Nas hipotéses da proposição anterior,

χ(M) =
m∑

r=0

(−1)rM(f, r).

Demonstração. Sejam os subespaços ∅ = [f ≤ a0] ⊂ [f ≤ a1] ⊂ · · · ⊂ [f ≤
ak] ⊂ [f ≤ ak+1] = M . Os números de Betti Rq([f ≤ ai], [f ≤ ai−1]) são
todos finitos e se anulam para q /∈ {0, 1, ..., m}, de modo que pelo Lema 5.2.
temos que

m∑
r=0

(−1)rM(f, r) =
m∑

r=0

(−1)r

k+1∑
j=1

Rr([f ≤ aj], [f ≤ aj−1])

=
k+1∑
j=1

m∑
r=0

(−1)rRr([f ≤ aj], [f ≤ aj−1])

=
k+1∑
j=1

χ([f ≤ aj], [f ≤ aj−1])

= χ(M).

Teorema 5.0.7 ( Desigualdades de Morse ). Sejam M variedade difer-
enciável compacta e f : M → R função de Morse. Sejam a0 = −∞, ak+1 =
+∞ e a1 < · · · < ak números reais quaisquer tais que [f ≤ ai] contém ex-
atamente i pontos cŕıticos. Então, entre os números de Morse de f e os
números de Betti de M existem as seguintes relações:

M(f, 0) ≥ R0(M)

M(f, 1)−M(f, 0) ≥ R1(M)−R0(M)

...

M(f, q) − M(f, q − 1) + · · · + (−1)qM(f, 0) ≥ Rq(M) − Rq−1(M) + · · · +
(−1)qR0(M).
Além disso, tem-se M(f, r) ≥ Rr(M), para todo r ≥ 0, e se existe r0 tal que
M(f, r0 + 1) = 0, então
M(f, r0)−M(f, r0− 1) + · · ·+ (−1)r0M(f, 0) = Rr0(M)−Rr0−1(M) + · · ·+
(−1)r0R0(M).



38

Notação. Consideremos a seqüência exata do par ([f ≤ ai], [f ≤ ai−1]) do
Teorema 1.2.1.

· · · → Hn([f ≤ ai−1])
i∗−→ Hn([f ≤ ai])

j∗−→ Hn([f ≤ ai], [f ≤ ai−1])
∂−→

Hn−1([f ≤ ai−1])
i∗−→ Hn−1([f ≤ ai]) → · · · .

Ponhamos Rr(ai) = posto(Hr([f ≤ ai])), Rr = Rr(M), lr(ai) = posto(j∗(Hr

([f ≤ ai]))) = posto(Nuc(∂)), Lr =
∑

i lr(ai), nr(ai) = posto(∂(Hr([f ≤
ai], [f ≤ ai−1]))) e Nr =

∑
i nr(ai).

Demonstração. Temos que

nr(ai) + lr(ai) = Rr([f ≤ ai], [f ≤ ai−1]),

logo pela Proposição 5.0.4.,

Nr + Lr = M(f, r).

Além disso, tem-se

lr(ai) = Rr(ai)− posto(i∗(Hr([f ≤ ai−1])))

= Rr(ai)−Rr(ai−1) + posto(Nuc(i∗))

= Rr(ai)−Rr(ai−1) + nr+1(ai),

portanto,
Rr(ai−1) = −lr(ai) + Rr(ai) + nr+1(ai).

Contudo, utilizando-se a equação anterior de modo sucessivo para se extrair
o valor de Rr(ai) com i ∈ {0, ..., k + 1}, obtém-se

Rr(ak) = −lr(ak+1) + Rr(ak+1) + nr+1(ak+1),

Rr(ak−1) = −lr(ak+1)− lr(ak) + Rr(ak+1) + nr+1(ak+1) + nr+1(ak),

...

Rr(a0) = −lr(ak+1)− · · · − lr(a1) + Rr(ak+1) + nr+1(ak+1) + · · ·+ nr+1(a1).

Agora, como Rr(a0) = Rr(−∞) = 0 e Rr(ak+1) = Rr(+∞) = Rr, da última
igualdade acima obtemos

0 = −Lr + Rr + Nr+1, i.e., Rr = Lr −Nr+1.

Logo, como Nr + Lr = M(f, r), M(f, r)−Rr = Nr + Nr+1. Portanto,

M(f, r) ≥ Rr,∀r ≥ 0.



39

Temos também que M(f, 0)−R0 = N0 +N1 = N1 ≥ 0, pois N0 = 0 uma vez
que ∂(H0(·)) = 0. Assim, vale

(M(f, 1)−R1)− (M(f, 0)−R0) = N1 + N2 −N1 = N1 ≥ 0,

(M(f, 2)−R2)− (M(f, 1)−R1) + (M(f, 0)−R0) =

N2 + N3 −N1 −N2 + N1 = N3 ≥ 0,

...

(M(f,m)−Rm)− (M(f, m− 1)−Rm−1) + · · ·
+ (−1)m(M(f, 0)−R0) = Nm+1 ≥ 0

o que prova as desigualdades de Morse.
Agora, se M(f, r0 + 1) = 0 então Rr0+1 = 0. Logo, temos que

−M(f, r0) + · · ·+ (−1)r0+1M(f, 0) ≥ −Rr0 + · · ·+ (−1)r0+1R0,

donde obtém-se

Rr0−Rr0−1 + · · ·+(−1)r0R0 ≥ M(f, r0)−M(f, r0−1)+ · · ·+(−1)r0M(f, 0).

Como a desigualdade inversa também se cumpre, temos a igualdade.



Caṕıtulo 6

O Teorema de Lefschetz

Aqui daremos uma prova do Teorema de Lefschetz baseada no seguinte re-
sultado sobre homologia de variedades de Stein.

Uma variedade de Stein é uma variedade complexa que pode ser mer-
gulhada biholomorficamente como um subconjunto fechado de algum espaço
CN .

Teorema 6.0.8. Seja X uma variedade de Stein n-dimensional. Então

Hi(X) = 0 para i > n,

e
Hn(X) não tem torção.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.1. podemos escolher um ponto p0 ∈ (CN −
X) tal que a função Lp0 : X → R dada por Lp0(q) = ||q − p||2, q ∈ X é uma
função de Morse. A função Lp0 é uma função própria, portanto podemos
aplicar as desigualdades de Morse

M(Lp0 , i) ≥ Ri(X, κ) = posto(Hi(X; κ))

onde κ é um campo arbitrário.
Pelo Teorema do coeficiente universal, temos que

Hi(X, κ) = Hi(X)⊗ κ ⊕ Tor(Hi−1(X), κ).

Logo, o resultado segue-se se provamos que M(Lp0 , i) = 0 para i > n, i.e., se
provamos que nenhum ponto cŕıtico tem ı́ndice maior que n.
Seja p um ponto cŕıtico de Lp0 . Escolhamos coordenadas complexas zβ =
x2β−1 + ix2β, 1 ≤ β ≤ N , com x1, ..., x2N como coordenadas retangulares
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para o espaço euclidiano R2N , e tais que p está no origem e o espaço tangente
a X em p tem equações zn+1 = · · · = zN = 0. Além disso, suponha que p0

tem coordenadas zβ = 0 para β 6= n + 1, zn+1 = a > 0, i.e., p0 encontra-se
no eixo real x2n+1 positivo.

p

zn+1

z1, ..., zn

zn+1 = · · · = zN = 0
p0

a

Numa vizinhança de p, z1, ..., zn podem ser usadas como um sistema de co-
ordenadas locais em X, de forma que esta possa ser representada localmente
em CN por

z(z1, ..., zn) = (z1, ..., zn, zn+1(z1, ..., zn), ..., zN(z1, ..., zn)).

Agora, numa vizinhança de p tem-se que

zn+1 = zn+1(0) +
n∑

β=1

∂zn+1

∂zβ

(0)zβ +
1

2

n∑

β,γ=1

∂2zn+1

∂zβ∂zγ

(0)zβzγ + H(z1, ..., zn)

=
1

2

n∑

β,γ=1

∂2zn+1

∂zβ∂zγ

(0)zβzγ + H(z1, ..., zn),

onde H junto com suas primeira e segunda derivadas anulam-se em 0. Seja,

x2n+1 = Re(zn+1) =
1

2

2n∑
i,j=1

bi,jxixj + termos de ordem superior.

Podemos supor que a parte quadrática está na forma diagonal, e escrevamos

x2n+1 =
1

2

2n∑
i=1

bix
2
i + termos de ordem superior.
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Logo, temos que

Hp(Lp0) = 2

(
I − 1

2
a( bi,j )

)
∼ diag( 2− ab1, ..., 2− ab2n).

Então, o ı́ndice de p é igual ao número dos bi tais que bi > 1
a

> 0. Mas os bi

são os autovalores da parte real de uma forma quadrática complexa, logo se
bi > 0 é um autovalor então −bi < 0 também é um autovalor. Portanto, no
máximo n deles podem ser maior que zero.
Por conseguinte, M(Lp0 , i) = 0 para todo i > n. Logo, posto(Hi(X; κ)) = 0
para i > n onde κ é um campo arbitrário, e assim Hi(X) = 0 para i > n.
Também temos que

0 = Hn+1(X, κ) = [Hn+1(X)⊗ κ]⊕ Tor(Hn(X), κ) .

Logo, Tor(Hn(X), κ) = 0 onde κ é um campo arbitrário. Como Tor(Hn(X),
Zn) é o subgrupo de Hn(X) de elementos de ordem n, e Tor(Hn(X),Zn) = 0
para todo n, então Hn(X) não tem torção.

O seguinte é o Teorema de Lefschetz sobre Seções Hiperplanas e a prova
foi dada por A. Andreotti e T. Frankel em [1].

Teorema 6.0.9 ( Teorema de Lefschetz ). Seja V uma variedade algébrica
irredut́ıvel de dimensão n no espaço projetivo PN(C). Denote por V0 a sub-
variedade obtida quando cortamos V com uma hipersuperficie W que contem
o singular locus de V e não V . Então o homomorfismo

i∗ : Hr(V ) → Hr(V0)

induzido pela aplicação inclusão i : V0 → V é

1. bijetor para r < n− 1

2. injetor para r = n− 1

e o grupo quociente Hn−1(V0)/H
n−1(V ) não tem torção.

Demonstração. Seja p o grau de W . Consideremos o morfismo de Veronese
ϑ : PN(C) → PN1(C), N1 =

(
N+p

p

) − 1 (ver Apêndice A). Seja V ′ = ϑ(V ).
Temos que, V ′ é uma imagem biregular de V , sobre a qual V0 aparece como
uma seção hiperplana V ′

0 . Portanto, não é restrição assumir que V0 é uma
seção hiperplana de V . Logo, V −V0 é uma variedade de Stein, sendo analiti-
camente imersa como um subconjunto fechado do espaço afim PN(C) −W .
Assim, pelo Teorema 6.0.8., temos que Hi(V − V0) = 0 para i > n, e



43

Hn(V −V0) não tem torção. Por outro lado, como V0 é um subespaço fechado
de V , pelo Teorema 2.3.2., temos uma seqüência exata

· · · → H i
c(V − V0) → H i(V ) → Ȟ i(V0) →

→ H i+1
c (V − V0) → H i+1(V ) → Ȟ i+1(V0) → · · · .

Como V − V0 é não singular, então é orientável e portanto pelo Teorema
2.3.1., temos que

H i
c(V − V0) ≈ H2n−i(V − V0) .

Logo, H i
c(V − V0) = 0 para i < n. Além, pela Proposição 2.3.1., Ȟ i(V0) ≈

H i(V0). Assim, temos seqüências exatas curtas

0 → Hr(V )
i∗−→ Hr(V0) → 0 para r < n− 1 .

Donde temos que o homomorfismo i∗ é bijetor para r < n− 1.
Também, temos a seqüência exata curta

0 → Hn−1(V )
i∗−→ Hn−1(V0) → Hn(V − V0).

Donde temos que o homomorfismo i∗ é injetor para r = n − 1. Além disso,
Hn−1(V0)/H

n−1(V ) ≈ Hn(V − V0), logo Hn−1(V0)/H
n−1(V ) não tem torção

já que Hn(V − V0) também não tem.



Apêndice A

Variedades Projetivas

Basicamente aqui daremos a definição de uma variedade projetiva, morfismos
entre elas e pontos não-singulares. Também apresentaremos o morfismo de
Veronese. Foi tomado como referência [6] e [7], onde pode-se complementar
este material.

O espaço projetivo n-dimensional Pn(k) sobre o corpo k é o quociente
{
(a0, ..., an) ∈ kn+1 \ {0}} /∼

onde ∼ é a relação de equivalência dada por

(a0, ..., an) ∼ (b0, ..., bn) ⇔ ∃λ ∈ k\{0} tal que ai = λbi ∀i ⇔ aibj = ajbi ∀i, j .

Pn(k) é o conjunto das retas que passam pela origem.

Se P é um ponto de Pn(k), então qualquer (n + 1)-upla (x0, ..., xn) na
classe de equivalência P é chamada um sistema de coordenadas homogêneas
para P .
Um ponto P ∈ Pn(k) chama-se um zero de um polinômio F ∈ k [X0, ..., Xn]
se F (x0, ..., xn) = 0 para todo sistema de coordenadas homogêneas (x0, ..., xn)
de P ; escrevemos F (P ) = 0. Se F é homogêneo, é suficiente que esta condição
se cumpra para um sistema (x0, ..., xn) com P = [x0, ..., xn]. Em geral, se
F = F0 + · · ·+ Fd é a decomposição de F em polinômios homogêneos Fi de
grau i e se k é um corpo infinito, então F (P ) = 0 se e só se Fi(x0, ..., xn) = 0
para todo i e um sistema (x0, ..., xn) com P = [x0, ..., xn]. De fato,

F (λ(x0, ..., xn)) = F0(x0, ..., xn) + λF1(x0, ..., xn) + · · ·+ λdFd(x0, ..., xn).

Como k é um corpo infinito, a igualdade F (λx0, ..., λxn) = 0 para todo λ 6= 0,
implica que Fi(λx0, ..., λxn) = 0. Assim, se F se anula num ponto P então
todas suas componentes homogêneas Fi também se anulam em P .
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Definição A.0.5. V ⊂ Pn(k) chama-se uma variedade algébrica projetiva
se existem polinômios homogêneos F1, ..., Fn ∈ k [X0, ..., Xn] tais que V é o
conjunto de todos os zeros comuns dos Fi em Pn(k).

Uma variedade que seja o conjunto solução de um sistema de equações
lineares homogêneas é chamada de variedade linear. Se o sistema de equações
tem posto n−d, obtemos uma variedade linear d-dimensional, em particular
para d = 1 uma linha projetiva.
Uma variedade projetiva que seja o conjunto de todos os zeros de um polinômio
homogêneo F é chamada de hipersuperf́ıcie. Se F é linear, dizemos que é um
hiperplano projetivo. O grau de F é o grau da hipersuperf́ıcie.

Proposição A.0.5. Seja k algebricamente fechado, n ≥ 2.

1. Uma variedade projetiva de dimensão d ≥ 1 e uma hipersuperf́ıcie sem-
pre se intersectam.

2. Quaisquer duas hipersuperf́ıcies se intersectam.

Definição A.0.6. Seja A ⊆ Pn(k), A 6= ∅. Definamos

I(A) = { F ∈ k [X0, ..., Xn] : cada P ∈ A é um zero de F } .

I(A) chama-se o ideal de A. Fazemos, I(∅) := (X0, ..., Xn).

Lema A.1. Uniões finitas e interseções arbitrárias de variedades projetivas
em Pn(k) são variedades projetivas.

Definição A.0.7. Definimos a topologia de Zariski sobre Pn(k) tomando
como conjuntos abertos os complementos das variedades projetivas.

Uma variedade projetiva é irredut́ıvel se não é união de duas variedades
projetivas próprias.
A dimensão de uma variedade projetiva é sua dimensão como espaço topológico.
Um subconjunto aberto de uma variedade projetiva é chamado uma variedade
quase-projetiva.

Lema A.2. Qualquer variedade projetiva V ⊆ Pn(k) tem uma única decom-
posição em componentes irredut́ıveis. Se k é um corpo infinito, V é irredut́ıvel
se e só se I(V ) é um ideal primo de k [X0, ..., Xn].

Definição A.0.8. Seja U ⊆ Pn(k) uma variedade quase-projetiva e f : U →
k uma função. f é regular num ponto P ∈ U se existe uma vizinhança aberta
U0 com P ∈ U0 ⊆ U , e polinômios homogêneos g, h ∈ k [X0, ..., Xn] de graus
iguais, tais que h é diferente de zero em U0, e f = g

h
sobre U0. Dizemos que

f é regular em U se esta é regular em todo ponto.
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Definição A.0.9. Sejam V e W variedades quase-projetivas. Uma aplicação
ϕ : V → W é chamada regular (ou um morfismo) se ϕ é cont́ınua (na
topologia de Zariski) e para todo conjunto aberto U ⊆ W , e toda função
regular f : U → k, a função f ◦ ϕ : ϕ−1(U) → k é regular.

Proposição A.0.6. A composição de dois morfismos é um morfismo.

Definição A.0.10. Sejam V e W variedades quase-projetivas. Um iso-
morfismo ϕ : V → W é um morfismo que admite um morfismo inverso
ψ : W → V com ψ ◦ ϕ = idV e ϕ ◦ ψ = idW .

Proposição A.0.7. Sejam V e W variedades quase-projetivas. Uma aplicação
ϕ : V → W é um morfismo se e só se existem coberturas abertas V =

⋃
i∈I Vi

e W =
⋃

i∈I Wi tais que ϕ|Vi
: Vi → Wi é um morfismo para cada i.

Teorema A.0.10. Sejam V ⊆ Pn(k) e W ⊆ Pm(k) variedades quase-
projetivas. Uma aplicação ϕ : V → W é um morfismo se e só se para cada
x ∈ V existem uma vizinhança aberta U de x em V e polinômios homogêneos
F0, ..., Fm ∈ k [X0, ..., Xn] do mesmo grau tais que

ϕ([x0, ..., xn]) = [F0(x0, ..., xn), ..., Fm(x0, ..., xn)] para cada [x0, ..., xn] ∈ U .

Teorema A.0.11 (O morfismo de Veronese). Sejam n, d inteiros positivos.
A aplicação ϑ : Pn(k) → PN(k), N =

(
n+d

d

)− 1, dada por

ϑ ([x0, ..., xn]) =
[
..., xi0

0 · · ·xin
n , ...

]
i0+···+in=d

,

[x0, ..., xn] ∈ Pn(k), é um isomorfismo de Pn(k) sobre a variedade projetiva

Y =
{

[..., yi0i1···in , ...] ∈ PN(k) : yi0i1···inyj0j1···jn = yk0k1···knyl0l1···ln

se i0 + j0 = k0 + l0, ..., in + jn = kn + ln

}
.

Demonstração. Claramente qualquer ponto da imagem está em Y . Vejamos
que todo ponto de Y está na imagem de ϑ. Seja [..., yi0···in , ...] ∈ Y . Alguma
coordenada da forma y0···0d0···0 é diferente de zero. De fato, tomemos uma
coordenada yi0···in 6= 0. Se i0 = d então (i0, ..., in) = (d, ..., 0) já que i0 +
· · · + in = d e portanto yd0···0 6= 0. Suponhamos que 0 < i0 < d, então
existem vetores (l0, ..., ln) e (k0, ..., kn) de inteiros não-negativos tais que l0 +
· · · + ln = d = k0 + · · · + kn, l0 > i0, e (l0, ..., ln) + (k0, ..., kn) = 2(i0, ..., in).
Logo, yl0···lnyk0···kn = (yi0···in)2 6= 0 e então yl0···ln 6= 0. Após um número
finito de passos obtemos que yd0···0 6= 0. Se i0 = 0 então podemos fazer o
mesmo procedimento anterior para algum ij 6= 0, j > 0. Logo, temos que
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Y =
⋃n

i=0 Vi onde Vi =
{

[..., yi0···in , ...] ∈ Y : y0···d···0 6= 0
}

e é um aberto em
Y . Suponhamos que [..., yi0···in , ...] ∈ V0. Temos que

ϑ ([yd0···0, yd−110···0, ..., yd−10···01]) = [..., yi0···in , ...]

já que yi0
d0···0y

i1
d−110···0 · · · yin

d−10···01 = yi0···inyd−1
d0···0. Quando [..., yi0···in , ...] ∈ Vi, i

6= 0, tem-se uma expressão similar.
Agora, pelo Teorema anterior, ϑ é um morfismo. Além disso ϑ é um a um.
De fato, se ϑ ([x0, ..., xn]) = ϑ ([z0, ..., zn]) então

[
..., xi0

0 · · · xin
n , ...

]
i0+···+in=d

=[
..., zi0

0 · · · zin
n , ...

]
i0+···+in=d

. Logo, µxi0
0 · · ·xin

n = zi0
0 · · · zin

n para algum µ 6=
0. Escolhamos xi 6= 0 e seja λ = zi

xi
. Temos que µxd

i = zd
i então µ =

zd
i

xd
i

=
(

zi

xi

)d

= λd. Seja xj 6= 0. Tem-se que µxd−1
i xj = zd−1

i zj, µxj =
(

zi

xi

)d−1

zj, µxj = λd−1zj, λdxj = λd−1zj, λxj = zj. Logo, λxj = zj para

todo j e, portanto, [x0, ..., xn] = [z0, ..., zn].
Agora, temos que Pn(k) =

⋃n
i=0 Ai onde Ai = ϑ−1(Vi) e é um aberto de

Pn(k). Além disso, as expressões que obtemos para as ϑ−1|Vi
: Vi → Ai

mostram que estas também são regulares, logo isomorfismos. Portanto, ϑ é
um isomorfismo.

O morfismo de Veronese permite reduzir problemas sobre hipersuperf́ıcies
em Pn(k) a problemas sobre hiperplanos em PN(k).
Seja F ∈ k[X0, ..., Xn] um polinômio homogêneo de grau d, digamos

F =
∑

i0+···+in=d

ci0 · · · cinX i0
0 · · ·X in

n

e seja H ⊂ Pn(k) a hipersuperf́ıcie definida pelo conjunto de todos os zeros de
F , então ϑ induz um isomorfismo H → Y ∩H1 onde H1 =

{
[..., yi0···in , ...] ∈

PN(k) :
∑

ci0 · · · cinyi0···in = 0
}

hiperplano em PN(k).
O morfismo de Veronese também induz um isomorfismo

Pn(k)\H → Y ∩ (
PN(k)\H1

)

onde Y ∩ (
PN(k)\H1

)
é afim. Isto mostra que Pn(k)\H é afim.

Observação 2. Se k = C então Pn(k)\H é uma variedade de Stein.

Definição A.0.11. Seja V ⊆ Pn(k) uma variedade projetiva de dimensão r.
Sejam F1, ..., Ft ∈ k [X0, ..., Xn] os polinômios homogêneos que geram o ideal
de V . Seja P ∈ V um ponto, com coordenadas homogêneas (x0, ..., xn). P é

chamado um ponto não-singular de V se posto
(

∂Fi

∂Xj
(x0, ..., xn)

)
= n− r.
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Os pontos de uma variedade projetiva que não são não-singulares são
chamados pontos singulares.
Dizemos que uma variedade projetiva V é uma variedade não-singular se
todo ponto de V é não-singular.
O conjunto de todos os pontos singulares de V é chamado o singular locus
de V .

Proposição A.0.8. O conjunto de todos os pontos não-singulares de uma
variedade projetiva é aberto e não vazio.
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