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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma prova do Teorema de Lefschetz sobre
Se¢oes Hiperplanas devido a A. Andreotti e T. Frankel em [1]. Este teorema
relaciona o i-ésimo grupo de homologia singular (com coeficientes inteiros)
de uma variedade algébrica projetiva de dimensao n com o i-ésimo grupo de
homologia singular de uma se¢ao hiperplana da variedade, para i <n —1, e
mostra que estes sao iguais para ¢ < n—1 e o primeiro é maior que o segundo
para ¢ = n — 1 . Enunciaremos este teorema na linguagem de cohomologia.
A prova é derivada de um teorema sobre homologia de variedades de Stein,
o qual também é provado usando as desigualdades de Morse para uma certa
funcao distancia. Apresentaremos as defini¢oes e resultados basicos requeri-
dos nas demonstracoes desses teoremas.
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Introducao

Aqui vamos a apresentar uma prova do seguinte Teorema de Lefschetz:

Teorema 0.0.1. Seja V' uma variedade algébrica irredutivel de dimensdo
n no espaco projetivo PY(C). Denote por Vy a subvariedade obtida quando
cortamos V' com uma hipersuperficie W que contem o singular locus de V' e
nao V. Entao o homomorfismo

it H (V) — H" (W)
induzido pela aplicagao inclusao i : Vo — V é
1. byjetor parar <n —1
2. wgetor parar =n —1
e o grupo quociente H" 1 (Vy)/H" (V') nao tem tor¢ao.

Esta prova foi dada por A. Andreotti e T. Frankel no Artigo [1]. A prova
¢é derivada de um teorema sobre homologia de variedades de Stein, o qual
também é provado usando as desigualdades de Morse para uma certa funcao
distancia. Outras provas deste Teorema usando outras ferramentas podem
ser encontradas na literatura, como por exemplo em [4] ou em [11].



Capitulo 1

Homologia Singular

Neste capitulo, primeiramente construiremos os grupos de homologia singular
com coeficientes inteiros de um espagco topologico qualquer, daremos algumas
propriedades e alguns exemplos. Depois, a partir de uma aplicagao continua
dada entre espacos topoldgicos, obteremos homomorfismos entre os grupos
de homologia singular destes espacos. O mesmo fazemos com os grupos de
homologia singular relativos. Em seguida, enunciaremos um resultado basico
e importante em homologia singular, o Teorema de Excisao. Por tltimo,
apresentaremos os grupos de homologia singular com coeficientes arbitrarios
e daremos uma relagao entre a homologia com coeficientes arbitrarios e a
homologia com coeficientes inteiros enunciando o Teorema do Coeficiente
Universal.

Para a apresentagao deste capitulo foi tomado como base [5]. Outra boa
referéncia para esta tema é [9]. As demonstragoes das proposigoes, lemas e
teoremas podem ser consultadas nestos textos.

1.1 Grupos de Homologia Singular

Definicao 1.1.1. O n-simplexo standard A, em R" ¢ definido como o
conjunto convexo A, C R"*1,

An_{ (w0, 71, ..., 2,) € R™T ijzl ex; >0 paraj=0,..n }
j=0
O subconjunto de A, definido por
Aﬁf’):{ (To, 1, ..., xn) €A, ¢ ;=0 }
€ a j-ésima face de A,,.

O ponto ej = (0,...,0,1,0,...,0) onde a j-ésima componente € um e as outras
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sao zero € o j-ésimo vértice de A,. Também chamamos AY de face oposta
aé€;.

Paran > 0,e0 < j < n, define-se o operador de bordo 9/: A,, — A,
como & (zg,...,xn) = (Tgy ..oy Tj—1,0,2j,...;2,). O operador 9 leva o n-
simplexo A,, difeomorficamente a A, 1.

X2 X2

1 |

J

A O
—7  0(Ay)

1 T

Lema 1.1. Temos que 9, 095=03, 00 A, — Apyy se 0<j<i<
n — 1.

Seja X un espago topoldgico (em geral X é uma variedade diferencidvel).

Definicao 1.1.2. Um n-simplexo singular em X € uma aplicacao continua
v: A, = X. Se X € uma variedade diferencidvel exigimos que 7 seja de
classe C* ( ou seja C* numa vizinhanga aberta de A, em R"™! ).

Observacao 1. v ndo € necessariamente um difeomorfismo, dai o nome
singular.

An

Definicao 1.1.3. A j-ésima face de um n-simplexo singular v: A, — X €
o (n —1) — simplexo singular yo &, _;: A,_1 — X.



A,

Definicao 1.1.4. 5,(X) € o Z-mddulo livre das somas formais . a,y onde
v Ay, — X € um n-simplexo singular em X e ay € Z, e s6 um numero finito
de a sao diferentes de zero. Isto €,

v € n-simplexo singular, a, € Z e so
Sn(X) = Z%’V : um numero finito de a, sao diferentes
gl de zero

Os elementos de S, (X) sao chamados n-cadeias singulares em X com coefi-
cientes inteiros.

Definicao 1.1.5. A fronteira de um n-simplexo singular -y, é a (n—1)-cadeia

singular definida por 0,(7y) = Z?;o(—l)jV(j) =2 o(=1)v 00y, ou seja,

€ a soma formal de suas faces dotadas de sinal.
Por linearidade, pode-se extender d,, a un operador ( homomorfismo de
Z-médulos ), 0, : S, (X) — S,_1(X) definindo 0, (27 aw) =2, a,0a(7).

Lema 1.2. Para cadan > 0, 0, 0 0p1 = 0 : Sp11(X) — Sp—1(X), isto é,
Im (0n11) C Nuc(0,).

Obtém-se, seqiiéncias de pares (S,(X),0,) com Im (9,) C Nuc(0,—1).
Assim, S, (X) := {(Sn(X),0,)} define um complexo de cadeias chamado
complexo das cadeias singulares em X com coeficientes inteiros.

Definigao 1.1.6. Um n-ciclo em X € uma n-cadeia singular o € S,,(X) tal
que Opar = 0, isto €, tal que o € Nuc(0,,). Uma n-cadeia singular o € S,,(X)
¢ um n-bordo de alguma (n+ 1)-cadeia singular 5 € Sp+1(X), se Op118 = «.

Agora, como Im(0,4+1) € Nuc(9,), para cada n > 1, podemos definir o
modulo quociente

H,(5.(X)) = Nuc(9y,) /Tm (9 11)



e chama-se grupo de homologia singular de dimensao n de X com
coeficientes inteiros.
Obtemos entao o complexo de cadeia

H.(5:(X)) = {(Hn(5.(X)), 0n)} ,

H.(S.(X)):= homologia singular de X com coeficientes inteiros.
Abreviadamente escreveremos

Hy(X) = Hn(5:(X)),  Ho(X) = H(5.(X)).
Exemplo 1. Se X é um ponto, entdo H,(X) =0 paran >0 e Hy(X) = Z.
Proposicao 1.1.1. Se X # () € conexo por caminhos, entao Hy(X) ~ Z.

Para uma aplicacao continua f : X — Y, um homomorfismo induzido
fu 1 Sp(X) — Sp(Y) é definido pela composigao de cada n-simplexo singular
v : A, — X com f para obter um n-simplexo singular fx (A) = foA: A, —

Y, entao extendendo fu linearmente via fu (Zw ayy) =2, a,(foN).

Proposicao 1.1.2. O homomorfismo fu comuta com 0,, isto €, fu0, =

Onfa.

Assim, temos um diagrama

e S (X)) I 8 (X)) <0 S (X))

if# fu lf#

an 1 n
e S (V) P 5, (V) O S, (¥) e

tal que em cada quadrado fx0, = 0, f%, ou seja, é um diagrama comutativo.
O fato de que as aplicacoes fu : S, (X) — S,(Y) satisfazem [0, = 0, fx é
também expressado dizendo que as fx definem uma aplicacao de cadeias
do complexo de cadeias singulares de X ao de Y. A relacao f40, = 0, f4 im-
plica que fx leva ciclos a ciclos ja que 0,,a = 0 implica 0, (fza) = fz(Oh) =
0. Além disso, fx leva bordos a bordos ja que fu(0,0) = 0,(f40). Por-
tanto, fy induz um homomorfismo f, : H,(X) — H,(Y) definido por

I« ([a]) = [f#(a)] para a € Nucd,.

Proposicao 1.1.3. Uma aplicacao de cadeia entre complexos de cadeias in-
duz homomorfismos entre os grupos de homologia dos dois complezos.

Proposicao 1.1.4. Se I : X — X ¢ aidentidade, entio I, : H,(X) —
H,(X) é a identidade. Se f: X —-Y eqg:Y — Z, entio (go f)s = g« 0 fs.



Corolario 1.1.1. Se f : X — Y € um homeomorfismo, entdo f, € um
isomorfismo.

Teorema 1.1.2. Se duas aplicagoes f,g : X — Y sao homotdpicas, entao
elas induzem o mesmo homomorfismo f. = g. : H,(X) — H,(Y).

Corolario 1.1.3. Se f : X — Y ¢ uma equivaléncia de homotopia, entao
fe: Hy(X) — H,(Y) € um isomorfismo.

Proposicao 1.1.5. Homotopia de cadeias entre aplicagoes de cadeias induz
o mesmo homomorfismo sobre homologia.

Exemplo 2. Como R"™ € equivalente por homotopia a um ponto, entao pelo
Corolario 1..1.3., temos que

Hi(R") = Z se 1=0,
! ]l 0 se i0.

Exemplo 3. S! € conezo por caminhos, entdao pela Proposicao 1.1.1., tem-se
que Hy(SY) ~ Z. Além disso, pode-se mostrar que Hy(S') ~ Z e H;(S') =0
para i > 1.

Exemplo 4. Para a esfera S* tem-se que Hy(S?) ~ Z. Também, pode-se ver
que H{(S?*) =0, Ho(S?) =~ Z e H(S*) = 0 para i > 2.

Exemplo 5. Para o toro T? temos que Ho(T?) =~ Z. Além disso, pode-se
ver que Hy(T?) = Z & Z, Hy(T?) ~ Z e H;(T?) =0 para i > 2.

1.2 Homologia Relativa

Se X é um espaco topolédgico e A é um subespaco, existe uma inclusao natural
Sn(A) — S,(X), ie, S,(A) é um submédulo de S, (X). Pode-se entao
considerar o médulo quociente S, (X)/S,(A) que se denota por S, (X, A).
Como o operador fronteira 0, : S,(X) — S,—1(X) leva S,(A) a S,—1(A),
este induz um operador fronteira 9, : S,(X,A) — S,_1(X, A) definido por
On(la]) = [Ona] onde a € S, (X). Logo, temos uma seqiiéncia de operadores
fronteira

e S (X, A) B S, (X A) —

Agora, vejamos que 0,1 0 0, = 0 para todo n > 1. Seja a € S,(X), entao
(On-1 0 n)([a]) = (Fn1)(On([c])) = On-1([Ona]) = [0n-1(0n)] = [(On-1 0
On)(@)] = [0] = 0. Portanto, 0,,_1 0 0,, = 0 para todo n > 1.

Obtemos, entao, seqiiéncias de pares (S, (X, A), 9,,) com Im(9,) C Nuc(9,,_1).



Assim, {(S,(X, A),0,} define um complexo de cadeias chamado complexos
das cadeias do par (X, A) que denota-se Sy(X, A).
Como Im(0,,+1) € Nuc(d,), para cada n > 1, podemos definir os médulos
quocientes Nuc(9,,)/Im(d,,+1) que chamam-se os grupos de homologia sin-
gular do par (X, A) que denotam-se por H, (X, A).

Se f: X — Y é uma aplicagao continua com f(A) C B, ou mais concisa-

mente f : (X, A) — (Y, B), entao induz homomorfismos fu : S,(X,A) —
Sn(Y, B) ja que a aplicacao fu : Sp(X) — S,(Y) leva S, (A) a S,(B). As-
sim obtemos uma aplicagdo bem definida sobre quocientes, fx : S,(X,A) —
Sp(Y, B).
Agora, vejamos que se cumpre a relacdo fu0, = O,fx. Seja a € S,(X),
entio f0n([a]) = f4([9na]) = [F40na] = Onfyal] = dul(fyal) = Oufy([a))
Entdo, fx0, = Onfsx. Logo, fx induz um homomorfismo f, : H,(X,A) —
H,(Y,B). Além disso, tem-se que se [ : (X, A) — (X, A) é a identidade,
entdo I, : H,(X,A) — H,(Y,B) é a identidade e se f : (X,A) — (Y,B) e
g:(Y,B) — (Z,C) sao aplicagoes continuas, entao (g o f). = gs o f..

Proposicao 1.2.1. Se duas aplicagoes f,qg: (X, A) — (Y, B) sao homotopi-
cas, entao f. = g.: Hy(X, A) — H,(Y, B).

Agora, consideremos o diagrama:

onde 7 é inclusao e j é a aplicacao quociente. O diagrama é comutativo pela
definicao da aplicagao fronteira. Além disso, para cada n, a seqiiéncia vertical

0— Su(A) = Sp(X) — Su(X,A) =0

forma uma seqiiéncia exata curta. Assim o diagrama é uma seqiiéncia exata
curta de complexos de cadeias.
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A comutatividade dos quadrados significa que i e j sao aplicagoes de cadeia,
e por conseguinte induzem aplicacoes i, e j, sobre homologia. Para definir
a aplicacdo fronteira 0 : H,(X,A) — H,_1(A), seja [[a]]€ H,(X,A) onde
[a] € S,(X,A). Como j é sobre, [a] = j(a1) para algum «a; € S,(X).
O elemento da; € S,—1(X) estd em Nucj ja que j(0ay) = 9([a]) = 0.
Assim Ja; = i(ag) para algum as € S,_1(A) pois Nucj =Imi. Note que
Jay = 0 ja que i(dag) = Ji(a) = Jda; = 0 e i é injetora. Definimos
0: Hy(X,A) — Hy,_1(A) por 0 ([[a]]) = [a], [[o]] € Ha(X, A).

Teorema 1.2.1. A segiiéncia de grupos de homologia
= Ho(A) S Ho(X) 2o Ho(X, A) % Hyoy(A) 55 Hog(X) = -
€ exata.

A aplicacao fronteira 0 : H, (X, A) — H,_1(A) tem uma descri¢ao muito
simples: se [[a]]€ H,(X, A) onde [a] € S,(X, A)(a € S,(X) e é tal que o €
Sn-1(A)), entdo 9 ([[a]]) é a classe do ciclo da em H,_1(A). E imediato da
definicao algébrica do homomorfismo fronteira na seqiiéncia exata longa dos
grupos de homologia associados a uma seqiiéncia exata curta de complexos
de cadeias. Esta seqiiéncia exata longa faz precisa a idéia que os grupos
H, (X, A) medem a diferenca entre os grupos H,(X) e H,(A). Em particular,
o fato da seqliéncia ser exata implica que se H,(X, A) = 0 para todo n, entao
a inclusdo A — X induz isomorfismos H,(A) ~ H,(X) para todo n. A
reciproca também vale.

1.3 Excisao

Esta segao foi tomada de [5], capitulo 2.

Uma propriedade fundamental dos grupos de homologia relativos é dada pelo
teorema de excisao, descrevendo quando os grupos relativos H,(X, A) nao
sao afetados por exclusao, ou supressao, de um subconjunto Z C A.

Definicao 1.3.1. A inclusaoi: (X —Z,A—Z) — (X, A) € uma excisdo, se
induz um isomorfismo i, : H, (X — Z, A — Z) — H, (X, A) para cada n > 0.

Para um espaco X, seja U = {U;} uma colegao de subespacos de X
cujos interiores formam uma cobertura aberta de X, e seja SY(X) o sub-
grupo de S, (X) consistindo de cadeias ) a,7y tal que cada v tem imagem
contida em algum conjunto na cobertura U = {U,}. A aplicagdo fronteira
0 : S (X) — Sp1(X) leva SY4(X) a SY | (X), assim os grupos SY(X) for-
mam um complexo de cadeias. Denotemos os grupos de homologia deste
complexo por HY(X).
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Proposigao 1.3.1. A inclusio i : SY(X) — S,(X) é uma equivaléncia de
homotopia de cadeia, isto é, existe uma aplicagao de cadeia p : S, (X) —
SU(X) tal que ip e pi sio homotdpicas de cadeia o identidade. Portanto, i
induz isomorfismos HY(X) ~ H,(X) para todo n.

Demonstragao. Ver [5], pags. 119 - 124. ]

Teorema 1.3.1 (Teorema de Excisao). Dados subespagos Z C A C X tal
que o fecho de Z estd contido no interior de A, entdo a inclusio (X — 7, A—
Z) — (X, A) é uma excisdo, i.e., induz isomorfismos H, (X — Z, A — Z) —
H,(X,A) para todo n. Equivalentemente, para subespagos A, B C X cujos
interiores cobrem X, a inclusio (B,AN B) — (X, A) induz isomorfismos
H,(B,ANB) — H,(X,A) para todo n.

Demonstragao. Ver [5], pag. 124. [

1.4 O Teorema do Coeficiente Universal para
Homologia

Esta segao foi tomada de [5], capitulo 3, se¢@o tdpicos adicionais.
Homologia com coeficientes arbitrarios pode-se calcular em termos de ho-
mologia com coeficientes em Z por meio de uma formula algébrica.

Seja G um grupo abeliano. O grupo de cadeia S, (X;G) consiste das somas
formais Zv g4y com g, € G e g, = 0, e s6 um numero finito de g, sao difer-
entes de zero. Isto significa que S, (X;G) é uma soma direta de cépias de
GG, com uma cépia para cada n-simplexo singular em X. Mais geralmente, o
grupo de cadeia relativo S, (X, 4;G) = S,(X;G)/S0(A; G) é também uma
soma direta de cépias de GG, uma para cada n-simplexo singular em X nao
contido em A. A aplicagao fronteira 0, : S, (X;G) — S,—1(X; G) é definida
como 0O, (Zv 977> =22 o(=1) 9,79, A composicio de duas aplicagdes
fronteira é zero, de modo que {(S,(X;G),0,)} é um complexo de cadeias.
Definimos o n-ésimo grupo de homologia de X com coeficientes em
G, Hu(X;G), como o n-ésimo grupo de homologia deste complexo de cadeias.
Agora, formularemos a definicao de homologia com coeficientes em termos
de produtos tensoriais. Das propriedades basicas do produto tensorial segue-
se que S,(X,A;G) é naturalmente isomorfo a S,(X,A) ® G, via corre-
spondéncia ) g,y — > 7 ® g,. Sob este isomorfismo a aplicagio fron-
teira S,(X, A; G) — S,-1(X, A; G) torna-se na aplicacao 0®id : S, (X, A) ®
G — S,-1(X,A) ® G onde 9 : S,(X,A) — S,1(X,A) é a aplicagao fron-
teira usual para coeficientes em 7Z. Assim, temos o complexo de cadeias
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{(Sh(X,A) ® G,0 ® id)} cujos grupos de homologia chamam-se os gru-
pos de homologia de (X, A) com coeficientes em G que denotam-se
H,(X, A;G).

Sejam Z, (X, A) = Kerd,, C S,(X,A) e By(X,A) = Im0d,11 C S,(X,A). A
restricao de 0,, a esses dois subgrupos é zero, assim eles podem ser consid-
erados como subcomplexos Z,(X, A) e B.(X, A) de S.(X, A) com aplicagoes
fronteira triviais. Assim, temos uma seqiiéncia exata curta de complexos de
cadeias consistindo dos diagramas comutativos

00— Zo(X, A) Su(X, A) —2= B, 1(X, A) ——=0

L e T

0 Zn (X, A) — = S 1 (X, A) 2L B, 5(X, A) —=0 .

As linhas neste diagrama se decompoem ja que cada B, (X, A) é livre, sendo
um subgrupo do grupo livre S, (X, A4). Assim S,(X,A) =~ Z,(X,A) &
B,-1(X,A), mas o complexo de cadeia S.(X,A) ndo é a soma direta dos
subcomplexos de cadeia Z,(X, A) e B.(X, A) ja que o dltimo tem aplicagoes
fronteira triviais e as aplicagoes fronteira em S, (X, A) podem ser nao triviais.
Agora tensorizando com G obtemos o seguinte diagrama comutativo

0——Z,(X,A) @G Su(X,A) @G- B (X, A)®G——=0
lan@n'd J{an@id \L&m—l@id
n—1®id

OHZn_l(X,A)(gGHSn_l(X,A)@ HBn_Q(X,A)(X)G*)O

As linhas sao exatas pois as linhas no diagrama anterior se decompoem e os
produtos tensoriais satisfazem (A@ B)® G ~ AQG® B® G, assim as linhas
neste diagrama também sao seqiiéncias exatas que se decompoem. Logo
temos uma seqiiéncia exata curta de complexos de cadeias 0 — Z, (X, 4) ®
G — S(X,A) ® G — B,(X,A) — 0. Como as aplicagoes fronteira sao
triviais em Z,(X,A) ® G ¢ B,(X, A) ® G, a seqiiéncia exata longa associada
de grupos de homologia tem a forma

= Bh(X,A) G — Z,(X,A) @G — H,(X,AG) —
— B, (X, )G — Z, (X, A) @G —---. (1.1)

As aplicagoes ‘fronteira’ B, (X, A) ® G — Z,(X, A) ® G nesta seqiiéncia
sdo simplemente as aplicacoes i, ® id onde i, : B,(X,A) — Z,(X,A) é a
inclusao. Isto é evidente da definicao da aplicacao fronteira numa seqiiéncia
exata longa de grupos de homologia : no diagrama anterior tomamos um ele-
mento de B,,_;(X, A)®G, e o enviamos para tras via (9,®id) ' a S,(X, A)®
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G, entdo se aplica 0, ®id para obter um elemento em S,,_1(X, A) ® G, entao
o enviamos para tras a Z,_1(X,4) ® G.
A seqiiéncia exata longa (1.1) pode ser dividida em seqliéncias exatas curtas

0 — Coker(i, ® id) — H,(X, A; G) — Ker(i,—1 ® id) —

onde Coker(i, ® id) = (Z,(X,A) ® G)/Im(i,, ® id). O seguinte lema prova
que este cokernel é justamente H, (X, A) ® G.

Lema 1.3. Se a seqiiéncia de grupos abelianos A “BLooo¢ ezxata,
entao assim o é A®GM>B®GM>C®G—>O.

A situacao é que tensorizando a sequéncia exata curta
0 — Bo(X, A) ™ Z,(X, A) > Hu(X, A) =0 (1.2)

com G produz-se uma seqiiéncia a qual dé exata sé por inser¢ao do termo
extra Ker(i, ® id):

0 — Ker(i, ®i) — Bo(X, A) @G 22 Z,(X,A)®G — H,(X,A)®G — 0,

o que provaremos é que Ker(i,, ® id) realmente nao depende de B, (X, A) e
Zn(X, A) mas somente de seus quocientes H, (X, A), e de fato de G.

A seqiiéncia (1.2) é uma resolucao livre de H,(X, A), onde uma resolugao
livre de um grupo abeliano H é uma seqiiéncia exata

R ARG LN NNy Ny

com cada F}, livre. Tensorizando uma resolucao livre desta forma com um
grupo fixado GG produz-se um complexo de cadeia

SRl Rec M e G 0

pelo lema anterior esta ¢ exata em Fy ® G e H ® (G, mas a esquerda desses

termos esta pode nao ser exata. Por ora, escrevamos H,,(F'®G) para o grupo
de homologia Ker(f, ® id)/Im(f,+1 ® id).

Lema 1.4. Para quaisquer duas resolucoes livres F' e F' de H existem iso-
morfismos H,(F ® G) ~ H,(F' ® G) para cada n.

O grupo H,(F ® G), o qual s6 depende de H e G, é denotado por
Tor,(H,G). Como uma resolugao livre 0 — F; — Fy — H — 0 sempre
existe, segue-se que Tor,(H,G) = 0 para n > 1. Usualmente Tor,(H,G) é
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escrito simplesmente como Tor(H, G).

Existe um grupo Toro(H,G)? Com a definigao dada acima este seria zero
ja que o lema 1.3. implica que F1® G — Fo ® G — H® G — 0 é ex-
ata. Provavelmente é melhor modificar a definigao de H,(F' ® G) para ser
os grupos de homologia da seqiiéncia -+ — F1 G — Fy® G — 0,
omitindo o termo H ® G o qual pode ser considerado como um tipo de
aumento. Com esta nova definicdo, o lema 1.3. entao da um isomorfismo
Torg(H,G) ~ H ® G. Notemos que Tor(H,G) é um functor de G e H
: homomorfismos o« : H — H' e  : G — G induzem homomorfismos
a, : Tor(H,G) —Tor(H',G) e B, : Tor(H,G) —Tor(H,G"), satisfazendo
(@), = ana, (BF). = B.06,, ¢ id. = id.

Relembremos que temos um complexo de cadeia S, (X, A) de grupos abelianos
livres, com grupos de homologia denotados por H, (X, A), e tensorizando
S«(X, A) com G da outro complexo S, (X, A) ® G cujos grupos de homologia
sao denotados por H, (X, A; G). O seguinte resultado é conhecido como o
teorema do coeficiente universal para homologia ja que este descreve
homologia com coeficientes arbitrarios em termos de homologia com o grupo
de coeficiente ‘universal’ Z.

Teorema 1.4.1. Para cada par de espagos (X, A) ezistem seqiiéncias exatas
que se decompoem

0— H,(X,A)®G — H,(X,A;G) — Tor(H,—1(X,A),G) — 0

para todo n, e essas seqiiéncias sao naturais com respeito as aplicagoes (X, A)
— (Y, B).

Demonstracao. Ver [5], pag. 264. ]

A decomposicao das seqiiéncias acima implica que H, (X, A; G) é a soma

direta de H,(X,A) ® G e Tor(H,_1(X, A); G).



Capitulo 2

Cohomologia Singular

Aqui definiremos os grupos de cohomologia singular com coeficientes inteiros
sobre R para um espaco topoldgico qualquer. Também definiremos os grupos
de cohomologia singular relativos. Em seguida, a partir de uma aplicacao
continua dada entre espacos topolédgicos, obteremos homomorfismos entre os
grupos de cohomologia singular destes espacgos. Depois, definiremos o Pro-
duto Cup entre duas cocadeias, e o Produto Cap entre uma cocadeia e uma
cadeia. Obtera-se, um Produto Cup induzido entre dois grupos de cohomolo-
gia singular, e um Produto Cap induzido entre um grupo de cohomologia
singular e um grupo de homologia singular. Enunciaremos o Teorema de Du-
alidade de Poincaré. Por tltimo, apresentaremos a cohomologia com suporte
compacto e alguns resultados da teoria de cohomologia singular.

Para a apresentacao deste capitulo foi tomado como base [3] e [5]. As ferra-
mentas necessarias para as provas dos teoremas dados neste capitulo, assim
como os detalhes das suas demonstragoes, podem ser encontrados em [3], [5]
ou [10].

2.1 Grupos de Cohomologia Singular
Seja S™(X) := Hom[S,,(X), R].

Definigao 2.1.1. S"(X) € o grupo das n-cocadeias singulares de X com
coeficientes inteiros sobre R.

s

Definigao 2.1.2. A cofronteira de uma n-cocadeia singular h € S™(X) € a
(n + 1)-cocadeia singular 0™h definida por 6"h(a) = h(Opi1a), a (n + 1)-

15
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cadeta singular.

Spr(X) 25 5, (X)
i
R

Lema 2.1. Para cadan >0, " o™ =0:5"(X) — S"2(X).

Obtemos, seqiiéncias de pares (S"(X),d") com Im (6") C Nuc (§™*1).
Assim, S*(X) := {(5™(X),0")} define um complexo de cadeias chamado

complexo das cocadeias singulares em X com coeficientes inteiros
sobre R.

Definicao 2.1.3. Um elemento h € S™(X) é um n-cociclo se §"h = 0 e
denotamos por Z"(X) o subgrupo de tais elementos. Um elemento h € S™(X)

¢ um n-cobordo se existe g € S" (X)) tal que h = §""'g. Tuais elementos sao
agrupados em B"(X). Obviamente tem-se B"(X) C Z™(X).

Agora, como B"(X) C Z"(X), para cada n, pode-se definir o grupo
quociente H"(X) := Z"(X)/B"(X) que chama-se grupo de cohomologia
singular (com coeficientes inteiros) de dimensao n de X sobre R.
O complexo H*(X) := {(H"(X),0™)} é a cohomologia singular (com
coeficientes inteiros) de X sobre R.

Teorema 2.1.1. H"(X) € canonicamente isomorfo ao mdédulo Hom[H,(X),
R].

Exemplo 6. Se X é um ponto, entio H"(X) =0 paran >0 e H'(X) = Z.

Para uma aplicacao continua f : X — Y, temos um homomorfismo f# :
S™(Y) — S™(X) definido pela composi¢do de fu com cada homomorfismo

h:S,(Y) — R obtendo um homomorfismo f#(h) = ho fy:S,(X) — R.

Proposicao 2.1.1. Se f : X — Y ¢é uma aplicacio continua, entdo f#o" =

5 f#.

A proposicao anterior mostra que se f : X — Y é uma aplicagao continua,
o homomorfismo f# aplica cociclos a cociclos e cobordos a cobordos. Por-
tanto, f# induz um homomorfismo f* : H™"(Y) — H"(X) definido por
F7(R)) = [f# ()] para h € Z7(Y).

Teorema 2.1.2. Se duas aplicagoes f,g : X — Y sao homotdpicas, entao
elas induzem o mesmo homomorfismo f* = g*: H"(Y) — H"(X).

Exemplo 7. H(R") ~ Z, e H(R") = 0 para i > 0.
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Exemplo 8. H'(S') ~Z, H'(S') = Z, e H'(S') =0 para i > 1.

Se X é um espaco topoldgico e A é um subespaco, o grupo das n-cocadeias
singulares do par (X, A) é S"(X, A) := Hom [S, (X, A),R]. A cofronteira de
uma n-cocadeia singular h € S™(X,A) é a (n + 1)-cocadeia singular 6"h
definida por 6"h(a) = h(Op1100), o € Spi1(X, A).

Tem-se também, que se cumpre 6" o §" = 0 para todo n > 0. Assim,
S*(X,A) :={(S"(X,A),d")} define um complexo de cadeia chamado com-
plexo das cocadeias singulares do par (X, A).

Agora, como Im(6") C Nuc(6"*!), para cada n, podem-se definir os grupos
quocientes H™(X, A) := Nuc(6"™!)/Im(6") que chamam-se os grupos de
cohomologia singular do par (X, A).

Se f: X — Y é uma aplicacao continua com f(A) C B, ou mais con-
cisamente f : (X, A) — (Y, B), temos um homomorfismo f# : S"(Y, B) —
S™(X, A) definido pela composigao de fz com cada homomorfismo A : S, (Y,
B) — R obtendo um homomorfismo f#(h) = ho fy:S,(X,A) — R.
Também se cumpre a relacao, f#6" = 6" f#. Portanto, f# induz um homo-
morfismo f* : H"(Y,B) — H"(X,A) definido por f*([h]) = [f#(h)] para
h € Nuc(d").

Agora, da seqiiéncia exata
0 — Su(A) 5 S,(X) L 5,(X, A) — 0,
temos a seqiiéncia exata
0 - 57X, A) 25 s (x) L s7(A) - o.

Assim, podemos identificar S™(X, A) com um submdédulo de S™(X). Mais
exatamente, podemos considerar que S™(X, A) é o submédulo formado por
todas as cocadeias h € S"(X) tais que i#(h) = 0, i.e., que se anulam sobre
os simplexos contidos em A. Como j# comuta com o operador cofronteira,
através desta identificacdo a cofronteira de S™(X, A) passa a ser a restri¢ao
da cofronteira de S™(X).

Teorema 2.1.3. Se duas aplicagoes f,qg: (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicas,
entao f*=g*: H"(Y,B) — H"(X, A).

Teorema 2.1.4. A seqiiéncia de grupos de cohomologia
s HYX) S gAY S B X, A) D B X S BN A) —

é exata.
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Teorema 2.1.5 (Teorema de Excisao). Dados subespagos Z C A C X tal
que o fecho de Z estd contido no interior de A, entdo a inclusio (X —Z, A—
Z) — (X, A) € uma excisao, i.e., induz isomorfismos H*(X — Z, A —7Z) —
H"(X,A) para todo n. Equivalentemente, para subespagos A, B C X cujos
interiores cobrem X, a inclusio (B,AN B) — (X, A) induz isomorfismos

H"(B,ANB) — H"(X,A) para todo n.

2.2 Os Produtos Cup e Cap

Para definir os produtos cup e cap, consideremos a cohomologia com coefi-
cientes em um anel R. Seja v : A+, — X um simplexo singular. Con-
sideremos a m-face frontal de v dada pela composicao v o a,, : A,, — X
onde

A (L0, ooy T) = (X0, ooy T, 0, ..., 0),

e a n-face dorsal de v dada pela composi¢ao v o 3, : A, — X onde

BTy Tt 1s ooy Tingn) = (0, 0oy 0, Ty Tt 1y ovvy Tt ) -

Dadas cocadeias h € S™(X;R) e g € S*(X;R), o produto cup h — g €
Smt(X; R) é a cocadeia cujo valor sobre um simplexo singular v : A, 1, —
X é dado pela férmula

(b~ g)(v) = h(y o am)g(yoBa).

Esta operacao produto é bilinear e associativa, mas nao é comutativa. A
co-cadeia constante 1 € S°(X; R) age como elemento identidade.

Lema 2.2. 6(h « g) = 6h ~ g+ (—1)™h ~ dg para h € S™(X;R) e
g€ S"(X;R).

Da férmula §(h « g) = 0h —« g+ h — dg tem-se que o produto cup
de dois cociclos é outra vez um cociclo. Além disso, o produto cup de um
cociclo e um cobordo é um cobordo, ja que h ~ dg = £0(h — g) se 0h = 0;
e 0h— g=0(h— g) se 6g = 0. Segue-se, entdo, que existe um produto cup
induzido

H™(X;R) x H"(X; R) = H™"™(X; R)

dado por [h] « [g] = [h — g], que é bilinear e associativo.

Agora, sejam a cocadeia h € S™(X; R) e o simplexo 7 € S n(X; R), 0
produto cap h ~ v € S, (X; R) é o simplexo

b~y = hiy o am)(7 o B).
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Lema 2.3. Para h € S"(X;R) ey € Spin(X; R), temos
O(h ~v) = (=1)"(h ~ 9y = dh ~ 7).

Da relacao anterior, temos que o produto cap de um cociclo e um ciclo
¢ um ciclo. Além disso, se 0y = 0 entdao d(h ~ ) = £(6h ~ =), portanto
o produto cap de um cobordo e um ciclo é um bordo; e se h = 0 entao
d(h ~~v) = £(h ~ 07), portanto o produto cap de um bordo e um cociclo é
um bordo. Estes fatos implicam que existe um produto cap induzido

H™(X; R) X Hypon(X; R) — Ho(X; R)
o qual é dado por [h] ~ [v] = [h ~ 7]

Teorema 2.2.1 (Dualidade de Poincaré). Sejam M wuma n-variedade R-
orientdvel compacta e [M] € H,(M; R) uma classe fundamental de M, entdo
a aplicagio D : H*(M; R) — H,_x(M;R) definida por D(h) = h ~ [M] é

um isomorfismo para todo k.

2.3 Cohomologia com Suporte Compacto

Para a apresentagao desta se¢ao foi tomado como base o capitulo 3 de [5] e
a parte III de [3], onde encontram-se as ferramentas para provar os teoremas
dados aqui, assim como suas demonstracoes.

Diz-se que uma cocadeia h € S™(X) tem suporte compacto se existe um con-
junto compacto K C X talque h € S"(X, X—K) C S"(X), i.e., se h anula-se
em todo simplexo singular em X — K. As cocadeias com suporte compacto
formam um submoédulo, o qual serd denotado por S7(X) C S™(X). Notemos
que 0h também é zero sobre cadeias em X — K, assim dh encontra-se em
S™H1(X); portanto os grupos S™(X) formam um subcomplexo do complexo
de cocadeias singulares de X. Os grupos de cohomologia H?(X) deste sub-
complexo sao os grupos de cohomologia com suporte compacto. Pode-
se mostrar que H}'(X) é isomorfo ao limite direto dos grupos H"(X, X — K)
quando K varia sobre o conjunto dirigido consistindo de todos os subconjun-
tos compactos de X. Notemos que se X ¢ compacto, entao H'(X) = H*(X).

Agora, seja M uma n-variedade orientavel nao necessariamente compacta.
Definamos a aplicagao dualidade

D : H¥M) — H,_.(M)
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como segue. Para qualquer h € HY(M) = lim H*(M, M — K) escolha um
representante b’ € H*(M, M — K) e seja

D(h) =1 ~ [K].
Esta estda bem definida ja que, para K C L, o diagrama
HYM, M — K) — H*(M,M — L)

i’\[L]
~[K]
H, (M)

é comutativo. No caso especial onde M é compacto, note que D(h) = h ~
[M].

As ferramentas necessérias para a prova do seguinte teorema, tanto como
sua demonstragao podem ser encontradas em [3], [5] ou [10].

Teorema 2.3.1. Seja M uma n-variedade orientdvel. Entao o homomor-
fismo D aplica H¥(M) isomorficamente sobre H, _(M).

Por outro lado, consideremos uma variedade topoldgica M e um sube-

spaco fechado A. Seja U = M — A. Para cada conjunto compacto K C U,
do Teorema de Excisdo temos que a inclusao i : (U, U — K) — (M, M — K)
induz um isomorfismo entre os grupos de cohomologia. Consideremos o in-
verso deste isomorfismo H"(U,U — K) — H"(M,M — K). Estes isomor-
fismos comutam con os homomorfismos inclusao, portanto determinam um
tnico homomorfismo i : H(U) — HM(M).
A familia de todas as vizinhancas abertas V de A, formam um sistema indu-
tivo com o ordem dado pela inclusao inversa, i.e., V < V’'seesése V' C V.
Os grupos H"(V) formam um sistema indutivo com os homomorfismos in-
duzidos pelas inclusoes, pelo que podemos formar el limite indutivo

H"(A) =lim H"(V) .
v
Os homomorfismos inclusao H"(V) — H™(A) induzidos pelas inclusoes de-

terminam um homomorfismo limite k& : H"(A) — H"(A). Se este é um
isomorfismo, dize-se que A esta tensamente imerso em M.

Proposicao 2.3.1. Seja M uma variedade topoldgica metrizable e A um
subespaco fechado de M. Se A é um retracto absoluto de entornos entao
o homomorfismo natural k : H"(A) — H™(A) ¢ um epimorfismo. Se M ¢
também um retrato absoluto de entornos, entdo k é um isomorfismo.
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Demonstracao. Ver [3] pags. 231 e 232. ]

Agora, suponhamos que M é compacta. Para cada entorno V de A em
M, temos que K = M — V é um subespago compacto de U = M — A.
Consideremos a composi¢ao

(V)% H (M, V) — HNU,U - K) |

onde § é o homomorfismo de conexao e o segundo homomorfismo é a excisao.
E imediato comprobar que si trocamos V' por um entorno menor obtemos
um diagrama comutativo, pelo que podemos formar el limite indutivo destes
homomorfismos

& H"(A) — H"™ Y (U) .

Seja j : H*(M) — H™(A) o homomorfismo ¢ associado ao limite indutivo
que define a H"(A).

Teorema 2.3.2. Se M ¢é uma variedade topoldgica compacta, A um sube-
spaco fechado e U = M — A, entdo a sequéncia

c— HMU) S HY (M) L HMA) S BN U) — - -
¢ exata.

Demonstragao. Ver [3] pag. 232. O



Capitulo 3

Funcoes de Morse

Primeiro definiremos fungoes de Morse e provaremos o Lema de Morse. De-
pois, daremos exemplos deste tipo de fungoes.
Este capitulo esta baseado nas se¢oes 2 e 6 da parte I de [8].

3.1 Definicoes e Lemas

Sejam M™ uma variedade de classe C*° e f: M™ — R uma funcao C*°.

Definigao 3.1.1. Um ponto p € M chama-se ponto critico de f se Df(p) =
0.

Definicao 3.1.2. Um ponto criticop € M de f chama-se nao-degenerado se
a matriz D?f(p) € nao-singular. Caso contrdrio, dizemos que p é um ponto
critico degenerado.

Definicao 3.1.3. Se todos os pontos criticos de f sao nao-degenerados, [ é
chamada funcdao de Morse.

Associada a D?f(p) temos uma forma quadratica Q(z), a qual é definida
por Q(z) = (D?*f(p)z, ), para todo z € R", e chama-se a Hessiana de f
em p.

Como D?f(p) é simétrica a forma quadrédtica Q(x) = (D?f(p)x, z) pode ser
reduzida a forma canonica

(D2 f(p)z,x)y =~y — 3 — - =R+ Yy Y

para uma escolha conveniente das coordenadas i, ..., yn, onde h < n. Se a
matriz D? f(p) é nao-singular, entdao h = n. O ntiimero A é chamado o indice
de f em p, e o nimero n — A\ é chamado o grau de singularidade de f
em p.

22
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Lema 3.1. Seja f uma funcao C*° numa vizinhanca convexa V de 0 no R,
com f(0) = 0. Entdo

f(xy, . x,) = ing(:cl, ey X))
i=1

para algumas fungoes C convenientes g; definidas em V, com ¢;(0) =
- (0).

Lema 3.2 (Lema de Morse). Sejam f: M™ — R uma fun¢io C* ep € M
um ponto critico nao-degenerado de f. FEntao existe uma vizinhan¢a U de
p em M e um sistema de coordenadas locais (Y1, ..., yn) tal que y;(p) = 0,
1=1,...,n e a sequinte identidade se cumpre em U

f@)=fp) —yi— =R+ 3+
onde (Y1, ..., Yn) SGo as coordenadas de q, e X\ € o indice de f em p.

Demonstracao. Notemos primeiro que se existe alguma tal expressao para f,
entao A\ deve ser o indice de f em p. Para qualquer sistema de coordenadas
(21, - 2n), s€ f(@) = f(p)—(21(0))" = = (2a(@))* + (2241(0))* 4 - -+ (2a(a))°
entao temos que

-2 sei=7j <A\,
(p)=4 2 sei=j> A\,

0 sei#j,

o qual mostra que D?f(p) é uma matriz diagonal, onde os elementos da
diagonal sao £2, e o nimero de valores proprios nagativos ¢ igual ao ntimero
A da representacao anterior para f.
Agora provaremos que tal representagao para f existe. Seja (x1,...,x,) um
sistema de coordenadas locais em uma vizinhanca U de p tal que (z1(p), ...,
Zn(p))
= 0. Sustituindo f por f — f(p) podemos supor que f(p) = f(0) = 0.
Pelo lema anterior podemos escrever

0 f
8ziazj

f(xy, . x,) = ingi(xl, ey T
i=1

em alguma vizinhanga convexa V' de 0 no R", onde ¢;(0) = g XZ (0) = 0, pois
p é um ponto critico de f.

Agora, aplicando o lema anterior a g; temos

gi(ZEh ,l‘n) = ijhij(xl, ,Z‘n>
j=1
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para certas funcoes suaves h;;. Segue-se que

f(l'l, ,In) = Z injhij(l‘l, ,(L’n)

ij=1

Denotando h;; = %(hzj + hj;), temos que h;; = hj; e

n
f(l'l, ceey l’n) = Z xixjhl-j(xl, ceey (L’n)
ij=1

Como h;;(p) = %%aij(p), a matriz (hy;(p)) € igual & matriz $D?f(p) entdo
(hij(p)) é ndo-singular.

Logo, sem perda de generalidade, podemos assumir que a matriz (h;;) é
simétrica. Se as fungoes h;; sao constantes entao para provar o teorema ¢ su-
ficiente reduzir a forma quadrética associada a f(zy, ..., x,) & forma canonica.
Tendo escrito f na forma

f(l’l, ,J?n) = Z $Z‘l’jhi]‘(l’1, ,l’n)

1,j=1

onde a matriz (h;;) é simétrica e nao-singular em 0, podemos fazer uma

. / ’ ~
mudanga de coordenadas linear (x, ..., z, ) para obter uma representacao da
forma

/ / /~ ’
flzy, ..z, Zx hij (7, ... )
6j=1

de modo que il11(0, ..,0) # 0. Logo, podemos assumir que de fato temos
h11(0,...,0) # 0. Por continuidade, podemos supor que hq; tem sinal con-
stante numa vizinhanca de (0, ...,0). Portanto, numa vizinhanga de (0, ...,0)
podemos escrever

f(.’[‘l, ,In) = Z ZL’iZEth'j<.T1, ,ZEn)

i,j=1
n n
= hllflfl + 2 hilfljil'l + hijfEi.ﬁL'j
i>1 1,7>1

hiiz;

2
sinal(hq1(0, ...,0))+/ |h11|>

= sinal(h11(0,...,0)) ( ||y + Z
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Z hithijziz; + Z hijx;z;

11\

1,7>1 1,7>1
hl hy;
= sinal(h11(0, Ny? + Z ( }1 1J) TiT;
3,j>1 | 11|

onde a nova coordenada y; é dada por

u(:vl, vy T )T
Yy = \/|]’L11<l’1, e, L |ZE1 -+
7,>Zl sinal hll \/|h11 .171, o L )|

Pelo teorema da funcao inversa, a transformacdo de coordenadas (xy, ..., z,)
— (Y1, T2, ..., T, ) é um difeomorfismo de uma vizinhanga da origem em outra
vizinhanca da origem. Notemos também que a matriz

(h~ B hilh1j>
Dbl ) ciien

¢ nao-singular no ponto (0, ...,0) e é simétrica. Portanto podemos aplicar o
raciocinio anterior a funcao

= hz’lhl’)
hi' — J T, x; ,
Z( 7 b ’

i,j>1

e assim sucessivamente, reduzindo finalmente a forma quadrética a forma
canonica, o qual completa a prova do teorema. Il

Corolario 3.1.1. Todo ponto critico nao-degenerado é isolado.

3.2 Variedades em Espacos Euclidianos

Seja M"™ uma variedade diferenciavel. Um resultado classico de Whitney
mostra que M"™ esta mergulhada diferenciavelmente num espaco euclidiano
de dimensao menor ou igual que 2n + 1. Portanto, é suficiente supor que M
é uma subvariedade num espaco euclidiano R™*.

Seja N C M x R"** definido por

N={(q,v):q€ M e v éortogonal a M em q }.

N ¢é uma variedade diferencidavel de dimensao n + k£ mergulhada diferenci-
avelmente em R2("*%) (N é o espaco total do fibrado vetorial normal de M).
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Consideremos a aplicacdo E : N — R"** definida por E(q,v) = ¢+ v (E é
a aplicagdo “ ponto final 7).

E(q,v)

Definigao 3.2.1. Um ponto e € R™™* ¢ chamado um ponto focal de (M, q)
com multiplicidade  se e = q¢ + v onde (q,v) € N e o jacobiano de E em
(q,v) tem nulidade > 0. O ponto e é chamado um ponto focal de M se e é
um ponto focal de (M, q) para algum q € M.

Lema 3.3. Para quase todo x € R*"™* o ponto x ndo é um ponto focal de

M.

Demonstracao. Temos que N é uma variedade de dimensao n+ k. Um ponto
x é¢ um ponto focal de M se e s6 se x estd na imagem do conjunto dos pontos
criticos de E : N — R"**. Portanto, pelo teorema de Sard, o conjunto dos
pontos focais tem medida zero. Il

Agora, seja u = (ug, ..., u,) um sistema de coordenadas para uma regiao
da variedade M C R"**. Consideremos a parametrizacao

T(Upy ooy tn) = U (UL, oy Un) = (X1 (UL, oy U )y ooy T ke (U, ooy U ).

A primeira forma fundamental associada com o sistema de coordenadas
¢é definida como a matriz n x n simétrica de fungoes de valor real

(g )= Or  Ov
gU - 8u1 8uj '

A segunda forma fundamental é a matriz n xn simétrica ( [;; ) de fungoes
. s . 2

de valor vetorial, onde /;; ¢ definida como segue. O vetor 63 o

10Uj

de M pode ser expressado como a soma de um vetor tangente a M e um

2
vetor normal a M. Defina [;; como a componente normal de 63 e
1OUj

num ponto
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Ou;0u;

chama-se a segunda forma fundamental de M em ¢ na diregéoj .

Suponha que o sistema de coordenadas foi escolhido de forma que a matriz
( gi; ) avaliada em ¢ é a matriz identidade. Entdo os autovalores da ma-
triz (v - l;; ) sdo chamados as curvaturas principais ki, ..., k, de M em
¢ na direcdo normal v. Os valores k; ', ...,k sdo chamados os raios de
curvatura principal. De fato, pode acontecer que a matriz (v -[; ) seja
singular. Neste caso um ou mais dos k; seriam zero, logo o raio correspon-
dente k; ! ndo estaria definido.

S . 2
Dado um vetor unitario v normal a M em ¢, a matriz (v S ) =(v-l;)

Agora considere a linha normal ¢ consistindo de todos os ¢ 4 tv, onde v
¢ um vetor normal a M em q.

Lema 3.4. Os pontos focais de (M,q) ao longo de { sao precisamente os
pontos q + k; v, onde 1 < i < n, k; # 0. Assim, existem no mdrimo n
pontos focais de (M, q) ao longo de ¢, contadas as multiplicidades.

Demonstragao. Localmente, escolhamos k campos vetoriais ortonormais wy (uq,

o Up) sy We(U, ..., uy) ao longo da variedade, ortogonais a esta. Intro-
duzamos coordenadas (uy, ..., Uy, t1, ..., tx) sobre a variedade N C M x Rtk
como segue. Seja (Uq, ..., Up, L1, ... tk) correspondente ao ponto

( z(ug,...,u Zt Wq ul,...,un)> € N.

Entao a funcao F : N — R"** d4 a correspondéncia

(U ooy Uy b1y ooy ) — (U, ooy ) + Ztawa(ul, ey Up),

com derivadas parciais

Oe __ Owg
du; 8u, + Z to‘ ou;
de __

8155 - wﬁ

Multiplicando a matriz jacobiana de e a esquerda pela matriz (n+k) X (n+k)
nao-singular cujas linhas sdo os (n + k)-vetores linearmente independentes
68_51’ e 887"’”, wy, ..., Wi obtemos uma matriz n X n cujo posto ¢ igual ao posto
da matriz jacobiana de E no ponto correspondente. Esta matriz n x n tem

a seguinte forma

ox Owg,
(Bui. +Z taau 'Buj) 0

(Z ta%i“ ) Tiexi
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assim o posto é igual ao posto do bloco superior esquerdo. Usando a identi-

dade
0 " O _6wa'8w+w ' 0%z
N au, “ 8uj ﬁuz 6uj “ 6u18u3 ’

vemos que este bloco superior esquerdo é a matriz

<gij _Ztawa'lij ) .

Logo, ¢ + tv é um ponto focal de (M, q) com multiplicidade p se e s6 se a
matriz

0

(gij —tv-ly)
¢é singular com nulidade pu.
Agora, suponha que ( g;; ) é a matriz identidade. Entao, ( g;; —tv-1;; )
¢ singular se e s6 se + ¢ um autovalor da matriz (v - l;;). Além disso, a
multiplicidade p € igual a multiplicidade de % como autovalor. O]

Agora, seja p € R"™*. Consideremos a funcdo L, : M — R dada por
Lyp(x(uy, oy un)) = [[@(ur, ooyun) =pl? =2 -2 =22-p+p-p.

Temos que
oL, 5 Oz

Logo, L, tem um ponto critico em ¢ se e s6 se ¢ — p ¢ normal a M em g.
As segundas derivadas parciais de L, sao

0?L, 5 Ox @jL Ox (z - p)

(z—p) .

Assim, se v = p — ¢ é normal a M em ¢, entao ¢ é um ponto critico de L, e
a matriz hessiana de L, em ¢ estd dada por

dr Ox ox
Ly)=2{ 5~ o —5——v | =2(g;—v-ly).
}Cq( p) (8% (9uj 8ulau] U) (.gm v ll])

Lema 3.5. O ponto g € M € um ponto critico degenerado de L, se e s6 se
p € um ponto focal de (M,q). A nulidade de g como ponto critico é igual a
multiplicidade de p como ponto focal.

Teorema 3.2.1. Para quase todo p € R™™ a fungdo L, : M — R™ é uma
funcao de Morse.
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Lema 3.6. O indice de L, num ponto critico nao-degenerado g € M ¢ igual
ao numero de pontos focais de (M, q) que se encontram sobre o segmento de
p a q; cada ponto focal sendo contado com sua multiplicidade.

Demonstracao. O indice da matriz

Jr Ox
%q(Lp)—Q(Gui'a—uj—v'lz‘j)

¢ igual ao nimero de seus autovalores negativos. Se escolhemos um sistema
de coordenadas tal que a matriz ( g;; ) é a matriz identidade, entao este indice
¢ igual ao nimero de autovalores de ( v -l;; ) que sdo maiores que 1. O]



Capitulo 4

Campos Gradiente e Homologia
Relativa

Seja M uma variedade diferenciavel Riemanniana.

Definicao 4.0.2. Um campo de vetores X em M ¢é dito um campo gradiente
se existe f: M — R diferenciavel tal que X = grad f com respeito a métrica
Riemanniana dada em M.

Proposicao 4.0.1. Suponhamos que M ¢é compacta. Sejam f : M — R
diferencidvel e X = -grad f o campo gradiente associado a funcao —f com
respeito a métrica Riemanniana dada em M. Entao:

1. f € mondtona decrescente ao longo das trajetorias nao-singulares de X,
2. X nao possui orbita periodica nao constante,

3. Sep € M é um minimo isolado de f, entao p é uma singularidade
assintoticamente estdavel de X,

4. Os conjuntos limite o(p) e w(p), p € M, consistem somente de pontos
criticos de f.

Corolario 4.0.2. Suponhamos que M é compacta e seja f: M — R difer-
enciqvel. Eriste uma homotopia Hy : M — M tal que:

1. Ho = Id,
2. Hi(q) = q, para todo q ponto critico de f,

3. Se g € M ndo é ponto critico de f entdao f(H(q)) € mondtona decres-
cente.

30
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Proposicao 4.0.2. Sejam M compacta e f : M — R diferencidvel. Para
cada ¢ € R denote por E(f,c) o conjunto dos pontos criticos de f com nivel
c. Ezxiste um isomorfismo entre os grupos de homologia singular relativa

Ho(If <d,[f <) e Ha([f <d|JE(f 0). [f <),

sendo este dado pela inclusao

(1f < AU B0 1f < d) — (If < LIf < o).

Demonstracao. Seja g : ([f < ¢],[f < ]) = ([f < ¢, [f < ¢]) definida por
g(q) = Hi(q) onde Hy : M — M é a homotopia do coroldrio anterior. Note
que como t — f(H:(q)) é mondtona nao-crescente temos que g([f < ¢]) C
If <, g([f <¢]) C[f <], ouseja, g é bem definida como aplicagao de
pares.

o (o]

Por simplicidade, denotamos A = [f < ¢|, A=[f < ¢],B = g(A) e B =

g (fi) . Seja i (B, é) — (A,/i) a aplicacao inclusao.

o\ 9
Afirmacao. (A, A)

i

(B, B) € uma equivaléncia de homotopia.

Demonstragao da afirmacao. Com efeito, para cada t € [0, 1] vale H;(B) C

BHt()CBHt()CAth<>CA O

Logo, pelo Corolario 1.1.3., 7, : H, (B, B) — H, (A,A> ¢ um isomor-

j: (B,BO> 5 (ﬁUE(f,c),A’)
e - (ﬁUE(f,c),ﬁ) ~ (A,ﬁ)

as aplicagoes inclusao (note que B C A U E(f, c) uma vez que se ¢ € A nao
é ponto critico de f entao vale que f(g(q)) = f(Hi(q)) < f(Ho(q)) = f(q) <

fismo. Assim, consideramos agora
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¢). O seguinte diagrama é comutativo

H, <B,BO) ., (A,fi)

H, <2i UE(f, c),ji)

e sendo 7, um isomorfismo segue entao que k, ¢ um isomorfismo. O
Corolario 4.0.3. Se H,([f < c|,[f < ¢]) # 0 entao E(f,c) # 0.

Corolario 4.0.4. Nas hipdteses da proposi¢io acima, se E(f,c) é discreto
entao

H(f <c,[f <)~ @ Hulf < Jp}1f <.

PEE(f;c)

Demonstragao. Como M é compacta e E(f,c) é discreto entao E(f,c) é
finito. Logo, pelo Teorema de Excisao, temos que

H(f<d,[f<d)r @ Huf <d|Jlp}1f <.
peE(f;c)

]

A seguir calcularemos efetivamente a homologia de cada parcela no corolério
anterior.

Proposicao 4.0.3. Sejam f : M — R diferencidvel e p € E(f,c). Supon-
hamos p nao-degenerado de indice ro. Entao

0 sen#ro,

1,1 <) [f <) %{

Z. sen=ry.

Demonstracdo. Pelo Lema de Morse, existe um sistema de coordenadas local
(y,V), centrado em p € V', com y(p) = 0, tal que

foe=—yi = =y Yt

Agora, tomemos uma vizinhancap € U C V com y(U) = B(0; €) bola fechada
em R™. Seja U, := U ([f < ] U{p})-
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[f <]

Afirmagio. H,([f < dU{p}.[f < d) ~ H, (0,.T, — {p}).

Demonstragao da afirmagao. Com efeito, U, ¢é vizinhanca fechada de p tal
que U[f < c| = U, — {p}. Pelo Teorema de Excisao, temos que H,([f < ¢]
Uilph [f < d) = H(([f < JU{pHNU[f < JNU) = Hy (U, U, — {p}).

[

Agora, o sistema de coordenadas (y, V) induz um homomorfismo de pares
entre (Up, U, — {p}) e (W J{0}, W) onde

W= {(y1, .., Ym) €B0;e) | —y; — - — 2 + Y21+ +yn <0}.

‘B(O; 8)
Y
p— P ~_ = .

—yi— =yt ey <0

Defina G, : (W J{0},W) — (W J{0}, W) pondo Gi(y1, ..., Ym) = (Y1, ..,
Yres (L = O)Yrgs1s s (1 — )ym), t € [0,1]. Obtemos entdo uma homotopia de
pares entre a aplicacdo identidade e a proje¢ao 7 : (Y1, ..., Ym) —— (Y1, -+, Yrg, 0,
..,0). Seja B = y (U) N (R™ x {0}) = B(0;¢)(R™ x {0}). Entao = :
(WU{0},Ww) — (B™,B™ —{0}) define uma equivaléncia de homotopia
(note que B C W {J{0} e que G, (B™) C B™,Vt). Logo, pela Proposi¢ao
1.2.1., H,(W {0}, W) e H, (B™,B™ — {0}) sao isomorfos. Assim, como

Hn (BTO,BTO _ {0}) ~ Hn (BTO,Sro—l) ~ { OZ sen 7é 7o,
sen =ro,

obtemos o resultado. O
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Corolario 4.0.5. Sejam M compacta e f : M — R diferencidavel. Suponha
que E(f,c) contém somente pontos criticos nao-degenerados. Entdo temos
que posto(H,([f < c],[f < ¢])) = #{p € M| p € ponto critico com f(p) =
c e indice n}.

Demonstragao. Pelo Corolario 3.1.1., E(f, ¢) é discreto. Logo, pelo Corolario
4.0.6., temos que

H([f<d[f<d)= @ Hallf <dJp}[f <)

PEE(f;c)

onde, pela proposicao anterior,

0 se p tem indice # n,

1 se p tem indice = n,

posto(Ho([f < o] |} [f < ) = {

donde segue-se o resultado. O]



Capitulo 5

As Desigualdades de Morse

Consideraremos um espaco topoldgico qualquer X. Definiremos os niimeros
de Betti de X, e os nimeros de Betti do par (X,Y) onde Y é um subespago
de X. Daremos dois lemas que relacionam alguns destes ntimeros sob certas
condicoes. Em seguida, definiremos os ntimeros de Morse para uma funcao
de Morse qualquer, e veremos duas propriededes destes. Por fim, daremos as
desigualdes de Morse que relacionam os nimeros de Betti com os nimeros
de Morse.

Definicao 5.0.3. Sejam X um espago topologico e Y C X. Os numeros
Ry(X) = posto(H,(X)), Ry(Y) = posto(H,(Y)) ¢ Ry(X,Y) = posto(H,(X,
Y)) sdo chamados, respectivamente, o g-ésimo numero de Betti de X, Y e
(X,Y).

Lema 5.1. Sejam X um espaco topologico e Y C X. Suponhamos que
os numeros de Betti R,(X) = posto(H,(X)), R,(Y) = posto(H,(Y)) e
R,(X,Y) = posto(H,(X,Y)) sao todos finitos e que R,(-) = 0 para todo
q ¢ {0,1,....,m}. Entao vale a sequinte formula

X(X) =x(Y) + x(X,Y)
onde, por definigio, x(-) := 1" o(—=1)7Ry(-).
Demonstracao. Consideremos a seqiiéncia exata do Teorema 1.2.1.
= Hy(Y) o Hy(X) T Hy(X,Y) % Hyo (V) 55 Hya(X) = -

Das hipotéses e a exatidao da seqiiéncia, segue-se que

0= Z(—l)q(posto(Hq(Y)) — posto(H,(X)) + posto(H,(X,Y))).
Logo, x(X) = x(Y) + x(X,Y). O

35
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Lema 5.2. Sejam X um espago topoldgico e ) = Xg C X; C--- C X = X.
Suponhamos que os nimeros de Betti R,(X;, Xi—1) e Ry(X) sao todos finitos
e se anulam para q ¢ {0, ..., m}. Entao vale que

X(X) = x(X5, Xj),

j=1

Definicao 5.0.4. Sejam M wvariedade diferencidavel compacta e f : M — R
funcao de Morse. O r-ésimo niumero de Morse de f €, por defini¢do, o niumero

M(f,r) = #{ pontos criticos de f com indice r}.

Proposicao 5.0.4. Sejam M wvariedade diferencidvel compacta e f : M — R
fungdo de Morse. M(f,r) satisfaz as sequintes igualdades:

1. M(f, T) = Zf:llpotStO(Hr([f < Ci], [f < Ci]));

2. M(f,q) =S R([f < ail,[f < ai)),

onde ag = —00, g1 = +00 e ay < --+ < ap SAG0 NUMEros reais qUaLSqUer
tais que entre a; e a;yq exista somente um nivel critico, digamos c;, de f.

Demonstracao. 1. Segue-se da Proposigao 4.0.3..

2. Consideremos dois casos:

1° Caso - Suponha que f assume valores distintos nos seus pontos criticos.
Denotemos por py, ..., pr+1 0s pontos criticos de f, com f(p;) = ¢; € (a;-1,a;),
i=1,...k+ 1. Como p; é o unico ponto critico de f em [a;_1 < [ < a4,
segue-se que [f < a;] e [f < a;—1]|Je" s@o homotopicamente equivalentes,
onde e é uma r; — célula e r; é o indice de p;. Logo, H,([f < ail, [f < ai—1])
e H/([f < ai1]Ue™, [f < ai—1]) sao isomorfos. Pelo Teorema de Excisao,
temos que H,([f < a;.1|UJe™, [f < ai—1]) = Hy(e™,é™) onde € é o bordo
de e™. Entao,

0 seq#ri,

Hy([f < ail, [f < aia)) = H,(B",8" ) ~ { Z seq=r

e portanto,
k+1

Zunf <al,[f <ain)) = M(f,q).

2° Caso (caso geral) - Podemos efetuar uma pequena perturbagao em f em
torno de seus pontos criticos, sem altera-los e sem alterar seus indices. Assim,
podemos supor que f assume valores distintos nos seus pontos criticos. O
resultado seguird entao do 1° Caso. O]
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Corolario 5.0.6. Nas hipotéses da proposicao anterior,
X(M) = (=1 M(f, 7).

Demonstragao. Sejam os subespagos ) = [f < ag]l C[f <aq] C--- C[f <
ag] C [f < agt1] = M. Os ntmeros de Betti R ([f < a;],[f < a;—1]) s@o
todos finitos e se anulam para ¢ ¢ {0, 1,...,m}, de modo que pelo Lema 5.2.
temos que

DM (fr) =) (1) ZRT([f < a5], [f < aj])

=ZZ A < ag) [f < aj))
k+1

= > x(If <a,[f <aj])

]

Teorema 5.0.7 ( Desigualdades de Morse ). Sejam M wvariedade difer-
enciqvel compacta e f: M — R fungcao de Morse. Sejam ag = —00, Ay =
+o00 e a; < -+ < ap numeros reais quaisquer tais que [f < a;] contém ez-
atamente i pontos criticos. Entdo, entre os numeros de Morse de f e os
numeros de Betti de M existem as sequintes relagoes:

M(f,1) = M(f,0) = Ry(M) — Ro(M)

M(f,q) = M(Frq = 1)+ -+ (“DSM(1,0) = Ry(M) — Ry 1(M) + - +
(=1)2Ro(M).

Além disso, tem-se M(f,r) > R,.(M), para todo r > 0, e se existe ro tal que
M(f,ro+1) =0, entdo

M(f,’l“o)—M(f,T'D—1)—|—~"—|—(—1)T0M(f,0) :RTO(M>_RT0—1<M>+'“+
(=1)"°Ro(M).
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Notacao. Consideremos a seqiiéncia exata do par ([f < a;],[f < a;—1]) do
Teorema 1.2.1.

= Ho([f < aa)) 2 Ho([f < ail) 25 Ho([f < al, [f < aia]) 2

Hy o ([f < aima)) 5 Hoa([f <a)) — -

Ponhamos R,(a;) = posto(H,([f < a;])), R, = R.(M), l,(a;) = posto(j.(H,
(If < a)) = posto(Nuc(d)), L, = S, 1.(a;), n.(a;) = posto(d(H,([f <
ai], [f < aia]))) e Np =32 ne(ai).

Demonstracao. Temos que
ne(ai) + l(ai) = Rp([f < ai], [f < aia]),
logo pela Proposicao 5.0.4.,
N, + L. = M(f,r).
Além disso, tem-se
lr(ai) = Ry(ai) — posto(in(H,([f < ai1])))
= R.(a;) — R,(a;—1) + posto(Nuc(iy))
= R.(a;) — Ry(ai-1) + nypa(ai),

portanto,
Ry(a;-1) = —l.(a;) + Rr(a;) + npy1(aq).

Contudo, utilizando-se a equacao anterior de modo sucessivo para se extrair
o valor de R,(a;) com i € {0,...,k + 1}, obtém-se

Rr(ak) - _lr<ak+1) + Rr<ak+1) + nr—l—l(ak—l-l);

Ry(ap—1) = =l (aps1) — L (ar) + Re(apgr) + npgr(apgr) + g (ag),

R,(ag) = —l(apy1) — - — l(a1) + Re(ars1) + npgr(arsr) + -+ npypr(an).

Agora, como R,(ap) = R,(—o0) =0 e R,(ags1) = R.(+00) = R,, da dltima
igualdade acima obtemos

0= —L,+ Ry + Nyuy, ie., Ry =Ly — Nyyi.
Logo, como N, + L, = M(f,r), M(f,r) — R, = N, + N,,;. Portanto,

M(f,r) > R,,Vr > 0.
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Temos também que M (f,0) — Ry = No+ N; = Ny > 0, pois Ny = 0 uma vez
que O(Ho(+)) = 0. Assim, vale

(M(f,1) = Ry) — (M(f,0) = Rg) = N1 + Ny — Ny = Ny >0,

(M(f72)_R2)_(M<f’1)_R1>+(M(f70)_RO):
Ny + N3 — N; — Ny + Ny = N3 > 0,

(M(f,m)—Ry)— (M(fym—1)— Ry_1)+---
+ (=1)™(M(f,0) = Ro) = N1 2 0

o que prova as desigualdades de Morse.
Agora, se M(f,ro+ 1) =0 entdao R,,11 = 0. Logo, temos que

~M(f,ro) + -+ (=DM (f,0) > —Rpy 4 -+ + (1) Ry,
donde obtém-se
RTO _Rro—l +--t (_1)T0R0 > M(f, 7’0) —M(f, o — 1) + .. “|‘(—1)TOM<f, 0)_

Como a desigualdade inversa também se cumpre, temos a igualdade. O]



Capitulo 6

O Teorema de Lefschetz

Aqui daremos uma prova do Teorema de Lefschetz baseada no seguinte re-
sultado sobre homologia de variedades de Stein.

Uma variedade de Stein é uma variedade complexa que pode ser mer-
gulhada biholomorficamente como um subconjunto fechado de algum espago

CV.
Teorema 6.0.8. Seja X uma variedade de Stein n-dimensional. Entao

H;(X) =0 para i > n,

H,(X) nao tem torgao.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2.1. podemos escolher um ponto py € (CV —
X) tal que a fungao L,, : X — R dada por L,,(q) = |lg — p||*, ¢ € X é uma
fungao de Morse. A funcao L,, é uma fungao prépria, portanto podemos
aplicar as desigualdades de Morse

M(L,,,1) > R;(X, k) = posto(H;(X; k))

onde k é um campo arbitrario.
Pelo Teorema do coeficiente universal, temos que

Hi(X,r)=H(X)®kr & Tor(H;_1(X), k).

Logo, o resultado segue-se se provamos que M(L,,,i7) = 0 para i > n, i.e., se
provamos que nenhum ponto critico tem indice maior que n.

Seja p um ponto critico de L,,. Escolhamos coordenadas complexas z3 =
Tog—1 + 123, 1 < B < N, com 1, ...,x9n como coordenadas retangulares
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para o espaco euclidiano R?V | e tais que p estd no origem e o espaco tangente
a X em p tem equagoes z,.1 = --- = zy = 0. Além disso, suponha que py
tem coordenadas zg = 0 para 3 # n+1, z,4.1 = a > 0, i.e., py encontra-se
no eixo real xg, 1 positivo.

Zn+1

Numa vizinhanca de p, z1, ..., 2, podem ser usadas como um sistema de co-
ordenadas locais em X, de forma que esta possa ser representada localmente
em CV por

2(21y s 2n) = (21, o0y Zny 2001 (21, ooy Z0), ooy 2N (215 205 20) ).

Agora, numa vizinhanga de p tem-se que

8Zn+l 0? Zn+1
n = <n + H y ety Any
a1 = 201 (0 Z 825 Z 825827 0)262, + H(z1 2n)

B=1 By=1

1 ~ 82Zn+1
= Z D202, (0)zp2y + H(21, ..., 2n),

Y=

onde H junto com suas primeira e segunda derivadas anulam-se em 0. Seja,

2n
1 .
Tony1 = Re(zp11) = 3 E b; jx;x; + termos de ordem superior.

i,j=1
Podemos supor que a parte quadrética esta na forma diagonal, e escrevamos

2n
Topt1 = 3 E bix? + termos de ordem superior.
i=1
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Logo, temos que

1
Hy(Lyy) =2 < I— 5(1( bij ) ) ~ diag( 2 — aby,...,2 — aby,).

Entao, o indice de p ¢é igual ao nimero dos b; tais que b; > % > (. Mas os b,
sao os autovalores da parte real de uma forma quadratica complexa, logo se
b; > 0 é um autovalor entao —b; < 0 também é um autovalor. Portanto, no
maximo n deles podem ser maior que zero.

Por conseguinte, M (L,,,i) = 0 para todo ¢ > n. Logo, posto(H;(X;k)) =0
para i > n onde k é um campo arbitrério, e assim H;(X) = 0 para i > n.
Também temos que

0= H,1(X, k) = [Hp1(X) ® k] & Tor(H,(X), k) .

Logo, Tor(H,(X), ) = 0 onde x é um campo arbitrario. Como Tor(H,(X),
Zy,) é o subgrupo de H,(X) de elementos de ordem n, e Tor(H,(X),Z,) =0
para todo n, entao H,(X) nao tem torgao. O

O seguinte é o Teorema de Lefschetz sobre Secoes Hiperplanas e a prova
foi dada por A. Andreotti e T. Frankel em [1].

Teorema 6.0.9 ( Teorema de Lefschetz ). Seja V' uma variedade algébrica
irredutivel de dimensdo n no espago projetivo PN (C). Denote por Vi a sub-
variedade obtida quando cortamos V' com uma hipersuperficie W que contem
o singular locus de V' e nao V. Entao o homomorfismo

it H (V) — H" (V)
induzido pela aplicagao inclusao i : Vo —V é
1. bijetor parar <n —1
2. wngetor parar =n —1
e o grupo quociente H" 1 (Vy)/H" (V') nao tem tor¢ao.

Demonstracao. Seja p o grau de W. Consideremos o morfismo de Veronese
9 : PY(C) — PM(C), N, = (N;rp) — 1 (ver Apéndice A). Seja V' = J(V).
Temos que, V'’ é uma imagem biregular de V', sobre a qual V; aparece como
uma segao hiperplana Vj. Portanto, nao é restri¢ao assumir que V4 é uma
secao hiperplana de V. Logo, V — 1} é uma variedade de Stein, sendo analiti-
camente imersa como um subconjunto fechado do espago afim PY(C) — W.

Assim, pelo Teorema 6.0.8., temos que H;(V — V) = 0 para i > n, e
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H,,(V—V4) nao tem torgao. Por outro lado, como Vj é um subespago fechado
de V', pelo Teorema 2.3.2., temos uma seqiiéncia exata

= Hy(V = Vo) — H'(V) — H' (V) —
_>H2+1<V_VO) —>Hi+1<V) _>Hz+1(vb) N
Como V — V4 é nao singular, entao é orientavel e portanto pelo Teorema

2.3.1., temos que .
H.(V —Vy) =~ Hypi(V — V) .

Logo, H{(V — Vj) = 0 para i < n. Além, pela Proposicio 2.3.1., Hi(V}) ~
H'(Vp). Assim, temos seqiiéncias exatas curtas

OHHT(V)LH’"(VO)HO parar <n—1.

Donde temos que o homomorfismo ¢* é bijetor para r < n — 1.
Também, temos a seqliéncia exata curta

0— H V) L H Y (V) — Ho(V = Vp).
Donde temos que o homomorfismo ¢* é injetor para r = n — 1. Além disso,

H" Y (Vo)/H" (V) ~ H,(V — Vp), logo H"1(Vy)/H™ (V') nao tem tor¢ao
ja que H,(V — V) também nao tem. O



Apeéendice A
Variedades Projetivas

Basicamente aqui daremos a definicao de uma variedade projetiva, morfismos
entre elas e pontos nao-singulares. Também apresentaremos o morfismo de
Veronese. Foi tomado como referéncia [6] e [7], onde pode-se complementar
este material.

O espago projetivo n-dimensional P™(k) sobre o corpo k é o quociente

{(ag,...,an) € K"\ {0}} /~

onde ~ é a relacao de equivaléncia dada por
(ag, ..., an) ~ (bo, ..., b,) < AN € k\{0} tal que a; = \b; Vi < a;b; = a;b; Vi, j .

P"(k) é o conjunto das retas que passam pela origem.

Se P é um ponto de P"(k), entao qualquer (n + 1)-upla (xo,...,x,) na

classe de equivaléncia P é chamada um sistema de coordenadas homogéneas
para P.
Um ponto P € P"(k) chama-se um zero de um polindémio F' € k [Xo, ..., X,)]
se F'(zo, ..., x,) = 0 para todo sistema de coordenadas homogéneas (xy, ..., ;)
de P; escrevemos F(P) = 0. Se F' é homogéneo, é suficiente que esta condigao
se cumpra para um sistema (zo, ..., x,) com P = [xg,...,x,]. Em geral, se
F=Fy+---+ F; é adecomposi¢ao de F' em polindmios homogéneos F; de
grau i e se k é um corpo infinito, entao F'(P) = 0 se e s6 se Fi(zg,...,x,) =0
para todo ¢ e um sistema (o, ..., z,) com P = [z, ..., x,]. De fato,

F(Mxo, ..., 1)) = Folxg, ..., n) + ML (2o, ooy ) + -+ - + M Fy(20, ..., 2).

Como k é um corpo infinito, a igualdade F'(Ax, ..., Ax,) = 0 para todo A # 0,
implica que Fj(Axg,...,A\x,) = 0. Assim, se F' se anula num ponto P entao
todas suas componentes homogéneas F; também se anulam em P.
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Definigao A.0.5. V' C P"(k) chama-se uma variedade algébrica projetiva
se existem polinomios homogéneos Fi, ..., F, € k[Xo, ..., X,] tais que V € o
conjunto de todos os zeros comuns dos F; em P"(k).

Uma variedade que seja o conjunto solucao de um sistema de equacoes
lineares homogéneas é chamada de variedade linear. Se o sistema de equagoes
tem posto n — d, obtemos uma variedade linear d-dimensional, em particular
para d = 1 uma linha projetiva.

Uma variedade projetiva que seja o conjunto de todos os zeros de um polinomio
homogéneo F' é chamada de hipersuperficie. Se F' é linear, dizemos que é um
hiperplano projetivo. O grau de F' é o grau da hipersuperficie.

Proposicao A.0.5. Seja k algebricamente fechado, n > 2.

1. Uma variedade projetiva de dimensao d > 1 e uma hipersuperficie sem-
pre se intersectam.

2. Quaisquer duas hipersuperficies se intersectam.
Definigao A.0.6. Seja A C P*(k), A # (. Definamos
I(A)={ F € k[Xo,...,X,] : cada P € A é um zero de F' }.
I(A) chama-se o ideal de A. Fazemos, () := (Xo, ..., Xy).

Lema A.1. Unides finitas e intersecoes arbitrarias de variedades projetivas
em P"(k) sao variedades projetivas.

Definigao A.0.7. Definimos a topologia de Zariski sobre P"(k) tomando
como conjuntos abertos os complementos das variedades projetivas.

Uma variedade projetiva é irredutivel se nao é uniao de duas variedades
projetivas proprias.
A dimensao de uma variedade projetiva é sua dimensao como espaco topolégico.
Um subconjunto aberto de uma variedade projetiva é chamado uma variedade
quase-projetiva.

Lema A.2. Qualquer variedade projetiva V- C P™(k) tem uma tinica decom-
posicao em componentes irredutiveis. Se k € um corpo infinito, V' € irredutivel
se e s6 se [(V) é um ideal primo de k [Xo, ..., X,].

Definicao A.0.8. Seja U C P"(k) uma variedade quase-projetiva e f : U —
k uma funcao. f € reqular num ponto P € U se existe uma vizinhanca aberta
Uy com P € Uy C U, e polinémios homogéneos g, h € k[Xy, ..., X,,] de graus
iguais, tais que h € diferente de zero em Uy, e f = & sobre Uy. Dizemos que
f € regular em U se esta é reqular em todo ponto.
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Definicao A.0.9. Sejam V e W variedades quase-projetivas. Uma aplicacdo
¢ V. — W € chamada regular (ou uwm morfismo) se ¢ € continua (na
topologia de Zariski) e para todo conjunto aberto U C W, e toda fungdo
reqular f : U — k, a fungdo fop: o Y(U) — k é regular.

Proposigcao A.0.6. A composicao de dois morfismos € um morfismo.

Definicao A.0.10. Sejam V e W wariedades quase-projetivas. Um iso-
morfismo ¢ : V. — W é um morfismo que admite um morfismo inverso
YW =V compop=idy e porhp =idy.

Proposicao A.0.7. Sejam V e W wvariedades quase-projetivas. Uma aplicagao
@ : V. — W éum morfismo se e s6 se existem coberturas abertas V = |J,c; V;

e W = U;e; Wi tais que @ly, : Vi — W; é um morfismo para cada i.

Teorema A.0.10. Sejam V. C P"(k) e W C P™(k) variedades quase-
projetivas. Uma aplicagao ¢ : V. — W € um morfismo se e s se para cada

x €V existem uma vizinhanga aberta U de x em V' e polinomios homogéneos
Fy, ..., Fy € k[ Xo, ..., X,,] do mesmo grau tais que

o([xo, s Tn)) = [Fo(xo, ooy Tn),y ooy Frn(x0, ..oy )] para cada [xg,...,z,] € U .

Teorema A.0.11 (O morfismo de Veronese). Sejam n, d inteiros positivos.
A aplicagio ¥ : P*(k) — PV (k), N = (”Zd) — 1, dada por

9 ([zo, ooy Ta]) = [y 2 - -xf{‘,...LoerHn:d :

[Z0, ..., Tp) € P™(k), € um isomorfismo de P"(k) sobre a variedade projetiva

Y= { [’ Yigig-in s ] S PN(k) © YioirinYjogign = Ykoki-knYloly -1y

Seio—f—jo:k’g—l—lo,...,in—{-jn:k‘n—l—ln }

Demonstracao. Claramente qualquer ponto da imagem estd em Y. Vejamos
que todo ponto de Y estd na imagem de ¥. Seja ..., Yig.i,, --.] € Y. Alguma
coordenada da forma yg...0q0...0 ¢ diferente de zero. De fato, tomemos uma
coordenada y;,..., # 0. Se ig = d entdo (ig,...,i,) = (d,...,0) j& que iy +
<o+ + 1, = d e portanto y4..0 # 0. Suponhamos que 0 < iy < d, entao
existem vetores (lo, ..., l,) e (ko, ..., k,) de inteiros ndo-negativos tais que [y +
ot ly=d=ko+ -+ kn, lo >0, € (loy ooy ln) + (Koy ooy kn) = 210, vy in).
L0gO, Vit Yk ey = (Yigei,)> # 0 € entdo 1., # 0. Apés um niimero
finito de passos obtemos que y4..0 # 0. Se 79 = 0 entao podemos fazer o
mesmo procedimento anterior para algum i; # 0, 7 > 0. Logo, temos que
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Y =, ViondeV; = { [oos Yigins o] €Y 1 Yoo # 0 } e é um aberto em

Y. Suponhamos que [..., ¥iy...i,,, ---] € Vo. Temos que
l(}([ydo---o,ydfno---o, ---a!/dflo---m]) = [---7%’0---1‘”7 ]
Jé que yji%...()yzll_no...o Tt yfjn_lo...()l = ymznyjo_lo Quando [7 Yig-ins ] € V;a i

# 0, tem-se uma expressao similar.
Agora, pelo Teorema anterior, ¥ é um morfismo. Além disso ¥ é um a um.

De fato, se 9 ([2g, ..., ¥n]) = 9 ([20, ..., 24]) entdo [...,af - zin, "‘]z‘o+~~-+z‘ =

[..., 20 e 2 Logo, px ---xin = 22" para algum u #

O

0. Escolhamos z; # 0 e seja A = 2. Temos que prd = 2¢ entdo p =
2 (2) = M Sejas; #£0. T oy = 207y, oy =
@ = \a) = A% Seja # 0. Tem-se que px; "z; = z{ zj, pr; =

I3
N

(Z)d 1zj, pr; = Az NMa; = Nl A\r; = 2;. Logo, Az; = z; para
todo j e, portanto, [z, ..., Z,] = [20, .-, 2Zn)-

Agora, temos que P"(k) = J_,A; onde A; = 971(V;) e é um aberto de
P"(k). Além disso, as expressoes que obtemos para as 97|y : V; — A;
mostram que estas também sao regulares, logo isomorfismos. Portanto, 19 é
um isomorfismo. O

O morfismo de Veronese permite reduzir problemas sobre hipersuperficies
em P"(k) a problemas sobre hiperplanos em P (k).
Seja F' € k[Xy, ..., X,,] um polindmio homogéneo de grau d, digamos

F: E Cio"'cinX(Z)o"'Xran
io+-+in=d

eseja H C P™(k) a hipersuperficie definida pelo conjunto de todos os zeros de
F, entao ¥ induz um isomorfismo H — Y N H; onde H; = { [oos Yigins -] €
PN(k) : Y ¢ig++ CinYigein, = 0} hiperplano em PV (k).

O morfismo de Veronese também induz um isomorfismo

P ()\H — Y 1 (B (b)\I))
onde Y N (PY(k)\H;) ¢é afim. Isto mostra que P"(k)\H ¢ afim.
Observagao 2. Se k = C entao P"(k)\H € uma variedade de Stein.

Definigao A.0.11. Seja V' C P"(k) uma variedade projetiva de dimensdo .
Sejam Fi, ..., F;, € k[ Xo, ..., Xp,] 0s polinomios homogéneos que geram o ideal
de V. Seja P € V um ponto, com coordenadas homogéneas (xo, ..., z,). P €

OF,
0X,

chamado uwm ponto nao-singular de V' se posto ( (Toy ooy Tp) ) =M — 1.
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Os pontos de uma variedade projetiva que nao sao nao-singulares sao
chamados pontos singulares.
Dizemos que uma variedade projetiva V' é uma wvariedade nao-singular se
todo ponto de V' é nao-singular.
O conjunto de todos os pontos singulares de V' ¢é chamado o singular locus

de V.

Proposicao A.0.8. O conjunto de todos os pontos nao-singulares de uma
variedade projetiva € aberto e nao vazio.
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