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Resumo

Consideramos um modelo que descreve a dinamica nao linear de uma placa
termoelastica nao limitada. Provamos que o sistema acima é globalmente bem
posto e analizamos o comportamento da energia total E(t), quando ¢t — 4o0.

Nosso resultado principal mostra que a energia total do sistema satisfaz a seguinte

estimativa: Existe uma constante v = (FE(0)) > 0, tal que
E(t) < 4E(0)exp(—t), YVt > 0.

O resultado é provado construindo uma funcao de Lyapunov que é uma
perturbagao adequada da energia e satisfaz a desigualdade diferencial que conduz a

estimativa de decaimento.



Abstract

We consider a model describing nonlinear dynamical motions of an unbounded
thermoelastic plate. We prove the well-posedness of the system and analyse the
behaviour of the total energy E(t), when ¢ — +o00. Our main result result shows
that the total energy of the system satisfies the following estimate: There exist a

constant v = (£(0)) > 0 such that
E(t) < 4E(0)exp(—~t) for all t > 0.

The result is proved by constructing Lyapunov functional which is a suitable
perturbation of the energy and it satisfies the differential inequality leading to the

desired decay estimate.
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Introducao

Nos ultimos anos, a estabilizacao de modelos matematicos envolvendo
estruturas flexiveis sujeitas a vibragao, tém sido consideravelmente estimulada pelo
nimero crescente de questoes de interesse pratico. Dentre esses modelos, podemos

destacar aqueles relacionados a engenharia estrutural moderna, que requerem
mecanismos de controle ativos para estabilizar estruturas intrinsecamente instaveis
ou que possuem um amortecimento natural muito fraco, como por exemplo, os
modelos que descrevem os deslocamentos de vigas e placas finas. Dentro desse
mesmo contexto aplicado, os modelos acima mencionados ainda sugerem que se
considere o efeito do calor atuando sobre toda a viga (ou placa) interagindo com os
outros efeitos, o que nos leva a analisar a sensibilidade do material diante da
variacao de temperatura; ou seja; verificar se as variagoes de temperatura
influenciarao as deformacoes do material em cada instante de tempo.

Os modelos matematicos que regem esse tipo de fenomeno sao sistemas
temporais hiperbdlicos/parabdlicos e, teoricamente, surge a questao de qual dos
comportamentos, o parabdlico ou o hiperbdlico, vai determinar o perfil das
solugoes, como por exemplo, o comportamento assintético, e qual das equacoes
modificard o comportamento da outra.

Nesse trabalho, consideramos o problema de Cauchy para o modelo



termoelastico

;

utt—Autt—i-A%—i—u—M(/ |Vu|2dx> Au—0+ A6 =0

n

em IR" x (0, c0),

O +60 — A0+ uy — Auy = 0 em IR™ x (0, 00),

u(z,0) = up(x), ur(z,0) = uy(x),0(x,0) = 0,(z) em R",
onde u = u(x,t) denota o deslocamento em x no tempo t e § = (x,t) é a diferenga

de temperatura com relagdo a uma temperatura de referéncia fixa. M = M(s) é

uma funcao real de uma variavel real satisfazendo as condi¢oes
M € CY(IRM) e M(s), M'(s) > 0, Vs > 0. (2)
A energia total E(t) associada a (1) é dada por

1 1~
E(t) = 5/ (U2 + | V| + |Aul® + u® + 6*)dz + 5]\/[ (/IR |Vu|? dx) , (3

t
onde M(t) = / M(s)ds, e através de um calculo formal verificamos que
0

%{E(t)} = —/n02d:c—/n|V9|2dI; (4)

ou seja; que E(t) decresce ao longo das trajetdrias do sistema. Nesse caso, o estudo
de estabilizacao da energia é um problema que pode ser abordado.
Nosso objetivo principal é mostrar que E(t) se aproxima de zero

exponencialmente, quando ¢ — oo. Mais precisamente, desejamos provar que
E(t) <4E(0)e ™, Vt > 0,

onde v = v(E(0)) > 0 e {u,u;,#} é uma solugao forte do sistema (1). Para obter o

resultado, construiremos um funcional de Lyapunov H satisfazendo

dH(t
# < —cH(t), ¢>0



aB(t) < H(t) < eoE(t), ¢1,c0 > 0.

A construcao do funcional é inspirada nas técnicas multiplicativas que foram
recentemente usadas em [16] e [17] para a andlise do sistema de von Kdrman com
efeitos térmicos.

Observe que o modelo (1) faz parte de uma classe de sistemas da forma
Uy — Aug + A?u+ f (u,0, Vu, Au) =0 em IR™ x (0, +00),
0; — A0+ g (0,u, Auy) =0 em IR™ x (0, +00),
u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy(z),0(z,0) = Og(x) em R”,
onde f e g sado fungoes satisfazendo condigoes adequadas. O modelo (5) com f e g
especificas foi recentemente estudado em [24], [5] e [15]. Em [24], os autores

estudam o modelo (5) em € x (0,00) com
f=u+Abeg=—Au (5)

onde €2 é um dominio limitado em R"™ com fronteira suave e u = g—z = 0 = 0 sobre
(0, +00) x 01, sendo v o vetor unitario normal exterior a J2. Eles provam a
existéncia e unicidade de solucao forte do modelo cuja energia total decae
exponencialmente. A prova do decaimento de energia foi obtido usando o método
de energia. Enamoto em [5], considera o modelo (5) em € x (0,00) com f e g
dadas em (6) onde © é um dominio exterior com fronteira suave 9Q em IR? e
u= g—g =60 =0em (0,400) x 99. Usando técnicas multiplicativas e considerando

condigbes iniciais com suporte compacto em Qg = {z € Q; |z| < R} foi provada a

estimativa

(L+ 62 Jult, M pzgm + 1+ lult, Ml i p
+H(1+6)Y2 6t M i2n <€ <HU0HH2(Q) + [l 2o + H90HL2(9)>
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para toda {u,uy, 0} solugao forte do modelo (5), onde ¢ é uma constante positiva.
Em [15], os autores estudam o modelo (5) em R X (0,400) com

f=M ( fIR uic&) Uge + Ore € g = Ugze, onde M é uma fungao real satisfazendo
M e C' M(s) > Cy >0, Vs > 0 e alguma constante C. (6)

O resultado de existéncia e unicidade foi obtido em um espaco de Sobolev
adequado e para o analise do decaimento da energia foi usada a analise de Fourier.
Nesse caso, mostrou-se que E(t) = O(t~'/?), quando t — co. Observe que o caso
M(s) = s nao esta incluido na hipétese (7). Nesse trabalho, estendemos os
resultados obtidos em [15] (incluindo o caso em que M (0) = 0) considerando em
(5) ocaso f=u—60+ A0 —a(t)Aue g =0+ uy — Auy com
a(t) =M ([p V| dz). Poderfamos questionar a eliminacdo dos termos —§ em f
e u; em ¢g. Neste caso, é possivel provar a existéncia e unicidade global do modelo,
porém na demonstracao do comportamento assintotico da energia total quando
t — 400, terfamos que fazer mudancas nos funcionais ou entao substitui-los por
outros. Atualmente, esse problema estd em aberto. Por outro lado, uma das
principais contribucoes do presente trabalho é a construcao de um novo funcional
de Lyapunov para o sistema nao linear (1).

A andlise acima descrita, foi dividida em trés Capitulos e um Apéndice.
No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados classicos que serao utilizados
ao longo do trabalho.
No Capitulo 2, mostramos a existéncia e unicidade de solugao forte para o
sistema (1). O resultado é obtido utilizando a Teorfa de semigrupos e estimativas a
priori.

No Capitulo 3, mostramos que E(t) tende a zero de maneira exponencial,



quando t — oo.
No Apéndice, mostramos a ‘proximidade’ (no sentido fraco) entre as solugoes

de um sistema nao linear acoplado para vibracoes de vigas e o modelo linear

Ut — Uggtt T Uggar + U = 0, em IR x (0, OO)

u(z,0) = wo(z), ulz,0)=wi(x), em IR.



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados que serao
utilizados no decorrer deste trabalho. As demostracoes sao omitidas por se tratar
de resultados conhecidos, mas citamos referéncias onde tais resultados, junto com

suas demostragoes, podem ser encontrados.
Em todo este trabalho, o simbolo €2 representara um subconjunto aberto do espaco

IR*, que eventualmente podera ser todo IR".

1.1 Notacoes

1. IK indica o corpo IR ou C.

2. |la|=a; +as + ... + oy, para a = (aq, ..., ) € N, n € IN.

olaly
3. D= ———— a = ..0,) € INT.
Y ax‘fl...ﬁxgn’& (1...an)

4. Se f:Q C IR" — IR é diferenciavel, entao o gradiente de f, que sera denotado

por Vf, é definido como o vetor do IR* dado por

_ ( 9f of



5. Se x € 00 e u é diferencidvel em z, entdo 9%(z) = n(z).Vu(z) é a derivada
I

normal em z, sendo n(z) o vetor unitario exterior a 2 em z.

6. Se F(x) = (fi(x), ..., fu(x)) é um campo vectorial de classe C', definimos o

divergente de F'(x), denotado por divF, como divF = V.F =" | gﬁ?, onde

V é o operador definido por V = ( o 0 9 )

3_;181’ 8_332’ ceey %
7. O Laplaciano de uma fungao f ¢ definido por div(Vf) = V.Vf=>" ik

i=1 Bm?

¢ denotado por Af.

Identidades tuteis

Se f e g sao fungoes escalares de classe C*(Q2), 2 C IR", ¢ é uma constante real e I’
e G sdo campos vetoriais também de classe C'!((2), entdo as seguintes relacoes

podem ser facilmente comprovadas:
1. V(f+y9)=Vf+Vg.

2. V(ef) =cVF.

w

- V(fg)=fVg+gVf.

4. div(F + G) =divF+divG.

(S8

. div(fF) = fdivF + Vf.F.

Observacao 1.1. O ponto ”.”em x.y indica o produto interno em IR entre os vetores

xey.

1.2 Distribuicoes

Seja u uma fun¢do numérica e mensuravel definida em Q e seja (K;);e; a familia de

todos os subconjuntos abertos K; de €, tais que u = 0 quase sempre em K;.

7



Considera-se o subconjunto aberto K = | J,_; K;. Entao,

iel
u =0 quase sempre em K.

Como conseqiiéncia, define-se o suporte de u, que serd denotado por supp u, como

sendo o subconjunto fechado de €, supp (u) = Q/K.

Definigao 1.1. Representamos por C3°(2) o conjunto das fungoes u : Q — 1K,
cujas deriwadas de todas as ordens sao continuas e cujo suporte é um subconjunto

compacto de ) . Os elementos de C3°(2) sdo chamados de fungdes testes.

Naturalmente, C3°(2) é um espago vetorial sobre IK com as operagoes usuais de
soma de funcoes e de multiplicacao por escalar .
Nogoes de convergéncia em Cj°(f2)
Definigao 1.2. Sejam {¢y},cnuma seqiéncia em C°(Q2) e ¢ € C§°(2).Dizemos
que @ — @ se:

i) AK C Q, K compacto, tal que supppr C K, para todo k € IN.

ii) Para cada o € IN*, D%y (x) — D%p(x) uniformemente em Q.

Definicao 1.3. O espago vetorial C3°(2) com a nogao de convergéncia definida

acima € denotado por D()) e é chamado de espago das fungoes testes.

Defini¢ao 1.4. Uma distribui¢io sobre Q0 é um funcional linear definido em D((Q2)
e continuo em relagdo a nogao de convergéncia definida em D(Q2). O conjunto de

todas as distribuicoes sobre 2 € denotado por D' ().

Desse modo, D'(Q) = {T: D(?) — IK; T ¢ linear e continuo}. Observamos que
D'(§2) é um espaco vetorial sobre IK. Se T' € D'(Q2) e ¢ € D(Q2) denotaremos por
< T,¢ > o valor de T" aplicado ao elemento ¢.

Nocgao de convergéncia em D’'()

8



Defini¢ao 1.5. Dizemos que T, — T em D'(Q2) se < Ty, >—< T, >, para toda

v € D(Q).

1.3 Espagos LP(Q))

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre {2 sao no sentido de Lebesgue, assim

como a mensurabilidade das funcoes envolvidas.

Definicao 1.6. Sejam Q um conjunto mensurdvel e 1 < p < oo. Indicamos por

LP(Q2) o conjunto das fung¢oes mensurdveis f: Q0 — K tais que || f||zr@) < 0o onde

1/p
||f||Lp(m=[/Q |f<x>|pdx] Csel<p <o,

1]l = sup essqeal f(z)| = inf {C € R /med{x € Q/|f(x)| > C} =0}
= inf {C; |f| < C quase sempre} .

Observagao 1.2. As fungoes ||.||rr@) @ LP(Q) — R*,1 < p < oo, sdo normas.
Na verdade LP(Q)) deve ser entendido como um conjunto de classes de fungoes onde
duas funcgoes estao na mesma classe se elas sao iguais quase sempre em €.

Os espacos LP(Q),1 < p < oo, sdo espagos de Banach, sendo L?(Q) um espago de
Hilbert com o produto interno usual da integral. Além disso, para 1 < p < oo, LP(2)

€ reflexivo.
Teorema 1.1. C{°(Q2) € denso em LP(2),1 < p < 400 .

Teorema 1.2. (Interpolagao dos espagos LP(2)) Sejam 1 < p < g < oo. Se

feLr(Q)LUQ), entao f € L"(Q) para todo r € [p,q]. Além disso,

£z < AT @1 f ety

9



1 1 1
para todo o € [0, 1], tal que — = a—+ (1 — a)—.

r p q
Espagos L ()

loc

Definicao 1.7. Sejam €2 um aberto do espagco IR™ e 1 < p < oo. Indicamos por
LY (Q) o conjunto das fung¢oes mensurdveis f : Q@ — IR, tais que fxx € LP(Q),

para todo K compacto de ), onde xx € a funcdo caracteristica de K.

Observacao 1.3. L} (Q) é chamado o espago das fungdes localmente integrdveis.

Para u € L},.(Q) consideramos o funcional 7' =T, : D(Q) — IK definido por

<T,p>=<T,,¢p>= / u(x)p(x)dr.
Q

E facil verificar que T define uma distribuicio sobre Q.

Lema 1.1. (Du Bois Reymond) Seja u € L}, (). Entdo, T, = 0 se e somente

loc

se u =0 quase sempre em ).
A aplicacao

Lp

loc

(@) — D'(Q)
u — T(u)

é linear, continua e injetiva (devido ao Lema 1.1). Em decorréncia disso, é comum

identificar a distribui¢ao T, com a fungao u € L}, (). Nesse sentido, tem-se que

L .(Q) c D'(Q2). Como LP(Q) C L;,.(Q) temos que toda fungao de L () define
uma distribuigao sobre (2, isto é, toda funcao de LP(2) pode ser vista como uma

distribuicao.

Definicao 1.8. Sejam T € D'(Q2) e € IN*. A derivada de ordem o de T', denotada

por DT, ¢ definida por
< DT, ¢ >= (=1)l*l < T, D% >, para toda ¢ € D(Q).

10



Como esta definicio tem-se que se u € C*(Q), entdo DT, = Tpa, , para todo
la] < k, onde D* indica a derivada cldssica de u. Se T' € D'(2), entao

DT € D'(Q) para todo o € IN™.

1.4 Espacos de Sobolev

Os principais resultados desta se¢do podem ser encontrados em Adams [1], Brezis

[3] e Kesavan [8].

Definigao 1.9. Sejam m € IN e 1 < p < 0o. Indicaremos por W™P(Q) o conjunto
de todas as fungoes u de LP(Y), tais que para todo |a| < m, D*u pertence a LP(S),
sendo D*u a derivada distribucional de u. W™P(§)) é chamado de Espagos de
Sobolev de ordem m relativo ao espago LP(€Q).

Resumidamente,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D%u € LP(Q), |a| < m}
Norma em W™P(Q)

Para cada u € W™P(Q) tem-se que

P

iy = | 10y | = ( X [0rw@ras )] a<p<o

la|<m la|<m

€

el = D 1Dl ooy -0 = 00

laf<m

definem uma norma em W"™?(2).
Observagao 1.4. .

11



1. (Wm’p(Q), ||.||m7p) ¢ um espago de Banach .

2. Quando p = 2, o espago de Sobolev W™2(Q) é um espago de Hilbert com

produto interno dado por

(u,v) = Z (D%, D) gy s wsv € W™2(Q).

la<m

3. Denota-se W™2(Q)) por H™(Q).

4. H™(Q) € reflexivo e separdvel.
O Espago W,""(Q0)

Defini¢ao 1.10. Definimos o espago W3"*(2) como sendo o fecho de C§°(S2) em

WmP(Q).
Observagao 1.5. .
1. Quando p = 2, escreve-se HJ'(Q) em lugar de W3’ (Q).

2. Se W"P(Q1) = W™P(Q), o complemento de 2 em IR™ possui media de Lebesque

1qual a zero.
3. Vale que W"P(IR*) = W™P(IR").
O Espago W"4(Q)

Definicao 1.11. Suponha que 1 < p < oo e q > 1, tais que %4—% = 1. Representa-se

por W=™4(Q) o dual topolégico de WP ().

O dual topolégico de HJ*(€2) é representado por H ().

Os Espagos H*(R"),s € IR

12



Definicao 1.12. Uma funcao f definida em IR™ € dita ser rapidamente decrescente

no infinito, se € infinitamente diferencidvel e

pe(f) = sup sup (1+|z|*)"|(D*f)(2)| < o0, Vk € IN.

| <k z€R®
Denotamos por S(IR") o espago das fungdes rapidamente decrescentes no infinito.
Considere o espago vetorial S(IR"), no qual definimos a seguinte nogao de
convergéncia : uma seqiiéncia {f,}, . de fungoes de S(IR™) converge para zero,
quando para todo k € IN a seqiiéncia {pi(fy)},cn converge para zero em K. A

seqiiéncia {f,},on converge para f em S(IR") se {pi(f, — f)},en converge para
zero em IK para todo k € IN.

As formas lineares definidas em S(IR™), continuas no sentido da convergéncia

definida em S(IR") sd@o denominadas distribuigoes temperadas. O espaco vetorial

de todas as distribuicoes temperadas com a convergéncia pontual de seqiiéncias

seré representado por S’(IR™).

Definigao 1.13. Se f € S(R") ou f € L'(IR"), denotamos por f a Transformada

de Fourier de f dada por

~ 1

(D) = gz | = 1w

Proposigao 1.1. (Identidade de Plancherel) Para toda funcio v € L*(IR")

tem-se que
HUHLQ(]RH) = HﬁHL?(IRn)

Proposicao 1.2. O espago H™(IR), m € IN coincide com o conjunto

{ue S(R"); Jnt € L*(IR")}

13



wl3

onde Jy, € a fungio dada por Jn,(z) = (1 + Ha:Hz) ;o € R™. Além disso , a fun¢ao

Il e s H™(IR™) — IR definida por
[ el e = 1l Tm el o ey
¢ uma norma equivalente a norma de Sobolev.
A partir dessa proposicao se define :
Definicao 1.14. Para s € (R"), indicamos por H*(IR™) o conjunto
{ue S(R"); Jnt € L*(R™)}
onde J,(z) = (1+ ||:17||2)5 ,x € R™
Proposicao 1.3. H*(R™) é um espago de Hilbert com o produto interno dado por

(u, 0) s ey = (St J50) p2 gy -

1.5 Imersoes de Sobolev

Teorema 1.3. (Teorema de Sobolev) Sejam m > 1 e 1 < p < oc.

i) Se L —" >0, entao W™(Q) C LU(Q), 1 =

1 _m.
p n’
ii) Se i — T =0, entdo W™P(Q) C L), q € [p, 00);

iii) Se , — ™ <0, entdgo W™P(Q) C L>(Q)

sendo as tmersoes acima continuas.

14



1.6 Desigualdades importantes

Desigualdade de Holder
Sejam f € LP(Q) e g € LI(Q) com1<p<ooe%+$:1ouqzlep:ooou

q=o0ep=1. Entao fg € L'(Q) e

/Q 19l < 11w 9oy

Desigualdade de Young

Sea}O,b}Oel<p,q<oocom%+%:1,entéoab<]loap—i—ébq.

1.7 Operadores eliticos
Definicao 1.15. Um operador diferencial de ordem 2m,m € IN da forma

Lu = Z Co(z)D*u,x € Q

laf<m

¢ chamado operador elitico se existe uma constante C' > 0, tal que

> Colz)e = C g™

laf<m

para todo £ € IR™ e para todo x € ).

Teorema 1.4. (Teorema de regularidade elitica)Sejam L um operador dife-
rencial elitico de ordem 2m,m € IN, definido em um aberto Q2 do IR™ e uw € D'(2).

Se u € solugao de Lu = f, no sentido das distribui¢oes, com f € L*(2) entdo

u € H*™(Q).

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em Agmon-Douglis-Nirenberg

2].
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1.8 Formas bilineares e o Teorema de
Lax-Milgram

Definicao 1.16. Seja H um espacgo de Hilbert real . Um funcional B : H x H — IR
¢ chamado uma forma bilinear se B(.,y) € linear para caday € H e B(x,.) € linear
para cada x € H.

B é dito limitado (continuo) se existe uma constante K > 0, tal que
|B(z,y)| < K |[=[[ lyll, v,y € H.
B € dito coercivo se existe uma constante 0 > 0, tal que
B(z,u) >0 |z|* Yz € H.

Teorema 1.5. (Lax-Milgram)Seja B uma forma bilinear, limitada e coerciva so-
bre um espaco de Hilbert H. FEntao, para cada funcional linear continuo F em H,

ezxiste um unico u € H, tal que
B(z,u) = F(x),Vx € H.

A demonstracao do teorema de Lax-Milgram pode ser encontrada em Brezis [3].

1.9 Semigrupos de operadores lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como referéncias,

Brezis [3], Gomes [7] e Pazy [21].

Definigao 1.17. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores
lineares limitados de X. Diz-se que uma aplicagao S : RT — L(X) € um semigrupo

de operadores lineares limitados de X se :
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I) S(0) =1, onde I € operador identidade de L(X);

IT) S(t+s) = S(t)S(s),Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se
ITI) lim; o+ |[(S(¢) — D)z|| = 0,Vz € X.
Proposicao 1.4. Todo semigrupo de classe Cy € continuo em IR, isto €,

lim S(s)z = S(t)z,Vr € X.

t—0t

Definigao 1.18. Se ||S(t)|| < 1,Vt > 0,5 € dito semigrupo de contragaoes.

Defini¢ao 1.19. O operador A : D(A) — X definido por

-1
D(A) = {3: € X; lim %az e:viste}

h—0t+

S(h

A(xz) = lim %az,b’x € D(A)

h—0t+

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1.5. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um op-

erador linear e fechado e seu dominio é um subespaco vetorial denso em X.

Proposigao 1.6. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Se x € D(A), entao S(t)xr € D(A),Vt >0 e

d
ES(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Definigao 1.20. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Ponhamos A° = I, A = A e, supondo que A*~1 esteja definido, vamos definir A*
pondo

D(A*) = {z;2 € D(A* ") e A¥ 'z € D(A)}
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AFy = A(A'z), Vo € D(AF).

Proposicao 1.7. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao,
I) D(A*) é um subespaco de X e A* é um operador linear de X.

I1) Se x € D(A*), entio S(t)x € D(A¥),t >0 e

k
%S(t)x = A*S(t)x = S(t)AFx,Vk € IN;

IIT) N D(A*) € denso em X.

Lema 1.2. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x € D(A¥),

k
ol =) || Alx| (1.1)
=0
o funcional |.|;, € uma norma em D(AF) e (D(A*),|.|x) € um espago de Banach.

Defini¢ao 1.21. A norma (1.1) é dita norma do grdfico . O espago de Banach que

se obtém munindo D(A¥) da norma (1.1) serd representado por [D(AF)].
Teorema Lumer-Phillips

Definicao 1.22. Seja A um operador linear de X . O conjunto dos A € C para os
quais o operador linear \I — A € inversivel e seu inverso € limitado e tem dominio
denso em X, € dito conjunto resolvente de A e € representado por p(A). O operador

linear (NI — A)™Y, representado por R(\, A), é dito resolvente de A.

Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (.,.) a dualidade entre X e X*.
Ponhamos, para cada z € X,
J(w) = {z" € X*; (w,2") = ||«||* = [la"*} .
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Pelo Teorema de Hahn-Banach,J(x) # ¢, Vx € X.

Definicao 1.23. Uma aplicacao dualidade é uma aplicagao j : X — X* tal que

j(x) € J(z),Vo € X. Imediatamente se vé que ||j(z)| = ||z

Definicao 1.24. Diz-se que o operador linear A : X — X € dissipativo se, para

alguma aplicagao dualidade j,

Re (Az, j(x)) <0,V € D(A).

Teorema 1.6. (Lumer-Phillips). Se A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo

de contracgoes de classe Cy, entao

i) A é dissipativo;

iil) RA—A) =X, A>0 (R(A—A) =imagen de \ — A=\ — A).
Reciprocamente, se

i) D(A) € denso em X;

ii) A € dissipativo ;

iii) R(A\o — A) = X, para algum Xy > 0,
entao A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracdes de classe

Co.
Consideremos o problema de valor inicial

wlt) + Ault) = £t u(t))s > 0 1.9
u(0) = ug

onde —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, T'(t); t > 0 sobre um

espago de Banach H e f :[0,7] x H — H é uma funcao continua em ¢ e satisfaz
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uma condigao de Lipschitz em u. Seja Y = (D(A);|.|a) onde para z € A,
|z|a = ||z||g + || Az||g. Prova-se que T'(t); t = 0 é um semigrupo Cy sobre Y. Com

as consideracoes acima temos que vale o resultado:

Teorema 1.7. Seja f : [0,T] XY — Y wma func¢ao localmente Lipschitziana
continua em Y, uniformemente em [0,T]. Entao, se ug € D(A) o problema de valor
inicial (1.2) possui uma tnica solugdo forte sobre o intervalo mazimal [0, tyq.) € se

tmas < 1T entao
Jim (Ol + | Au(®)l ) = +00. (13
A demonstrac@o dos fatos acima podem ser encontrados em A. Pazy [21].
Equacao de Sobolev
Equacgoes do tipo
Au/'(t) = Bu(t), teR" (1.4)
sao chamadas equacgoes de Sobolev.

Teorema 1.8. Sejam B m-dissipativo e A positivo e auto-adjunto em um espaco
de Hilbert H. Suponha que 0 € p(A) e D(B) D D(A) ou D(A) D D(B). Entao, o
problema de Cauchy associado a (1.4) € bem-posto e € governado por um semigrupo

de contragoes de classe C, no espago de Hilbert K = D(AY?).

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em A. Goldstein [6].
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade

Antes de iniciar a demonstracao dos resultados, vamos definir o que entendemos

por solucao.
Defini¢ao 2.1. Dizemos que {u,0} € solucao forte do sistema (1) se estd na classe
{u,0} € C ([0,T); H* x H*) N C* ([0,T); H*> x L*) ¥V T > 0,
e satisfaz o sistema quase sempre.

A existéncia e unicidade de solugoes do problema (1) serd obtida combinando a
Teoria de Semigrupos e estimativas a priori. Por isso, inicialmente fazemos a
mudanca de varidvel u; = v e reescrevemos o modelo (1) como um sitema de

primeira ordem em t:
Ut =0

n

(f—Anf:@J—A%u+(p—Aw+w4(/|vm%m)Au

| b= (-T+A)v+(-I+A)0.

O sistema acima pode ser representado pelo seguinte modelo de primeira ordem

d ~
AU =BU +NU (2.1)
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0(t) 000

com N dada por

N(u)=M </ ] ]Vu\zdx) Au,

I 0 0 0 I 0
A=10T-A 0 |eB=| —-I-A? 0 I—-A
0o 0 I 0 —I+A —I+A

Introduzimos agora os espacos de Hilbert H = H? x L? x L% ¢

K = H? x H' x L? com os respectivos produtos internos

U U
v ’ v = (uaa)H2 + (Uaﬁ) + (07§>
0 0
L . L . H
(&
U U
v ’ ) = (uaa)HQ + (Uaf))Hl + (07§>
0 0
L _ L _ K

onde (.,.) denota o produto interno em L?. Os dominios de A e B sao dados,

respectivamente, por
D(A) = H? x H* x L* e D(B) = H* x H*> x H*.

Observe que IC = D(AY?).

Com as notagoes acima, provamos agora o principal resultado desse capitulo:
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Teorema 2.1. A parte linear de (2.1), A% (U) = BU, com A e B dados acima, ¢

gerador de um semigrupo de classe Cy em K.

Demonstracao: De acordo com o Teorema 1.8 [6], é suficiente provar que A é um
operador positivo e auto-adjunto sobre H , 0 € p (A), D(A) D D(B) e que B é um

operador m-dissipativo sobre H. Aqui,
p(A)={reC: (A - A)™" é um operador linear limitado em H}

onde I é o operador identidade sobre H.

A demonstragao dos fatos acima sera feita em vérios passos.

(i) 0ep(A).

Sejam U = [u,v,0],V = [u,v,0] € D(A), tais que AU = AV onde
A:D(A)CH—H

foi definido anteriormente. Entao,

u

u

(I—Aw=(I-A)

0=20.

Dai, u = @,v =7 e § = 0, o que mostra que A é injetiva e, portanto, existe A~

Além disso,

1 0 0 U U
A= o g=nt o | eAd| v |=| T=-0""
0 0 I 0 0

Por outro lado, para [u,v,0] € H, pela imersao continua H?(IR") — L?*(IR") e pela

identidade

(1= 2)7 0|, = (1612, V6 € L2,
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temos que

1A (u, 0, 0) |2, = lJullZe + || (1 = ) 0|, + 110]%
< lullZe + [|(T = &) 0| + 16112

2 2 2
=llullze + llvllz2 + 10172 -
Assim, A~! é um operador linear limitado em H; ou seja; 0 € p (A).
(ii) A é positivo.

Seja U = [u,v,0] € D(A). Entao,

u u
(AU, U)H = v— Av ’ v
0 0

L . L . H

= (u,u)y + (v —Av,v)+(6,0)
= (u,u)y + (v,v) — (Av,v) + (6,0)
- ||u||§{2 + (U7U) + (VU> VU) + (97 0)

2 2 2
= Mullzz + ol + llullz. =0

o que mostra que A é um operador positivo sobre H.

(iii) A é auto-adjunto .
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Basta observar que

U u
(AU, V), = v—Av | .| D
9 9

L . L . H

= (u,0) 4 + (v —Av,v)+(6,0)

= (u, )y + (v,0) — (Av,v) + (6,0)
= (u, W) o + (0,0) — (v, AT) + (6, 0)
— (U, AV),,

para todo U = [u,v,0] e V = [u,v,0] € D(A).
(iv) B é m-dissipativo.

Para todo U = [u,v, 0] € D (B), temos

v u
(BU,U),, = —u—ANu4+60—-A0 |, | v
—v+Av—0+ Af 0

L 1 L 1/ x

= (0,u) 2 + (—u — A%u+0 — A, v) + (—v+ Av — 6+ Ab, 0)

= (v,u) g2 — (u,v) — (A%u,v) + (0,v) — (Af,v) — (v,0) + (Av, )
—(60,0) + (A0, 0)

= (v,u) + (Av, Au) — (u,v) — (A%u,v) + (6,v) — (Ab,v) — (v,0)
+(Av,0) — (0,0) + (A0, 0)

= (v,u) + (Av, Au) — (u,v) — (Au, Av) + (0,v) — (A, v) — (v,0)
+(v, Af) — (0,0) + (A0, 0)

= —(0.6) + (88,0) = — [|0]|7- — (V6, V) = —[|6]]7. — [|V8]}= < 0.

Assim, B é um operador dissipativo sobre H. Agora, provaremos que dado
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[f,g,h] € H, existe um elemento [u, v, 0] € D (B) satisfazendo

u u f
v | —Blov|=1]yg
0 0 h

A equacao (2.2) implica que

-u- - 0 I 0 - -u- -f-

v | = | —1—A? 0 I-A v|=1g|:;

0 0 —I+A —IT+A 0 h
ou entao,

_u_ _ ) - _f_

v | T | —u—A%u+0—-A0 | = | g

0 —v+ Av—0+ Af h

donde concluimos que

u—v=Ff
v+u+ANu—60+AN)=g

0+v—Av+6—A60=h.

Substituindo v = u — f na segunda e na terceira equacao, temos

u—fH+ut+A%u—0+A0=g
O+u—f—Alu—f)+0—-A0=h
ou seja,

2u+Au—0+A0=f+g

2% +u—Au—A)=f—Af+h.
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Assim, resolver (2.2) ¢ equivalente a resolver o sistema acima, o que serd feito
utilizando o Lema de Lax-Milgram.
Multiplicando a primeira equacao por w € Cg°, a segunda por 7 € Cg° e

integrando (formalmente) em IR", obtemos

(

/ 2uw + AulAw — Ow + 0Awdz = / (f + g)wdx

n

/ 267+UT—Au.7+V9.V7'd:U:/ (f —Af+h)rdz

n

\

Logo, considerando a forma bilinear
a: [H2xH1]2—>IR

dada por

a : = 2(u,w) + (Au, Aw) — (0, w) + (0, Aw)

+2(0,7) + (u,7) — (Au, 7) + (VO,VT),

e a forma linear

T:H>xH' — R

(w,7) — T([w,7])
onde

T(wr)= [ (F+gudes [ (7= aprdas [ hrda,

n n

o sistema acima pode ser escrito como

Agora, observe que



a , < 2w w)] + [(Au, Aw)]| + (6, w)]

+1(0, Aw)[ + 2|(0, 7)[ + [ (u, 7)]

+ [(Au, 1)+ [(VO,VT)]

< 2l ffwll + |Au] | Aw]] + (10| lw]]
10 Awl] + 2[ 6] ||
el 7l + 1 Au] {7 + Vel V]
< 2wl + [[Aull + 161 + Vel

(lwll + |Aw][ + 7l + V7]

= 2wl + 100 g Nl g + 1710

o que mostra que af(.,.) é continua. Além disso,

a : = 2(u,u) + (Au, Au) — (6,u) + (0, Au)
+2(0,0) + (u,0) — (Au,0) + (V0,V0)
= 2|ullzz + |Aullze + 2[10]72 + VO]
> ullze + | Aulz: + 1017 + [V0I[7:
= Nullze + 10171

o que mostra que af.,.) é coerciva.

Com relagao a forma linear T, temos que para todo [w, 7] € H? x H*

(T fw, 7D < I+ gll g2 lwll e + (ANl e + 1AF]] 2

1Al ) 17l < C(lwll 2 + 7l 22)
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onde
C=max{||f + gl I fllp2 + [[Af]l 2 + [~ 2} < o0

pois f € H? g€ L? e h € L~
Os fatos acima e o Teorema de Lax-Milgram nos garantem que existe um 1nico

par [u,0] € H? x H', solugao de

AL = rew (=@ () (23)
0 T

para todo [w, 7] € H* x H'.

Tomando w = 0 em (2.3), temos
2(977-) + (U,T) - (AU,T) + (V@,VT) = (f7 T) - (Af7 T) + (haT)7 VT € Hl
que implica que 6 é solucao da equagao
20— A0 = f—Af+h—u+ Auem D'(R").
Daf, A0 =20 — f + Af — h+u— Au € L*(IR"); ou seja; 6§ € H?.
Agora, tomando 7 = 0 em (2.3), temos
2, w) + (Au, Aw) — (6, w) + (6, Aw) = (f + g, w), Yw € HX(RY).
que implica que u é solucao da equacao
2u+ A’u=f+g+0—A0em D'(IR").
Dai, A’u = f+ g+ 60 — A0 — 2u € L*(IR™); ou seja; u € H(IR").
Combinando os fatos acima concluimos que (2.2) se verifica, finalizando assim a
demonstracao do Teorema 2.1 =

O préximo resultado também serd ttil na obtencao do resultado de existéncia e

unicidade:
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Lema 2.1. Sejam N = N (u) definida anteriormente e M satisfazendo (2). Entao,

N : H*(R") — L*(IR") € uma fungdo localmente Lipschitziana.

Demonstragdo: Sejam u,v € H* | tal que |Jul| ;2 < Ci e ||v]| 42 < C1, onde C; > 0.

Pelo teorema de Plancherel,

2
L2 n

onde N é a transformada de Fourier de N e &= (&,%...,&) € IR". Como

~ 2

IN(w) = N@)II*, = | N(w) - N) N(u) - N(v)] de

M € C*(R"), o Teorema de Valor Médio e a desigualdade triangular nos garantem

que

([ 1eprarac) iepaar ([ e orac) o
Rn R»
= |oar ([ e apac) iekaar ([ el arac ) e
~ar ([ errarag e ar ([ o ac) leo
v ([ et arae) |- 1era+ g

.

M 2A2d> M( 2A2d)‘ 2|~
vl ([ reriarae) +ar ([ et apae) | o
M 2 /\Qd) 2 ~

([ 1ePrarae) e a—

s 71| [ (6198 - 16| 7F) ae] i 9.

N(u)—ﬁ(v)‘ — ‘—M

N

N

0<s<Ch

Utilizando a desigualdade de Holder e a desigualdade triangular obtemos

\/ (€[]l = (¢ 52) d&‘ _ \/ (/1 @l + el | 90) (el | @l — el | Wg\
R» R»
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/A

w\fc\

(e
(Lo
(

\

R

1/2 1/2
CIEEGIED: ) (]R (el @l - |§\|A|>dg)

(¢l al+ el | a])? ) (
1/2 1/2
2<\srm+\sm ds) ( (14 [eP) \u—m%zs)

h 2
| - da)

ﬁ{ Rls!lAl i) *(/]Rn‘f"@' i)’ }

—
\

R

g

R

IN (1) = N (0)]]72 =

1/2 1/2
(Ll )+ ([ iy R ) }
1/2
(/ L1 )2 e — o d§>
R»

VE (Il o + o) e = 0l s < VE(Cr + C) u = ]
220, [l — vl 2

( 1/2
(1+ ¢ IL—-U| df) /
(]
(

Consequentemente,

2

dg

~

V (u) - N (v)

o
< [ (ar ([ trapa) gtra-a

0<s<

<2 (: max J&f
0<s<Cy

+16C? <0

max
<O

\\1

0<s<(C

<2 (:11133( M

1602 (0

max
<<

sxb1

+ mas (M ()] 230, [~ o] s |2 a|) d

)/ €f* fa— P dg

M) ool |16
) [ e a-ora
M) ol [ (14 16" T
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2
= 2 ( max M(s)) 1w — o3

0<s<Cy

2
2 2
#1007 (s 13 (9)1) llu = ol ol

2
< 2 ( max M(s)) 1w — o35

0<s<Ch
2
+16C} < max | M’ (s)]) Ju —v||%p0 -
0< \Cl
Dai,
V@) =N Ol < V2 (2109 u ol

2 / o
+4CT max |M'(s)][|u — vl 2.

Denotando

0<s<Cr 0<s<Cr

szmax{ﬁ max M (s),4 max |M’(s)|}

segue que
IN(u) = N )|l < Collu—vl+ Ci?Csllu—v| 4
= Co (14 C1%) |lu— vl = Cs|u—v| 12

onde C5 = (% (1 + 012), o que completa a demonstracao de Lema 2.1. m

Observagao 2.1. A aplicagio N : H™(IR*) — H™ *(IR™),m € N, m > 2 € local-

mente Lipschitziana .

De fato, se 5,5’ € IR,s > ¢/, entdo H*(IR?) ¢ H¥(IR?). Alem disso, essa imersio ¢

continua e densa. Logo, existe C3 > 0, tal que

IN (u) = N ()l gm—> < ([N (u) = N (0)l[2 < Csllu— vl

< Csllu—v|

gm, M€ N,m=2.
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Portanto, N é uma funcao localmente Lipschitziana.
A seguir, utilizando o Teorema 1.7 do Capitulo 1, provaremos o resultado de

solugao local para o modelo (1):

Lema 2.2. (Solu¢do Local)Sejam A, B e N dados no Teorema 2.1, onde M sat-
isfaz (2). Entao, se {ug,u1,0,} = U, € H* x H?> x H* existe uma tnica U(t) =

{u(t),v(t),0(t)} e To > 0, tal que
UeC([0,To); H* x H> x H*) N C" ([0,Ty); H* x H' x L?)
e U(t) satisfaz (2.1).

Demonstragao: Segue do Teorema 2.1 que A™'B é o gerador infinitesimal de um
semigrupo {T'(t)},, de classe Cy em H* x H? x H?. Além disso,
A7V H* x L? x H? — H* x H? x H? é uma isometria. De fato, se

U=[u,v,6],V = [am] € H' x [* x H?

|A™U = AV [z = AT O =W
= u—alZe + (=27 0 =D)||

+H9—§

2
H?2

~112 ~12 ~|2
= Ju— e + o =3 + |0 -],

2
= U = Vligaxreun -

Assim, segue do Lema 2.1 que a aplicacao

f1]0,00] x H* x H? x H* — H* x H? x H? definida por f(t,U) = A"LNU é
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localmente Lipschitziana:

IF (. U) = FEN | gpanpponse = ||ANU — A‘lﬁv‘

H4xH2xH?

= ||a (FU - Av))|

H4xH2xH?

_ NU—NV‘

HAXL2xH?

= [[N(uw) = N(@l 2 < Csllu — ull g2 ;
ou seja;

”f(t’ U) - Jc<t7‘/>HH4><H2><H2 < 03 ||U - V||H4><H2><H2

onde C3 é uma constante positiva. O resultado segue do Teorema 1.4 de [21]. =

Lema 2.3. Sejam A, B e N definidos no Teorema 2.1, onde M satisfaz (2). Entao,
se {ug,uy, 00} = Uy € H* x H3 x H?, existe uma tnica U(t) = {u(t),v(t),0(t)} e
Ty > 0, tal que

UeC([0,To); H* x H*> x H*) nC" ([0,Ty); H* x H' x L?)
e U(t) satisfaz (2.1).

Demonstragdo: Empregamos os mesmos argumentos usados na prova do Teorema 2.1
considerando D(A) = H* x H* x H? e D(B) = H® x H* x H%. Como
D(AY?) = H* x H? x H?, obtemos que a parte linear de (2.1) é governada por um
semigrupo de classe Cp em H* x H3 x H?. Usando este fato e a observacao 2.1
temos que a solucao local de (2.1) obtida no Lema 2.2 satisfaz
UeC(0,Ty); H* x H> x H*)NC ([0, Ty); H*> x H' x L?) sempre que
Uye H* x H> x H?>. =
Teorema 2.2. (Solugio Global) Assumamos que M satisfaz (2). Se {ug,u1,0} €
H* x H? x H?, entao (1) admite uma tnica solugio forte {u,u;,0} satisfazendo

UeC([0,T]; H* x H? x H) N C* ([0, T]: H2 x H' x L?) ¥ T > 0.
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Demonstragao: O Lema 2.3 nos garante que existe um par de fungdes {u, 0}, tal que
ue H* uy € H3 uy € H*,0 € H? e §; € L?, solugao de (1) em [0, Ty) para algum
Ty > 0. Pelo Lema de Zorn podemos assumir que Ty = T),4.; isto €; que temos
existéncia local no intervalo maximal de existéncia. Falta mostrar que T),,, = +00.
Suponha (por contradi¢ao) que T4 < +00 e seja 0 < t < T),4,. Entdo, para
mostrar a existéncia global basta provar que a solugao local {u,u;,0} de (1)
permanece limitada em 0 < ¢ < T},,4; por uma constante positiva (que depende de
Trnaz) Na norma do espago H* x H® x H?.

Segue da lei de dissipagao de energia (4) que

{/ (u? + |Vue* + |Au)? + u? + 62) do + M (/ |Vu|? dx)}

= — (92da:—/ Vu|® dz.
R® R»

Logo,

N | —
SIS

1 1~
5/ (u? + |Vue|* + |Au)? + u? + 62) do + §M </ |Vul? dx) < E0) (24)
onde
o t
M(t) = / M (s)ds = 0.
0
A estimativa (2.4) nos garante que
lullze < 2B(0), [uellzn < 2B(0), 161 < 2E(0). (2:5)
Para obter as demais estimativas, aplicaremos a transformada de Fourier em (1):

B+ le 0+ a0 ([ lePiapac ) lea -9 - 15 =0
Rn

0, + 0 + €26 + @, + |¢|*a, = 0.
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Multiplicando a primera equacdo por 4, a segunda por 5, tomando a parte real e

somando as identidades, tem-se que

Re {(1+|§| )uttut+(1+|§| )uut—i—e

0.0
(4 I B+ M ( Pl dg) P

Como

d ~ ~
o ([ repapa) ieprar
~ d - -
—arr( [ teprara) 54 [ iearach pia

war ([ leprarae ) 2
IRn
obtemos

1d _ S ~ R
ST {(1 +1EP) [al* + (1+ 1]") [@l” + 161" + M (/]R ]f\Qlu\Qdé) ygmuy?}

= re|or ([ 1ePiapac) ([ epamac ) epia - o+ 1e) 9]

Multiplicando a identidade acima por |[* segue que
L s 2\ |7 (2 4\ 1732 212 712
S ((L+16P) [l + (1 + 1¢) [l + a@le P al + (01
— ) ([ 18Pme {aT} ) lelal ~ e 1-+ e

onde

)= ([ i) e po=or ([ jeriarae).

Denotamos por

(2.6)

1 R - R ~
(6,) = 51l (1 +1€R) lal? + (1 + Igl*) [@2 + a(t)le [l + 16
o lado direito da igualdade acima. Se mostrarmos que

d
%C(f,t) < §(§7 O)GCtv c> 07
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concluimos as estimativas a priori. De fato, combinando (2.5) e o fato de que

M € C'(IR"), segue que

M (/ |Vu|2dx> <C, M (/ |Vu|2dx) <C, C>0.
R» R»

Logo, pelas desigualdades de Holder e Gronwall e por (2.5)-(2.6) obtém-se

d ~ - N ~
Glecor < oo ([ ene{am)ac) ielrar - o

< o0 ([ leF1alialde) e + 60

< o[ rermpac)” ([ repmiac) o+ i

< C\RE0) 2Bl + €]

< K¢l (el + )

< KU { @+ I + 5 (1) [ + atPla + 1 |
<RI+ ER) G2 + (1 -+ 1€) [al + g()lePlal? + 01 }

Assim, %{C(g,t)} < K((&,t) onde K = max {2CE(0),1};t € [0, Tpnaz). Portanto,

C(&,1) < (€, 0)e e, (2.7)
Integrando a desigualdade anterior sobre IR™ segue que

[t {ie?)y @ + (1 l) R + atolePiap + 02  de
]:Rn
< et [ S+ 1ER) [l O + 1+ 1€ [ate. 0
+ q(DIEf (e, 0)° +16(¢, 0)*  de
e [ (L4 I6) RO + (1+16P) [a(e. o)
IRn
Fa(t) (1 €)° (e 0P + (1 + €2 e, 0.

N

Como {ug,uy,00} € H* x H® x H?, obtemos a existéncia de uma constante
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C' = C(Thnae) satisfazendo
[ 1€l (1 I s < (T
[ tetapa + [ iards < C(To) 23)
n RH
/ £16dE < C(Thna)-
RH

Assim, o Teorema de Plancherel nos garante que

[ |l e+ [

ou seja;

— — |2
DQUt Dgut df < O(Tmaa:)7

HD2utHiQ g C(Tmax) € HDSUtHiQ < C(Tma:r;)-

Combinando as estimativas acima com a identidade de energia, concluimos que
u; € L (0, T, H?) VT > 0.

Retornando a (2.8) temos

[ terapae+ [ epapds = [ 0Pt [ DPde < ()
R» R» R» R»
e
[ 1eforas = [ |p*0rde < ()

IRn IRn

As desigualdades acima e a identidade de energia nos permite concluir que
uwe L>(0,T,H*) e e L>(0,T,H?), VYT > 0, o que completa a prova da

Existéncia Global.
Resta mostrar a unicidade. Para isso, suponhamos que (1) tenha duas solugoes

{u,us,0} e {u,u,0} com os mesmos dados iniciais no tempo t = 0, isto é,
(

n

utt—Autt—i-A%—i—u—M(/ |Vu|2dx> Au—0+ A6 =0

0t+0—A0+Ut—AUt:O

\ u(z,0) = ug(x); ue(x,0) = uy(z); 0(x,0) = Oy(x)
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( ~ ~
ﬁtt—Aﬂtt+A2ﬂ+ﬂ—M(/ \vaﬁ) Ali— 0+ Af =0
IR»

u(x,0) = ug(x); ur(z,0) = uy(x); 0(x,0) = Oy(z).

Entao, a diferenca w = u—uez=0— 0 satisfaz

;

wy — Awy + A?w +w — 2+ Az = r(t)Au — s(t)Au

i+ z2—Az+w — Awy =0

w(z,0) = 0;wy(x,0) =0; 2(z,0) =0

\

onde r(t) = M </}R |Vu|2dx> o s(t) = M </]R |V€Z|2d:c) |

Multiplicando a primeira equagao de (2.9) por wy, a segunda por z, somando e

integrando em IR", temos

/ (wttwt — Awywy + A?ww, + ww, — 2wy + Azwt) dx

_ / r(t) (Auwy) dz — / s(t) (Afiwy) da
22+ 2% — Nzz + w2z — Awpzdr = 0.
R»
Dai,
1d 2 2 2, 9, 2
T (w] + |Vw|” + [Aw|” + w? + 2°) dz
20 \ e

— / 2dw — / V2| da + r(t) (Au, wy) — s(t) (AT, w,)  (2.10)

< r(t) (Au,wy) — s(t) (Aw, wy) .

Agora, observe que de (4) \Vu|* dz < E(0),Yt > 0. Como M € C'(IR), temos

R
que M (/ |Vu|? dx) <C,e M (/ |Vu|? dx) <C Vt=0.
Rn n
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Usando as observagoes de acima, o Teorema do Valor Médio e a desigualdade de

Holder obtemos que (veja a demonstracao do Lema 2.1)

‘M (/ ] |Vu|2dx) (Au,w;) — M (/ n |Vﬂ|2da:) (AT, wy)
= ‘M (/IR \Vu\2dx) (Au,w) — M (/ ] \vuﬁczx) (AT, w,)

+M (/ yvuy2dx> (AU, w) — M (/ |Vﬂ|2dyc> (AT, w,)
<M (/ |Vu]2dm> | (Aw, w) | + ‘M </1R |Vu|2dx>

IRn
|(Au, wy)]

-M (/IR |va|2dx>

<(J|(Aw,wt)|+(]'/ |Vu|2dx—/ \Va|? dz| |(VE, V)|
n IRn

<Cl@uwl+C| [ (7ul+ ¥ (V) - V) do

|(Va, V)|

< C’\(Aw,wt)H—C/ V| + |Val|| ||V — V]| dz |(VE, V)|
R
1/2

1/2
< C|(Aw,wy)| + C (/ (|Vu| + |Va])? da:) (/ (|Vu| — |Val])? d:v)
Rn R»
|(Va, V)|
1/2 1/2
< Cl(Aw,w,)| + 20 (/ |Vul? + |Vﬂ|2dm> (/ |Vu — Vﬁ|2dm)
Ro Rn

|(Va, V)|

1/2 1/2
]:Rn Rn

[Vl 2 1Vl [Vl
< CllAwll e flwdl = + V3C (20/E©)) V2V/EQ) [Vl 2 Vel
< O (Jawle + s + Vel + [ Fwll2)

onde C' = max {£,2CE(0)}.

Dai,

‘M (/}R |vu|2dg;) (Au,w;) — M (/ ) |va|2dx) (AT, wy)

<C | (VwP+ [V + |[Aw]? + w?) da.
IRn
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Assim,por (2.10) deduzimos que

1d
5%{ (wf—i—|th|2+|Aw|2—|—w2+z2)dx}
R (2.11)
< C’/ (IVw]* 4+ [Vw|* + [Aw]* + w}) dz.
Rl’l

Claramente,

1
{/ |Vw|2dx} = 5/ 2Vw.Vwdz

1 1
< -/ |Vw|2d:p+—/ Vw2 dz.
2 n 2 Rn

Combinando esta desigualdade com (2.11), temos

N | —
SIS

1d
—— / w; + |Vw? + |Aw]* + w® + 2% + |Vw|*dz
2dt | Jge

< 6/ (IVwl + |[Varf? + |Awf +w?) d

1 1
—l——/ |Vw|2dx+—/ |Vw|*dx
2 IRn 2 IRn

< k/ (IVwl* + |[Vw|* + |[Aw]* + w}) do
IR0

< k:/ w; + |Vw? + |Aw|* + w? + 2% + |[Vw|*dz
onde k = C + % Logo, pela desigualdade de Gronwall

/ (W} + |Vw|? + [Aw]? + w* + 2* + |Vw|?) dz
< efot?kds/ (wi(z,0)? + |Vwy(z,0)[* + |Aw(z, 0)[?
+w(x,0)* + 2(z,0)* + [Vw(z, 0)]*) dx.

Como w(x,0) = 0,w(z,0) =0, z(x,0) = 0 tem-se que
/ (wf + |[Vw|* + |Aw|* + w® + 2% + [Vw]?) dz < 0.

Dal’,w:z:O,oqueimplicaqueu:ﬁeezg,VtZO. ]
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Capitulo 3

Decaimento Exponencial

Nesse capitulo, provaremos o resultado principal desse trabalho:

Teorema 3.1. Seja {u,us, 0} a solugdo do sistema (1) obtida no Teorema 2.2 com

{ug,u1,00} € H* x H? x H?. Assumimos que M satizfaz (2). Entdo, a enegia total

1 1~
E(t) = 5/ (uf + |Vug)® + |Aul* +u? + 6*)dx + 5]\/[ (/IR |Vu]2da:)

satisfaz

E(t) < 4E(0)exp(—~t), Vt =0

¢
onde M(t) = / M(s)ds e v € uma constante positiva dependendo somente da
0

energia inicial.

A demonstragao é feita construindo um funcional de Lyapunov H = H(t),

satisfazendo

dH (%)
dt

< —cE(t), ¢>0

ClE(t) < H(t) < CQE(t), c1,co > 0.
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O funcional H(t) é uma perturbagao da energia E(t) e serd obtido utilizando

técnicas multiplicativas que serao descritas nos seguintes lemas:

Lema 3.1. Sejam € > 0 e {u,u;,0} a solugio do problema (1) obtida no Teorema

2.2. Definamos J(t) = eF(t) + %G(t) onde

F(t) = —/ Auy (I — A)'0dx — %/ dimqt/ w(I — A)'0de e
n Rn n

G(t):/ uugdr + Vu.Vuydz.

—

Rn

Entao,

ufd:c——/ |V d:l:+6/ 0 dw
- 2 Jin .

IVO|*dx — e/ A*u(l — A) 0dx

&I
—
N
=
N—
—
|
l\’)lm
—

I

—€

n

u(l — A)'0dx + ea(t) / Au(l — A)0dx
" (3.1)
01 — A)'0dz — ¢ / AO(T — A 0dz

n R

|Aul*dx — —/ u?dx
Rn 2 n

t)/ \Vu|2d:1:+§/ uedw—g/ uAfdz.

Aqui (I — A)~tdenota a inversa do operador I — A : H*(IR*) — L*(IR") e a(t) =

M (/ |Vu|2dx).

Demonstracao: Inicialmente, observe que

+e

5\5\5\

—~

a

[Nl e [\')Im

d . d -1 1 2 / -1
o {F(t)} = pm { /n Au (I —A)" Odx 2 ) 6-dt + U (I —A) de}
R» R»

Como
d -1 1
N RN
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e

= —(I—-=A)(0+w)

obtém-se

d

% (I—A)il 9} = —Q—Ut.

Além disso, multiplicando a segunda equacao de (1) por 6 e integrando em IR",

vem que
— | 6,6dx = / (6% — OAO + Ou, — OAw,)dz.
IR0 n

Consequentemente, dF'/dt pode ser escrito como

d -1
GE0) = = [ Auwa-a7toa— [ su-0-udr

06,dx + / u (I — A) 7" 0dx + / up (—0 — uy) do

=1

n

I R

Ay (I — A)7" odx + / Aufdx + / Auguyda

dix—/ QAde—I—/ Qutdx—/ O Audx

w (I — A)” Y9dz — Ou,dr — / 2dz.
Rn

+

+

n

Agora, multiplicando a segunda equagao de (1) por —Auwu, e integrando em IR",

temos
_ /IR 0, = / n(e? — 00 + Ouy — OAw,)dx (3.2)
e
— / i Auy (0 — A — Awy) dx = /n (0Au + wAuy) du. (3.3)
Como

= Qt—A(Qt—{—Q—A@—l—ut—Aut):Qt,

44



segue que
(I—=A)"60, =0, — AO— Au,.

Substituindo a expressao acima em (3.3), obtemos

- / ) Aug (I — A" Oyde = /n (OAu; + uAuy) de. (3.4)

Por outro lado, multiplicando a primeira equacio de (1), por (I —A) "0 e

integrando em IR" deduzimos que

/ uy (I —A) ' ode = / Auy (I — A" 0dx — / Al (I — A 0dx

- / (I — A 0dz + alt) / Au(l - A)0dz(3.5)

R» R»

+/ 0(I—AN)"0de— | AO(I—A)"bdz.

R

45



Logo,

d d
7 /) = d_zél{EF(t) + 6/25@)}
= g {F(t>}+§£{G(t)}

= —e/ Auy (I — A)fl Odx + e/ Auddx + e/ u Augdx
n ]Rn n
0%dr — e/ OAOdx + 6/ OQusdr — e/ O Audx

Uy (I —A) "' 0da — e Oudx — e/ urde
Rn n

+e

=

_l’_
[

\,5\

=

n

+
N

urd + E/ wugdr + ¢ / |V |*da + ¢ VuVuydr
n 2 n 2 n 2 Rn

Ay (I — A)fl Odx + e/ Aubdx + 6/ u Aupdr

n

I
|
[

|
S i

%

=]

n

+
M

0%dx — e/ OAOdx + e/ Oupdr — e/ 0 Audx

=]

_l’_
[

Aug (I — A" 0dx — 6/ Al (I — A 0dx

n

=]

w(l —A)7 0dx + ea(t) Au (I — A" da

]Rn

0(I—AN)"0ds — e/ AG (I — A" bdx

n

w0dx — e/ urdw + g/ uidw + g/ uuy dr

|V |*dx +§/ VuVuydx

n

_l’_
[

=1

|
o)

=]

+
DO ™

ufdx + e/ wAupdx + € *dr — e OAOdx

IRn R»

I

|
N
s

—e/ AQu(I—A)_ledq:—e/ w(l —A)"'oda
R» Rn

+ ea(t)/nAu(I—A)_l Gdzv—i—e/ 0(I—A)"0d

n

—e/ AG (I —A)! 9dx+§/ u.uttdx+§/ V|2

—I—E Vu.NVugdzr.
2 Jmo

Para concluir a demonstracao, multiplicamos a primeira equagao de (1) por u e
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integramos em IR":

/ wupdr = / uAuttdm—/ uA2udm—/ u?dx
Rn n n n

—i—a(t)/ uAudx—l—/ u@dm—/ uAfdx
= — VuVuttdsc—/ \Au|2d:c—/ uldx

IRn

—a(t)/|Vu\2dx+/ u@da:—/ uAfdz.
IR n

Assim,

%{J(t)} = — / ufdx—e/ |Vut|2dx—|—e/ 0 dx
+€/ IVO|*dx — € A%y (I — A) " 0dx

IRn

N

—e/ w(l —A)7'0dx + ea(t) Au (I —A)"' oda
n Rn

—i—e/ G(I—A)lédac—e/ A (I —A)"bdx

€ €

- A 2 = 2
2/| u|*dx Q/HUd:E
€ 5 €

——a(t) |Vul|*de + = ufdx

—f/ uAedx+f/ IV 2dz. w
2 Jpn 2 Jpe

Lema 3.2. Sejam € > 0, {u,u, 0} a solug¢io do problema (1) obtida no Teorema 2.2
e J(t) definido no Lema 3.1. Entao, existe uma constante positiva Cy = C4(E(0)),

tal que

d

SUOY < -

[

/ uidr — E/ V| *dz — E/ |Auldz
R 2 R 8 R»
]Rn

/ ugdx—ga(t)/ |Vul*dz

+C'46/ 02dx+6/ IVO|*dx

R

2
€
8
para todo t > 0.
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Demonstragao: Por (3.1) temos que

d _ € 2 € 2 2
E{J(t)} = 2/nutdx Q/D\VUA dr + € IRH@ dx
+e/ |V9|2d:p—e/ A (I — A" 0dx
—e/ u(I—A)_ledm—i—ea(t)/ Au (I —A)"' oda

n

+e/ e(J—A)—ledx—e/ AO (I —A) " bdx

€ € €
_€ Aul2de — & 2dy — — / 2
5 /| u|*dx 5 /u dx 2&(25) ) |Vul“dx
+§/nu9da:—§/nuA6dx
- —%/D|Au|2dx—§/n qu:E—ga(t)/n |VU|2d$

+h+ L+ I3+ 1+ 15

onde

]1__5/ ufdm—f/ \Vu,|2de + € (92dx+e/ IVO|*dx
2 Rn 2 n R» IRn

I, = —e/ A (I —A) " 0de —e | AO( —A) " dx
R» Rn

&
Il

ea(t) /]Rn Au (I —AN)"' bda

I, = —¢ u(I—A)led:zH—e/ 0(I—A)""0dx

Is = E/ u@dm—i/ uAfdx.
2 Jie 2 Jpe

n

48



Na seqiiéncia limitaremos os termos [; , 2 < j < 5:

I(t)

N

|I2(t)]:’—e A2 (I—A)"0de—e [ AO(T —A) " 0da

Rn R»

- '_6/ AuA(I—A)_Ide—E/ OA (I = A)" dx

N

e/ ]Au||A([—A)_19|d:c+e/ 0]|A (T — A) ' 0lda
IRn IRn

1/2 1/2
; (/ |Au|2dx) (/ A(T—A)! 9|2dx>
Rn n
1/2 1/2
+e (/ |0|2dx) (/ IA(T—A)"! 0|2d:v)

= ellAull [|AT—A) 10| . +ellfll L ]|[AT—A) 10 L.

N

< -\|AUHL2+6||AJ A, + ||9||§2 ||AI A,

= Z—lHAuHLﬁiHeHLQ HA (I—A)~ 9HL2. (3.7)
Usando a identidade
(7= 2)7"0|f, = 1101132, V0 € L?, (3.8)

segue de (3.7) que

L) < 7 ||Au||L2 5 ||9||Lz + HA (- 2)" ],
= 7 ||AU||L2 +5 ||0||L2 2 ||9||L2
= Z‘|AUHL2+2€H9HL2' (3.9)

Para estimar I3, observe que

alt)=M (/ ] |Vu|2dw) < max M(s)=M(E(0)) =decR",

0<s<E(0)

pois / |Vu|* dz < 2E(0) e M € C*(IRY). Usando a observacio acima deduzimos
IRn
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que

ea(t) Au (I —A)"' oda

Rn

< ea(t)/ u||A (I — A) ™ 9|de
R»

< ea(t) (/ |u|2dx)1/2 (/ ) |A(I—A)_19|2dx)1/2

= ca(t) [|ull . |A (T —A)”

Ol

< edfullpe ||AT—A)" 9||L2
= me+%ﬂMI A) ol
< ||u||L2 + 2ed” H (I—A4) 9HH2

= llulie + 2e 1)

Agora, por (3.8) podemos limitar I, da siguinte forma:

N

’—e/ u(I—A)Ide—l—e/ 0 (I —AN)""0d
e/ |u||(]—A)19|dx+e/ 0| (I — A)~' 0)dx
R R»

; (/ |u|2da:> v (/ | <J—A)—1912d:c)2
te (/IR \e\de)Q </ | (I—A)_19]2da;)1/2

(I - ‘9HL2 +€H9HL2 ” (I—-A)" 0||L2

N

N

= ellul
< g lullze 26| (7 = 27107, + 5 1Ol + 5 (7 = )
= Sl + 5 0 + Se (- )7,

< Slullfe+ 51013 + el - )

= Sl + 5 1013 + Se el

€ 2 2
= < llullza +3e 61

20

(3.10)

)76

(3.11)



Finalmente, da desigualdade de Holder temos que

I5(t) < %/ u@dx—%/ ulAOdx
= 'E/ u@dm—f/ Aubdx
2 Jn 2 Jn
€ €
< —/ \uHQ[da:—i——/ |Au|[0]dz
2 ) 2 Jpn
. 1/2 1/2
SRR

. 1/2 1/2
+= </ |Au|2da:) (/ |0|dx)
2 ]R/n n

€ €
=l 10152 + § Nl 6]

€ 1 ) 2 € 1 2 )
< 5 (5 Tl + 10022 ) + 5 (5 Dl + ol

€ 2 2 € 2
= S lullfs + e 101 + < 1Al

Logo, de (3.6) e das desigualdades (3.9)-(3.12) temos

d € €
— Iy = —= | |AuPdr—= 2d
-émw/|wmm+h+&+h+h+g

—%/n | Aul*dz — g/andx— %a(t) /]Rn |Vul*dz
—%/ ufdx—%/ |Vut\2dfc+e/ 0*dx

€ €
e / V02dz + || AullZ + 2¢ [6]%2 + & [lull
- 4 8

N

2 € 2 2
+2ed” ||0]1 > + g lullzz + 3¢ ]z

€ 2 2 € 2
< e + e 6132 + < llAalz.

- _E/D ugdx_ %/D|VUt|2dI_§/;{n|Au’2dx

—g/nlﬁdx—%a(t) /]Rﬂ |Vul*dz
+(T+2d%) e | 6%dx+ 6/ |VO|*dx
R» R»

onde Oy =7+ 2d*. =
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Lema 3.3. Sejam 0 < e < 1/7 e H(t) = E(t) + J(t), com E(t) e J(t) definidos em

(3) e no Lema 3.1, respetivamente. Entdo,

SE(t) < H(t) < 2E(t), Vt > 0. (3.13)

Demonstra¢ao:Usando as desigualdades de Holder e Young temos por (3.8) que

[F ()]

N

N

‘—/ Aut([—A)Ide—%/ «92dx+/ u (I — A~ oda

1
‘—/ utA(I—A)_ledx—§ Gde—i—/ u (I — A 0dx
n ]:Rn n

1
/ \ut|]A(I—A)19|d:B+—/ 02dx+/ || (I — A)™" 0]dz
IR» 2 IRn R

1/2 vz
(/ |ut|2dx) (/ |A(I—A)_10|2dx) +§/ 10]2dx
1/2 1/2
—l—(/ |ut|2dx) (/ |(I—A)_19|2dx)
1 2 ]' -1 2 1 2
Y owpae+ L [ aa-aytopaes L[ jopa
2 J 2 J 2 J
1
+1/ |ut|2da:+—/ (= A) " 02dz
2 Jpn 2 Jpn

1 1
/ |ut|2da:+§/ |A(I—A)19|2d:v+§/ 10|%dx
%/ (I —A)"0)2dx

1 1 _
[ e g [ 1opdee g 0 -2 ol

1 1
/ ufdx+—/ \9\2dx+—/ |0|?dx
n 2 Rn 2 IRn
/ ufdm—l—/ 0|*dx

2E(t). (3.14)
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e

|IG(t)] = ’/ uutdx—l—/ VuVudz
n IR

= ’/ uutdx—/ w Audx
n R
< / |uHut|da:—|—/ || A
R R
1/2 1/2
e ([ ([ o)
1/2 1/2
+ (/ |ut|2dx) (/ |Au|2d:z:>
1 1
— 5/IRn ]u\de+§/n|ut|2dx
2 jPdr s [ jaupd
5 [ fwlde+g | |Aulde
1 2 2 1 2
= - lul“dx + |ue|“da + = |Au|*dx
2 n Rﬂ 2 IR/H

< E(t) +2E(t) = 3E(t). (3.15)

Logo, pela desigualdade triangular, (3.13) e (3.14) obtemos

(0] = [eF(1) + S60)| < dPO] + S100)] < 2B(0) + 5 B(t) = T E(1).
Dai,
7 7
—SeB() < J(t) < 5B
e, consequentemente,
Bt) - %E(t) < B(t)+ J(t) < B(t) + %E(t).

Como H(t) = E(t) + J(t), concluimos que

7 7
(1-— ée)E(t) <H(@) <1+ §€)E(t)
Por outro lado,
1 7 1 7 3
<z se< - =>1<l+ce< o
0<e 7:>O<2€ 2:> < +26 5
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0<7 <1:>
26579

Lema 3.4. Sejam ¢ > 0 e H(t) definido no lema anterior. Entao,

d €
SH(t) < ——E(t), ¥t =0
SH() < ~E(0)

1

para algum e > 0, tal que eCy < 3, onde Cy € a constante definida no Lema 3.2.

Demonstragao: Da identidade de energia (4) e do Lema 3.2, temos

d d d
ZH(t) = B+ J()

< —/ |VO|*dx — dex—f/ u?dm—f/ |V, |2 dx
. - 2 Jpn 2 Jpn

—g/ﬂ{n |Au|2dx—§/nu2dx—§a(t) /1Rn |Vul*dz

+€C'4/ ]¢9|2d91:+6/ IVO|*dx. (3.16)
n IR0

1 1
Agora, se Cy < 2 entao € < 7 (porque Cy = 7+ 2d* > 7). Logo, de (3.16)
€

obtemos

—H(t) < (-1+ e)/ |VO|*dz + (—1 + €Cy) 0*dx
R» R®

€ € €
—§/nufdx—§/mn |Vut|2dx—§/IRn\Au|2dx

_ € 20p — € 2
S/r.u dx Za(t)/]Rn |\Vul|*dx

—13 1 € €
< ? - |V9’2d.1; - 5 - 92d$ - 5 / § U?dl’ - 5 /IRn |V'U/t‘2d$€
—E/ | Aul*dr — E/ udr — Ea(t)/ |Vul*dz
8 JRrn 8 Jwrn 2 n
1 € €
< _* 2, € 2, € 2
< 2/n9dx 2/]Rnutda: 2/]Rn]Vut] dx

—E/ |Au|2dx—f/ uzdx—fa(t)/ |Vul*dz. (3.17)
8 Jiw 8 Jrn PR .
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Como M(.) é uma fungao nao decrecente e a(t) > 0, entdo

Jrn [Vul?da
/ M(s)ds < M (/ \Vu|2dx) (/ |Vul*dz — O) ;
0 R» R»

ou seja;

Jrn [Vul?dz
—a(t)/ |Vul*dz < —/ M(s)ds.
n 0

Logo, por (3.16) deduzimos que

d 1 € €
%H(t) < =3 / ) 0*dx — 3 / ) uidr — 5 / ) |V, |*dx
Jrn |Vul?dz
—E/ |Au!2dac—f/ u2dx—£/ M (s)ds
8 Rn 8 n 2 O
€
< —=E(t
0
€ . [1 € € ) -
onde 3= min {57 2 g} Isto conclui a demonstracao do Lema 3.4. =
Agora, estamos em condigoes de demonstrar o nosso resultado principal.

Demonstracao do Teorema 3.1: De acordo com os Lemas 3.3 e 3.4, temos

d €

—H) < —=E(t), Vt >

CH() <~ SB(1), Vi >0
e

Daf,
€
—H(t) < —1—6H(t)

e, consequentemente,

H(t) < H(0)exp(—(e/16)t), YVt > 0.
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Logo, pelo Lema 3.3, concluimos que

%E(t) < H®)
< H(0)ewp(—(e/16)t)

< 2E(0)exp(—(e/16)t);
ou seja;

E(t) < 4E(0)exp(—(/16)t), V£ > 0. m
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Apeéendice

Em [10], Lagnese e Leugering consideram o modelo

€Vt — [Uz + %wg]x = 0, (318)
Wit — Weptt + Wazgr — [w:v (Ux + %wg)h =0,

0<x < Let>0, para descrever a dinamica nao linear de uma viga uniforme de
comprimento x = L, que esta presa somente em um extremo. As quantidades v e
w representam, respectivamente, os deslocamentos longitudinais e transversais da
viga, cujo movimento é impulsionado por um momento fletor, uma forca axial (ou
normal) e uma forca cortante (ou forga de cisalhamento) que atuam no extremo da
viga que esta livre. Num caso especial, quando as condic¢oes de contorno sao do
tipo Dirichlet/Neumann, G.P Menzala e E. Zuazua mostraram em [18] que,

quando € — 0, o modelo (3.18) se ‘aproxima’, no sentido fraco, da equagao escalar

1 L
Ut — Ugatt T Uzgge — ﬁ </0 uidl’) Ugpr = O, (319)

onde0<x<Let>0.

Aqui, consideramos o sistema

vy — (v + %wi]x =0, em IR x (0,00)

Wit — Wagtt + W + Wagrr — [wm (Um + %w?ﬁ)}x - O’ em IR x <O’ OO) (320)

v(z,0) = vo(z), w(z,0)=wy(z), em R

v (x,0) = v1(z), wi(z,0) =wi(x), em R
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e mostraremos que, quando € — 0, o modelo limite é linear. Antes porém,

enunciamos o resultado de existéncia e unicidade.

Teorema 3.2. (veja [12]) Sejam € > 0 e (vg, wo, vy, wr) € H'(IR) x H*(IR) x L2(IR) x

H'(R). Entao, o sistema (3.20) possui uma tinica solugdo global generalizada

v € C ([0, 00); H'(IR)) N C" ([0, 00); LA (R)) |

w® € C ([0,00); H*(R)) NC" ([0,00); H'(R)) .
Quando e > 0, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.3. Sejam € > 0 e (v, vs, w, ws) a solugdo do sistema (3.20) dada pelo

Teorema 1. Entao, quando € — 0,
(we,wf) =" (u,uy) em L™ (0,00; H*(IR)) x L (0, 00; H'(IR)) (3.21)

onde u € solucao de

Ut — Uggtt T Uggaer + U = 07 em R X (0, OO)

(3.22)
U(ZL‘,O) = wO(x)7 Ut(l',O) = U)l(l'), em RR.
Demonstracao: A demonstracao sera feita em varios passos.
(i) A energia total E(t) associada a (3.20) é dada por
1 €\2 € 1 €\2\2 €\2 €\2 € \2 € \2
E(t) =5 ]RE(vt) + (vg + 5 (wg)")” + (W) + (w)” + (wg,)” + (wg,) dw, (3.23)
e podemos verificar que

d {E.(t)} =0; (3.24)

dt € - ) N



(ii) De (i) temos as seguintes limitagoes:

{Vevi} é limitada em L*°(0, oo; L*(IR)),

{vs + 5(w)?} é limitada em L>(0, 00; L*(IR)),

{w} ¢ limitada em L>(0, 0o0; L*(IR)),

{w§} é limitada em L>(0, 00; L*(IR)),

{ws,} ¢ limitada em L*(0, c0; L*(IR)),

{we,} ¢élimitada em L>(0,00; L*(IR)).

As limitagbes acima implicam a existéncia de subseqiiéncias (que ainda
denotaremos pelo mesmo indice € ), tais que, quando € — 0,

{Vevi} = € em L(0, 00; L*(IR)),
{vg + 3(wg)?t = em L=(0, 00; L*(IR)), (3.25)
{w} —=*u em L*(0,00; H*(R)),
{ws} —=* uy em L>(0,00; HY(IR)).

Além disso, usando o Lema de compacidade de Aubin-Lions, deduzimos que

w® — u fortemente em L*(0,T; H°(IR)), (3.26)

loc

Vo >0e0<T < oco. Logo,

wS — u, fortemente em L*®(0,T; HL-°(IR)), (3.27)

loc

quando € — 0, V0 > 0 e 0 < T < co. Em particular, o Teorema de imersao de

Sobolev, implica que

(we)?* — u? fortemente em L°(0,T; LY (IR)), (3.28)

T loc

quando € — 0, para todo p < oo e 0 < T < oo. Com (3.25) e (3.28), podemos

passar o limite no termo nao linear como segue:

1
WE(E + S ) = ey em 1(0,T; L, (R)), (329)
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quando € — 0.

(iii) Agora, identificaremos o limite fraco n em (3.25). Usando a limitagao de E(t)

2

e observando que {vS} é limitada em L>(0,T; L;,.

(R)), podemos extrair uma
subseqiiéncia de {v°}, tais que
vy =" p em L¥(0,T; Li,(IR)), (3.30)
quando € — 0, para algum p = p(x,t). Logo, de (3.26) e (3.30) temos que
vE + 1(w;)2 —p+ %uQ em L>(0,T; L} (IR)), (3.31)

92 T loc

e por (3.25) obtemos
L
n=p+u,. (3.32)
(iv) Mostraremos que 7 independe de z. De fato, devido a (3.25), temos que
evs, =0 em H1(0,T; L*(IR)), (3.33)

quando € — 0, e de (3.20), (3.33) e (3.31) segue

1
ne=lp+suz] =0. (3.34)

Assim, n = n(t).

(v) Finalmente, podemos passar o limite em (3.20) quando € — 0,0btendo
Upt + Uggzz + U — Ugeyr = [ugn], em IR x (0, 00). (3.35)
Como 7 é uma funcdo que sé depende de t, (3.35) tem a forma
Upt + Ugzze + U — Ugpy = 1)Uz em IR x (0, 00). (3.36)

Agora, da semicontinuidate inferior da norma L?, obtemos que

1
5/ up +u, +u? +ul, + (n(t)*dz < lim ionf E.(t) < 400, (3.37)
R o
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o que implica claramente que n = 0.
(vi) Para concluir o resultado, precisamos provar que u verifica os dados iniciais.

Devido a (3.25) e (3.26),

w — u em CO([0, T); L;.(IR))

loc

e, portanto, wo(x) = w(x,0) — u(x). Consequentemente, u(x,0) = wp(x). Para

provar que u(z,0) = w;(x), usamos a equagao (3.20):

62

(1= gy = iy — 0+ (0505 + 5 (W)L (3.38)

rxTT 9

Como {w} é limitada em L*(0, 0co; H?

i (R)), entdo {ws,,,} ¢ limitada em

Z.

L>(0,00; H,2(IR)). J4 sabemos que {vS + $(w5)?} é limitada em

loc

L>(0,00; L2 (IR)), e portanto, tambem ¢ limitada em L>(0, co; H, ’(IR)), para

loc loc
todo § > 0. Assim, segue que [w(vS + 2 (w)?)], é limitado em
L>=(0, 00; (H,2 1 (IR))?), para todo § > 0. Logo, de (3.38) obtemos que {ws,} é
limitada em L*°(0, 00; L2 (IR)). Como {w{} é limitada em L*>(0,00; H. (IR)),

loc

novamente, podemos usar o Lema de compacidade de Aubin-Lions para extrair
uma subseqiiéncia de {w{}, tal que w§ — u; em C([0,T]; L2 (IR)), para todo § > 0,

quando € — 0. Analogamente, deduzimos que w;(z,0) = wy(z), e concluimos que o

limite u satisfaz

Ut — Uggit T Uggaer + U = 07 em IR X (07 OO) <3 39)

u(z,0) = wo(z), uz,0)=wi(x), em R.
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