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A todos os professores que tornaram posśıvel minha formação, pelos ensinamentos,
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Resumo

Consideramos um modelo que descreve a dinâmica não linear de uma placa

termoelástica não limitada. Provamos que o sistema acima é globalmente bem

posto e analizamos o comportamento da energia total E(t), quando t → +∞.

Nosso resultado principal mostra que a energia total do sistema satisfaz a seguinte

estimativa: Existe uma constante γ = γ(E(0)) > 0, tal que

E(t) 6 4E(0)exp(−γt), ∀t > 0.

O resultado é provado construindo uma função de Lyapunov que é uma

perturbação adequada da energia e satisfaz a desigualdade diferencial que conduz à

estimativa de decaimento.
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Abstract

We consider a model describing nonlinear dynamical motions of an unbounded

thermoelastic plate. We prove the well-posedness of the system and analyse the

behaviour of the total energy E(t), when t → +∞. Our main result result shows

that the total energy of the system satisfies the following estimate: There exist a

constant γ = γ(E(0)) > 0 such that

E(t) 6 4E(0)exp(−γt) for all t > 0.

The result is proved by constructing Lyapunov functional which is a suitable

perturbation of the energy and it satisfies the differential inequality leading to the

desired decay estimate.
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Introdução

Nos últimos anos, a estabilização de modelos matemáticos envolvendo

estruturas flex́ıveis sujeitas a vibração, têm sido consideravelmente estimulada pelo

número crescente de questões de interesse prático. Dentre esses modelos, podemos

destacar aqueles relacionados à engenharia estrutural moderna, que requerem

mecanismos de controle ativos para estabilizar estruturas intrinsecamente instáveis

ou que possuem um amortecimento natural muito fraco, como por exemplo, os

modelos que descrevem os deslocamentos de vigas e placas finas. Dentro desse

mesmo contexto aplicado, os modelos acima mencionados ainda sugerem que se

considere o efeito do calor atuando sobre toda a viga (ou placa) interagindo com os

outros efeitos, o que nos leva a analisar a sensibilidade do material diante da

variação de temperatura; ou seja; verificar se as variações de temperatura

influenciarão as deformações do material em cada instante de tempo.

Os modelos matemáticos que regem esse tipo de fenômeno são sistemas

temporais hiperbólicos/parabólicos e, teoricamente, surge a questão de qual dos

comportamentos, o parabólico ou o hiperbólico, vai determinar o perfil das

soluções, como por exemplo, o comportamento assintótico, e qual das equações

modificará o comportamento da outra.

Nesse trabalho, consideramos o problema de Cauchy para o modelo
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termoelástico

utt −∆utt + ∆2u + u−M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
∆u− θ + ∆θ = 0

em IRn × (0,∞),

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0 em IRn × (0,∞),

u(x, 0) = uo(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θo(x) em IRn,

(1)

onde u = u(x, t) denota o deslocamento em x no tempo t e θ = θ(x, t) é a diferença

de temperatura com relação a uma temperatura de referência fixa. M = M(s) é

uma função real de uma variável real satisfazendo as condições

M ∈ C1(IR+) e M(s), M′(s) > 0, ∀s > 0. (2)

A energia total E(t) associada a (1) é dada por

E(t) =
1

2

∫
IRn

(u2
t + |∇ut|2 + |∆u|2 + u2 + θ2)dx +

1

2
M̂

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
, (3)

onde M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds, e através de um cálculo formal verificamos que

d

dt
{E(t)} = −

∫
IRn

θ2dx−
∫

IRn

|∇θ|2 dx; (4)

ou seja; que E(t) decresce ao longo das trajetórias do sistema. Nesse caso, o estudo

de estabilização da energia é um problema que pode ser abordado.

Nosso objetivo principal é mostrar que E(t) se aproxima de zero

exponencialmente, quando t →∞. Mais precisamente, desejamos provar que

E(t) 6 4E(0)e−γt, ∀t > 0,

onde γ = γ(E(0)) > 0 e {u, ut, θ} é uma solução forte do sistema (1). Para obter o

resultado, construiremos um funcional de Lyapunov H satisfazendo

dH(t)

dt
6 −cH(t), c > 0
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e

c1E(t) 6 H(t) 6 c2E(t), c1, c2 > 0.

A construção do funcional é inspirada nas técnicas multiplicativas que foram

recentemente usadas em [16] e [17] para a análise do sistema de von Kármán com

efeitos térmicos.

Observe que o modelo (1) faz parte de uma classe de sistemas da forma

utt −∆utt + ∆2u + f (u, θ,∇u, ∆u) = 0 em IRn × (0, +∞),

θt −∆θ + g (θ, ut, ∆ut) = 0 em IRn × (0, +∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), θ(x, 0) = θ0(x) em IRn,

onde f e g são funções satisfazendo condições adequadas. O modelo (5) com f e g

espećıficas foi recentemente estudado em [24], [5] e [15]. Em [24], os autores

estudam o modelo (5) em Ω× (0,∞) com

f = u + ∆θ e g = −∆ut (5)

onde Ω é um domı́nio limitado em Rn com fronteira suave e u = ∂u
∂υ

= θ = 0 sobre

(0, +∞)× ∂Ω, sendo v o vetor unitário normal exterior a ∂Ω. Eles provam a

existência e unicidade de solução forte do modelo cuja energia total decae

exponencialmente. A prova do decaimento de energia foi obtido usando o método

de energia. Enamoto em [5], considera o modelo (5) em Ω× (0,∞) com f e g

dadas em (6) onde Ω é um domı́nio exterior com fronteira suave ∂Ω em IR3 e

u = ∂u
∂υ

= θ = 0 em (0, +∞)× ∂Ω. Usando técnicas multiplicativas e considerando

condições iniciais com suporte compacto em ΩR = {x ∈ Ω; |x| < R} foi provada a

estimativa

(1 + t)3/2 ‖u(t, .)‖H2(ΩR) + (1 + t)5/2 ‖u(t, .)‖H1(ΩR)

+(1 + t)3/2 ‖θ(t, .)‖L2(ΩR) ≤ c
(
‖u0‖H2(Ω) + ‖u1‖H2(Ω) + ‖θ0‖L2(Ω)

)
3



para toda {u, ut, θ} solução forte do modelo (5), onde c é uma constante positiva.

Em [15], os autores estudam o modelo (5) em R× (0, +∞) com

f = M
(∫

IR
u2

xdx
)
uxx + θxx e g = uxxt, onde M é uma função real satisfazendo

M ∈ C1, M(s) ≥ C0 > 0, ∀s ≥ 0 e alguma constante C0. (6)

O resultado de existência e unicidade foi obtido em um espaço de Sobolev

adequado e para o análise do decaimento da energia foi usada a análise de Fourier.

Nesse caso, mostrou-se que E(t) = O(t−1/2), quando t →∞. Observe que o caso

M(s) = s não está inclúıdo na hipótese (7). Nesse trabalho, estendemos os

resultados obtidos em [15] (incluindo o caso em que M(0) = 0) considerando em

(5) o caso f = u− θ + ∆θ − a(t)∆u e g = θ + ut −∆ut com

a(t) = M
(∫

Rn |∇u|2 dx
)
. Podeŕıamos questionar a eliminação dos termos −θ em f

e ut em g. Neste caso, é possivel provar a existência e unicidade global do modelo,

porém na demonstração do comportamento assintótico da energia total quando

t → +∞, teŕıamos que fazer mudanças nos funcionais ou então substitúı-los por

outros. Atualmente, esse problema está em aberto. Por outro lado, uma das

principais contribuções do presente trabalho é a construção de um novo funcional

de Lyapunov para o sistema não linear (1).

A análise acima descrita, foi dividida em três Caṕıtulos e um Apêndice.

No Caṕıtulo 1, apresentamos alguns resultados clássicos que serão utilizados

ao longo do trabalho.

No Caṕıtulo 2, mostramos a existência e unicidade de solução forte para o

sistema (1). O resultado é obtido utilizando a Teoŕıa de semigrupos e estimativas a

priori.

No Caṕıtulo 3, mostramos que E(t) tende a zero de maneira exponencial,
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quando t →∞.

No Apéndice, mostramos a ‘proximidade’ (no sentido fraco) entre as soluções

de um sistema não linear acoplado para vibrações de vigas e o modelo linear utt − uxxtt + uxxxx + u = 0, em IR× (0,∞)

u(x, 0) = w0(x), ut(x, 0) = w1(x), em IR.
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Caṕıtulo 1

Resultados Básicos

Neste caṕıtulo apresentamos os principais conceitos e resultados que serão

utilizados no decorrer deste trabalho. As demostrações são omitidas por se tratar

de resultados conhecidos, mas citamos referências onde tais resultados, junto com

suas demostrações, podem ser encontrados.

Em todo este trabalho, o śımbolo Ω representará um subconjunto aberto do espaço

IRn, que eventualmente poderá ser todo IRn.

1.1 Notações

1. IK indica o corpo IR ou IC.

2. |α| = α1 + α2 + ... + αn para α = (α1, ..., αn) ∈ INn, n ∈ IN.

3. Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ...∂xαn

n

, α = (α1...αn) ∈ INn.

4. Se f : Ω ⊂ IRn → IR é diferenciável, então o gradiente de f , que será denotado

por ∇f , é definido como o vetor do IRn dado por

∇f =
(

∂f
∂x1

, ..., ∂f
∂xn

)
.
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5. Se x ∈ ∂Ω e u é diferenciável em x, então ∂u
∂η

(x) = η(x).∇u(x) é a derivada

normal em x, sendo η(x) o vetor unitário exterior a Ω em x.

6. Se F (x) = (f1(x), ..., fn(x)) é um campo vectorial de classe C1, definimos o

divergente de F (x), denotado por divF , como divF = ∇.F =
∑n

i=1
∂fi

∂xi
, onde

∇ é o operador definido por ∇ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ..., ∂
∂xn

)
.

7. O Laplaciano de uma função f é definido por div(∇f) = ∇.∇f =
∑n

i=1
∂2f
∂x2

i
e

é denotado por ∆f .

Identidades úteis

Se f e g são funções escalares de classe C1(Ω), Ω ⊆ IRn, c é uma constante real e F

e G são campos vetoriais também de classe C1(Ω), então as seguintes relações

podem ser facilmente comprovadas:

1. ∇ (f + g) = ∇f +∇g.

2. ∇(cf) = c∇f .

3. ∇ (fg) = f∇g + g∇f .

4. div(F + G) =divF+divG.

5. div(fF ) = fdivF +∇f.F .

Observação 1.1. O ponto ”.”em x.y indica o produto interno em IR entre os vetores

x e y.

1.2 Distribuições

Seja u uma função numérica e mensurável definida em Ω e seja (Ki)i∈I a famı́lia de

todos os subconjuntos abertos Ki de Ω, tais que u = 0 quase sempre em Ki.

7



Considera-se o subconjunto aberto K =
⋃

i∈I Ki. Então,

u = 0 quase sempre em K.

Como conseqüência, define-se o suporte de u, que será denotado por supp u, como

sendo o subconjunto fechado de Ω, supp (u) = Ω/K.

Definição 1.1. Representamos por C∞
0 (Ω) o conjunto das funções u : Ω → IK,

cujas derivadas de todas as ordens são cont́ınuas e cujo suporte é um subconjunto

compacto de Ω . Os elementos de C∞
0 (Ω) são chamados de funções testes.

Naturalmente, C∞
0 (Ω) é um espaço vetorial sobre IK com as operações usuais de

soma de funções e de multiplicação por escalar .

Noções de convergência em C∞
0 (Ω)

Definição 1.2. Sejam {ϕk}k∈INuma seqüência em C∞
0 (Ω) e ϕ ∈ C∞

0 (Ω).Dizemos

que ϕk → ϕ se:

i) ∃K ⊂ Ω, K compacto, tal que suppϕk ⊂ K, para todo k ∈ IN.

ii) Para cada α ∈ INn, Dαϕk(x) → Dαϕ(x) uniformemente em Ω.

Definição 1.3. O espaço vetorial C∞
0 (Ω) com a noção de convergência definida

acima é denotado por D(Ω) e é chamado de espaço das funções testes.

Definição 1.4. Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear definido em D(Ω)

e cont́ınuo em relação à noção de convergência definida em D(Ω). O conjunto de

todas as distribuições sobre Ω é denotado por D′(Ω).

Desse modo, D′(Ω) = {T : D(Ω) → IK; T é linear e cont́ınuo}. Observamos que

D′(Ω) é um espaço vetorial sobre IK. Se T ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω) denotaremos por

< T, ϕ > o valor de T aplicado ao elemento ϕ.

Noção de convergência em D′(Ω)
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Definição 1.5. Dizemos que Tk → T em D′(Ω) se < Tk, ϕ >→< T, ϕ >, para toda

ϕ ∈ D(Ω).

1.3 Espaços Lp(Ω)

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre Ω são no sentido de Lebesgue, assim

como a mensurabilidade das funções envolvidas.

Definição 1.6. Sejam Ω um conjunto mensurável e 1 6 p 6 ∞. Indicamos por

Lp(Ω) o conjunto das funções mensuráveis f : Ω → IK tais que ‖f‖Lp(Ω) < ∞ onde

‖f‖Lp(Ω) =

[∫
Ω

|f(x)|pdx

]1/p

, se 1 6 p < ∞,

e

‖f‖∞ = sup essx∈Ω|f(x)| = inf
{
C ∈ IR+/med{x ∈ Ω/|f(x)| > C} = 0

}
= inf {C; |f | 6 C quase sempre} .

Observação 1.2. As funções ‖.‖Lp(Ω) : Lp(Ω) → IR+, 1 6 p 6 ∞, são normas.

Na verdade Lp(Ω) deve ser entendido como um conjunto de classes de funções onde

duas funções estão na mesma classe se elas são iguais quase sempre em Ω.

Os espaços Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞, são espaços de Banach, sendo L2(Ω) um espaço de

Hilbert com o produto interno usual da integral. Além disso, para 1 < p < ∞, Lp(Ω)

é reflexivo.

Teorema 1.1. C∞
0 (Ω) é denso em Lp(Ω), 1 6 p 6 +∞ .

Teorema 1.2. (Interpolação dos espaços Lp(Ω)) Sejam 1 6 p < q 6 ∞. Se

f ∈ Lp(Ω)
⋂

Lq(Ω), então f ∈ Lr(Ω) para todo r ∈ [p, q]. Além disso,

‖f‖Lr(Ω) 6 ‖f‖α
Lp(Ω)‖f‖1−α

Lq(Ω)
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para todo α ∈ [0, 1], tal que
1

r
= α

1

p
+ (1− α)

1

q
.

Espaços Lp
loc(Ω)

Definição 1.7. Sejam Ω um aberto do espaço IRn e 1 6 p < ∞. Indicamos por

Lp
loc(Ω) o conjunto das funções mensuráveis f : Ω → IR, tais que fχK ∈ Lp(Ω),

para todo K compacto de Ω, onde χK é a função caracteŕıstica de K.

Observação 1.3. Lp
loc(Ω) é chamado o espaço das funções localmente integráveis.

Para u ∈ L1
loc(Ω) consideramos o funcional T = Tu : D(Ω) → IK definido por

< T, ϕ >=< Tu, ϕ >=

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx.

É fácil verificar que T define uma distribuição sobre Ω.

Lema 1.1. (Du Bois Reymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então, Tu = 0 se e somente

se u = 0 quase sempre em Ω.

A aplicação

Lp
loc(Ω) → D′(Ω)

u 7→ T (u)

é linear, cont́ınua e injetiva (devido ao Lema 1.1). Em decorrência disso, é comum

identificar a distribuição Tu com a função u ∈ L1
loc(Ω). Nesse sentido, tem-se que

L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω). Como Lp(Ω) ⊂ L1

loc(Ω) temos que toda função de Lp
loc(Ω) define

uma distribuição sobre Ω, isto é, toda função de Lp(Ω) pode ser vista como uma

distribuição.

Definição 1.8. Sejam T ∈ D′(Ω) e α ∈ INn. A derivada de ordem α de T , denotada

por DαT , é definida por

< DαT, ϕ >= (−1)|α| < T, Dαϕ >, para toda ϕ ∈ D(Ω).
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Como esta definição tem-se que se u ∈ Ck(Ω), então DαTu = TDαu , para todo

|α| 6 k, onde Dα indica a derivada clássica de u. Se T ∈ D′(Ω), então

DαT ∈ D′(Ω) para todo α ∈ INn.

1.4 Espaços de Sobolev

Os principais resultados desta seção podem ser encontrados em Adams [1], Brezis

[3] e Kesavan [8].

Definição 1.9. Sejam m ∈ IN e 1 6 p 6 ∞. Indicaremos por Wm,p(Ω) o conjunto

de todas as funções u de Lp(Ω), tais que para todo |α| 6 m, Dαu pertence a Lp(Ω),

sendo Dαu a derivada distribucional de u. Wm,p(Ω) é chamado de Espaços de

Sobolev de ordem m relativo ao espaço Lp(Ω).

Resumidamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), |α| 6 m}

Norma em Wm,p(Ω)

Para cada u ∈ Wm,p(Ω) tem-se que

‖u‖m,p =

 ∑
|α|6m

‖Dαu‖p
Lp(Ω)

 1
p

=

 ∑
|α|6m

∫
Ω

|(Dαu)(x)|p dx

 1
p

, 1 6 p < ∞

e

‖u‖m,∞ =
∑
|α|6m

‖Dαu‖L∞(Ω) , p = ∞

definem uma norma em Wm,p(Ω).

Observação 1.4. .
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1.
(
Wm,p(Ω), ‖.‖m,p

)
é um espaço de Banach .

2. Quando p = 2, o espaço de Sobolev Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert com

produto interno dado por

(u, v) =
∑
|α|6m

(Dαu, Dαv)Lp(Ω) ; u, v ∈ Wm,2(Ω).

3. Denota-se Wm,2(Ω) por Hm(Ω).

4. Hm(Ω) é reflexivo e separável.

O Espaço Wm,p
0 (Ω)

Definição 1.10. Definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞

0 (Ω) em

Wm,p(Ω).

Observação 1.5. .

1. Quando p = 2, escreve-se Hm
0 (Ω) em lugar de Wm,p

0 (Ω).

2. Se Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω), o complemento de Ω em IRn possui media de Lebesgue

igual a zero.

3. Vale que Wm,p
0 (IRn) = W m,p(IRn).

O Espaço W−m,q(Ω)

Definição 1.11. Suponha que 1 6 p < ∞ e q > 1, tais que 1
p
+ 1

q
= 1. Representa-se

por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω).

O dual topológico de Hm
0 (Ω) é representado por H−m(Ω).

Os Espaços Hs(IRn), s ∈ IR
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Definição 1.12. Uma função f definida em IRn é dita ser rapidamente decrescente

no infinito, se é infinitamente diferenciável e

pk(f) = sup
|α|6k

sup
x∈IRn

(
1 + |x|2

)k |(Dαf)(x)| < ∞,∀k ∈ IN.

Denotamos por S(IRn) o espaço das funções rapidamente decrescentes no infinito.

Considere o espaço vetorial S(IRn), no qual definimos a seguinte noção de

convergência : uma seqüência {fv}v∈IN de funções de S(IRn) converge para zero,

quando para todo k ∈ IN a seqüência {pk(fv)}v∈IN converge para zero em IK. A

seqüência {fv}v∈IN converge para f em S(IRn) se {pk(fv − f)}v∈IN converge para

zero em IK para todo k ∈ IN.

As formas lineares definidas em S(IRn), cont́ınuas no sentido da convergência

definida em S(IRn) são denominadas distribuições temperadas. O espaço vetorial

de todas as distribuições temperadas com a convergência pontual de seqüências

será representado por S ′(IRn).

Definição 1.13. Se f ∈ S(IRn) ou f ∈ L1(IRn), denotamos por f̂ a Transformada

de Fourier de f dada por

(f̂)(x) =
1

(2π)n/2

∫
IRn

e−ix.yf(y)dy.

Proposição 1.1. (Identidade de Plancherel) Para toda função u ∈ L2(IRn)

tem-se que

‖u‖L2(IRn) = ‖û‖L2(IRn)

Proposição 1.2. O espaço Hm(IR),m ∈ IN coincide com o conjunto

{
u ∈ S ′(IRn); Jmû ∈ L2(IRn)

}
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onde Jm é a função dada por Jm(x) =
(
1 + ‖x‖2)m

2 , x ∈ IRn. Além disso , a função

| ‖.‖ |m : Hm(IRn) → IR+ definida por

| ‖u‖ |m = ‖Jmû‖L2(IRn)

é uma norma equivalente à norma de Sobolev.

A partir dessa proposição se define :

Definição 1.14. Para s ∈ (IR+), indicamos por Hs(IRn) o conjunto

{
u ∈ S ′(IRn); Jmû ∈ L2(IRn)

}
onde Js(x) =

(
1 + ‖x‖2) s

2 , x ∈ IRn.

Proposição 1.3. Hs(IRn) é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por

(u, v)Hs(IRn) = (Jsû, Jsv̂)L2(IRn) .

1.5 Imersões de Sobolev

Teorema 1.3. (Teorema de Sobolev) Sejam m > 1 e 1 6 p < ∞.

i) Se 1
p
− m

n
> 0, então Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), 1

q
= 1

p
− m

n
;

ii) Se 1
p
− m

n
= 0, então Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), q ∈ [p,∞);

iii) Se 1
p
− m

n
< 0, então Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω)

sendo as imersões acima cont́ınuas.
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1.6 Desigualdades importantes

Desigualdade de Hölder

Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 < p < ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1 ou q = 1 e p = ∞ ou

q = ∞ e p = 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|fg| 6 ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .

Desigualdade de Young

Se a > 0, b > 0 e 1 < p, q < ∞ com 1
p

+ 1
q

= 1, então ab 6 1
p
ap + 1

q
bq.

1.7 Operadores eĺıticos

Definição 1.15. Um operador diferencial de ordem 2m,m ∈ IN da forma

Lu =
∑
|α|6m

Cα(x)D2αu, x ∈ Ω

é chamado operador eĺıtico se existe uma constante C > 0, tal que

∑
|α|6m

Cα(x)ξ2α > C |ξ|2m

para todo ξ ∈ IRn e para todo x ∈ Ω.

Teorema 1.4. (Teorema de regularidade eĺıtica)Sejam L um operador dife-

rencial eĺıtico de ordem 2m, m ∈ IN, definido em um aberto Ω do IRn e u ∈ D′(Ω).

Se u é solução de Lu = f , no sentido das distribuições, com f ∈ L2(Ω) então

u ∈ H2m(Ω).

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em Agmon-Douglis-Nirenberg

[2].
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1.8 Formas bilineares e o Teorema de

Lax-Milgram

Definição 1.16. Seja H um espaço de Hilbert real . Um funcional B : H×H → IR

é chamado uma forma bilinear se B(., y) é linear para cada y ∈ H e B(x, .) é linear

para cada x ∈ H.

B é dito limitado (cont́ınuo) se existe uma constante K > 0, tal que

|B(x, y)| 6 K ‖x‖ ‖y‖ ,∀x, y ∈ H.

B é dito coercivo se existe uma constante δ > 0, tal que

B(x, u) > δ ‖x‖2 ,∀x ∈ H.

Teorema 1.5. (Lax-Milgram)Seja B uma forma bilinear, limitada e coerciva so-

bre um espaço de Hilbert H. Então, para cada funcional linear cont́ınuo F em H,

existe um único u ∈ H, tal que

B(x, u) = F (x),∀x ∈ H.

A demonstração do teorema de Lax-Milgram pode ser encontrada em Brezis [3].

1.9 Semigrupos de operadores lineares

Para a teoria de semigrupos de operadores lineares citamos como referências,

Brezis [3], Gomes [7] e Pazy [21].

Definição 1.17. Seja X um espaço de Banach e L(X) a álgebra dos operadores

lineares limitados de X. Diz-se que uma aplicação S : IR+ → L(X) é um semigrupo

de operadores lineares limitados de X se :
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I) S(0) = I, onde I é operador identidade de L(X);

II) S(t + s) = S(t)S(s),∀t, s ∈ IR+.

Diz-se que o semigrupo S é de classe C0 se

III) limt→0+ ‖(S(t)− I)x‖ = 0,∀x ∈ X.

Proposição 1.4. Todo semigrupo de classe C0 é cont́ınuo em IR+, isto é,

lim
t→0+

S(s)x = S(t)x, ∀x ∈ X.

Definição 1.18. Se ‖S(t)‖ 6 1,∀t > 0, S é dito semigrupo de contrações.

Definição 1.19. O operador A : D(A) → X definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

h→0+

S(h)− I

h
x existe

}
e

A(x) = lim
h→0+

S(h)− I

h
x, ∀x ∈ D(A)

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposição 1.5. O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 é um op-

erador linear e fechado e seu domı́nio é um subespaço vetorial denso em X.

Proposição 1.6. Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Se x ∈ D(A), então S(t)x ∈ D(A),∀t > 0 e

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Definição 1.20. Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Ponhamos A0 = I, A1 = A e, supondo que Ak−1 esteja definido, vamos definir Ak

pondo

D(Ak) =
{
x; x ∈ D(Ak−1) e Ak−1x ∈ D(A)

}
17



e

Akx = A(Ak−1x), ∀x ∈ D(Ak).

Proposição 1.7. Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Então,

I) D(Ak) é um subespaço de X e Ak é um operador linear de X.

II) Se x ∈ D(Ak), então S(t)x ∈ D(Ak), t > 0 e

dk

dtk
S(t)x = AkS(t)x = S(t)Akx, ∀k ∈ IN;

III) ∩kD(Ak) é denso em X.

Lema 1.2. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x ∈ D(Ak),

|x|k =
k∑

j=0

∥∥Ajx
∥∥ (1.1)

o funcional |.|k é uma norma em D(Ak) e (D(Ak), |.|k) é um espaço de Banach.

Definição 1.21. A norma (1.1) é dita norma do gráfico . O espaço de Banach que

se obtém munindo D(Ak) da norma (1.1) será representado por [D(Ak)].

Teorema Lumer-Phillips

Definição 1.22. Seja A um operador linear de X . O conjunto dos λ ∈ IC para os

quais o operador linear λI − A é inverśıvel e seu inverso é limitado e tem domı́nio

denso em X, é dito conjunto resolvente de A e é representado por ρ(A). O operador

linear (λI − A)−1, representado por R(λ, A), é dito resolvente de A.

Seja X um espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈., .〉 a dualidade entre X e X∗.

Ponhamos, para cada x ∈ X,

J(x) =
{
x∗ ∈ X∗; 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2} .
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Pelo Teorema de Hahn-Banach,J(x) 6= φ, ∀x ∈ X.

Definição 1.23. Uma aplicação dualidade é uma aplicação j : X → X∗ tal que

j(x) ∈ J(x),∀x ∈ X. Imediatamente se vê que ‖j(x)‖ = ‖x‖.

Definição 1.24. Diz-se que o operador linear A : X → X é dissipativo se, para

alguma aplicação dualidade j,

Re 〈Ax, j(x)〉 6 0,∀x ∈ D(A).

Teorema 1.6. (Lumer-Phillips). Se A é gerador infinitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0, então

i) A é dissipativo;

ii) R(λ− A) = X, λ > 0 (R(λ− A) = imagen de λI − A ≡ λI − A).

Reciprocamente, se

i) D(A) é denso em X;

ii) A é dissipativo ;

iii) R(λ0 − A) = X, para algum λ0 > 0,

então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de classe

C0.

Consideremos o problema de valor inicial ut(t) + Au(t) = f(t, u(t)); t > 0

u(0) = u0

(1.2)

onde −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo C0, T (t); t > 0 sobre um

espaço de Banach H e f : [0, T ]×H → H é uma função cont́ınua em t e satisfaz
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uma condição de Lipschitz em u. Seja Y = (D(A); |.|A) onde para x ∈ A,

|x|A = ‖x‖H + ‖Ax‖H . Prova-se que T (t); t > 0 é um semigrupo C0 sobre Y . Com

as considerações acima temos que vale o resultado:

Teorema 1.7. Seja f : [0, T ] × Y → Y uma função localmente Lipschitziana

cont́ınua em Y , uniformemente em [0, T ]. Então, se u0 ∈ D(A) o problema de valor

inicial (1.2) possui uma única solução forte sobre o intervalo maximal [0, tmax) e se

tmax < T então

lim
t→tmax

(‖u(t)‖H + ‖Au(t)‖H) = +∞. (1.3)

A demonstração dos fatos acima podem ser encontrados em A. Pazy [21].

Equação de Sobolev

Equações do tipo

Au′(t) = Bu(t), t ∈ IR+ (1.4)

são chamadas equações de Sobolev.

Teorema 1.8. Sejam B m-dissipativo e A positivo e auto-adjunto em um espaço

de Hilbert H. Suponha que 0 ∈ ρ(A) e D(B) ⊃ D(A) ou D(A) ⊃ D(B). Então, o

problema de Cauchy associado a (1.4) é bem-posto e é governado por um semigrupo

de contrações de classe Co no espaço de Hilbert K = D(A1/2).

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em A. Goldstein [6].
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Caṕıtulo 2

Existência e Unicidade

Antes de iniciar a demonstração dos resultados, vamos definir o que entendemos

por solução.

Definição 2.1. Dizemos que {u, θ} é solução forte do sistema (1) se está na classe

{u, θ} ∈ C
(
[0, T ]; H4 ×H2

)
∩ C1

(
[0, T ]; H2 × L2

)
,∀ T > 0,

e satisfaz o sistema quase sempre.

A existência e unicidade de soluções do problema (1) será obtida combinando a

Teoria de Semigrupos e estimativas a priori. Por isso, inicialmente fazemos a

mudança de variável ut = v e reescrevemos o modelo (1) como um sitema de

primeira ordem em t:
ut = v

(I −∆) vt = (−I −∆2) u + (I −∆) θ + M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
∆u

θt = (−I + ∆) v + (−I + ∆) θ.

O sistema acima pode ser representado pelo seguinte modelo de primeira ordem

A
d

dt
U = BU + ÑU (2.1)
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onde

U(t) =


u(t)

v(t)

θ(t)

 , Ñ =


0 0 0

N 0 0

0 0 0

 ,

com N dada por

N(u) = M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
∆u,

A =


I 0 0

0 I −∆ 0

0 0 I

 e B =


0 I 0

−I −∆2 0 I −∆

0 −I + ∆ −I + ∆

 .

Introduzimos agora os espaços de Hilbert H = H2 × L2 × L2 e

K = H2 ×H1 × L2 com os respectivos produtos internos


u

v

θ

 ,


ũ

ṽ

θ̃




H

= (u, ũ)H2 + (v, ṽ) + (θ, θ̃)

e




u

v

θ

 ,


ũ

ṽ

θ̃




K

= (u, ũ)H2 + (v, ṽ)H1 + (θ, θ̃)

onde (.,.) denota o produto interno em L2. Os dominios de A e B são dados,

respectivamente, por

D(A) = H2 ×H2 × L2 e D(B) = H4 ×H2 ×H2.

Observe que K = D(A1/2).

Com as notações acima, provamos agora o principal resultado desse caṕıtulo:
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Teorema 2.1. A parte linear de (2.1), A d
dt

(U) = BU , com A e B dados acima, é

gerador de um semigrupo de classe C0 em K.

Demonstração: De acordo com o Teorema 1.8 [6], é suficiente provar que A é um

operador positivo e auto-adjunto sobre H , 0 ∈ ρ (A), D(A) ⊃ D(B) e que B é um

operador m-dissipativo sobre H. Aqui,

ρ (A) =
{
λ ∈ IC : (λI− A)−1 é um operador linear limitado em H

}
onde I é o operador identidade sobre H.

A demonstração dos fatos acima será feita em vários passos.

(i) 0 ∈ ρ (A) .

Sejam U = [u, v, θ], V = [ũ, ṽ, θ̃] ∈ D(A), tais que AU = AV onde

A : D(A) ⊂ H → H

foi definido anteriormente. Então,

u = ũ

(I −∆)v = (I −∆)ṽ

θ = θ̃.

Dáı, u = ũ, v = ṽ e θ = θ̃, o que mostra que A é injetiva e, portanto, existe A−1.

Além disso,

A−1 =


I 0 0

0 (I −∆)−1 0

0 0 I

 e A−1


u

v

θ

 =


u

(I −∆)−1 v

θ

 .

Por outro lado, para [u, v, θ] ∈ H, pela imersão cont́ınua H2(IRn) ↪→ L2(IRn) e pela

identidade

∥∥(I −∆)−1 θ
∥∥2

H2 = ‖θ‖2
L2 , ∀θ ∈ L2,
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temos que

‖A−1 (u, v, θ)‖2
H = ‖u‖2

H2 +
∥∥(I −∆)−1 v

∥∥2

L2 + ‖θ‖2
L2

6 ‖u‖2
H2 +

∥∥(I −∆)−1 v
∥∥2

H2 + ‖θ‖2
L2

=‖u‖2
H2 + ‖v‖2

L2 + ‖θ‖2
L2 .

Assim, A−1 é um operador linear limitado em H; ou seja; 0 ∈ ρ (A).

(ii) A é positivo.

Seja U = [u, v, θ] ∈ D(A). Então,

(AU,U)H =




u

v −∆v

θ

 ,


u

v

θ




H

= (u, u)H2 + (v −∆v, v) + (θ, θ)

= (u, u)H2 + (v, v)− (∆v, v) + (θ, θ)

= ‖u‖2
H2 + (v, v) + (∇v,∇v) + (θ, θ)

= ‖u‖2
H2 + ‖v‖2

H1 + ‖u‖2
L2 > 0

o que mostra que A é um operador positivo sobre H.

(iii) A é auto-adjunto .
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Basta observar que

(AU, V )H =




u

v −∆v

θ

 ,


ũ

ṽ

θ̃




H

= (u, ũ)H2 + (v −∆v, ṽ) + (θ, θ̃)

= (u, ũ)H2 + (v, ṽ)− (∆v, ṽ) + (θ, θ̃)

= (u, ũ)H2 + (v, ṽ)− (v, ∆ṽ) + (θ, θ̃)

= (U,AV )H

para todo U = [u, v, θ] e V = [ũ, ṽ, θ̃] ∈ D(A).

(iv) B é m-dissipativo.

Para todo U = [u, v, θ] ∈ D (B), temos

(BU, U)H =




v

−u−∆2u + θ −∆θ

−v + ∆v − θ + ∆θ

 ,


u

v

θ




H

= (v, u)H2 + (−u−∆2u + θ −∆θ, v) + (−v + ∆v − θ + ∆θ, θ)

= (v, u)H2 − (u, v)− (∆2u, v) + (θ, v)− (∆θ, v)− (v, θ) + (∆v, θ)

−(θ, θ) + (∆θ, θ)

= (v, u) + (∆v, ∆u)− (u, v)− (∆2u, v) + (θ, v)− (∆θ, v)− (v, θ)

+(∆v, θ)− (θ, θ) + (∆θ, θ)

= (v, u) + (∆v, ∆u)− (u, v)− (∆u, ∆v) + (θ, v)− (∆θ, v)− (v, θ)

+(v, ∆θ)− (θ, θ) + (∆θ, θ)

= −(θ, θ) + (∆θ, θ) = −‖θ‖2
L2 − (∇θ,∇θ) = −‖θ‖2

L2 − ‖∇θ‖2
L2 6 0.

Assim, B é um operador dissipativo sobre H. Agora, provaremos que dado
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[f, g, h] ∈ H, existe um elemento [u, v, θ] ∈ D (B) satisfazendo
u

v

θ

−B


u

v

θ

 =


f

g

h

 . (2.2)

A equação (2.2) implica que
u

v

θ

−


0 I 0

−I −∆2 0 I −∆

0 −I + ∆ −I + ∆




u

v

θ

 =


f

g

h

 ;

ou então,
u

v

θ

−


v

−u−∆2u + θ −∆θ

−v + ∆v − θ + ∆θ

 =


f

g

h


donde conclúımos que

u− v = f

v + u + ∆2u− θ + ∆θ = g

θ + v −∆v + θ −∆θ = h.

Substituindo v = u− f na segunda e na terceira equação, temos u− f + u + ∆2u− θ + ∆θ = g

θ + u− f −∆(u− f) + θ −∆θ = h

,

ou seja, 2u + ∆2u− θ + ∆θ = f + g

2θ + u−∆u−∆θ = f −∆f + h.
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Assim, resolver (2.2) é equivalente a resolver o sistema acima, o que será feito

utilizando o Lema de Lax-Milgram.

Multiplicando a primeira equação por w ∈ C∞
0 , a segunda por τ ∈ C∞

0 e

integrando (formalmente) em IRn, obtemos

∫
IRn

2uw + ∆u∆w − θw + θ∆wdx =

∫
IRn

(f + g)wdx

∫
IRn

2θτ + uτ −∆u.τ +∇θ.∇τdx =

∫
IRn

(f −∆f + h)τdx

Logo, considerando a forma bilinear

a :
[
H2 ×H1

]2 → IR

dada por

a


 u

θ

 ,

 w

τ


 = 2(u, w) + (∆u, ∆w)− (θ, w) + (θ, ∆w)

+2(θ, τ) + (u, τ)− (∆u, τ) + (∇θ,∇τ),

e a forma linear

T : H2 ×H1 → IR

(w, τ) → T ([w, τ ])

onde

T ([w, τ ]) =

∫
IRn

(f + g)wdx +

∫
IRn

(f −∆f)τdx +

∫
IRn

hτdx,

o sistema acima pode ser escrito como

a


 u

θ

 ,

 w

τ


 = T (w, τ).

Agora, observe que27



∣∣∣∣∣∣∣a


 u

θ

 ,

 w

τ




∣∣∣∣∣∣∣ 6 2 |(u, w)|+ |(∆u, ∆w)|+ |(θ, w)|

+ |(θ, ∆w)|+ 2 |(θ, τ)|+ |(u, τ)|

+ |(∆u, τ)|+ |(∇θ,∇τ)|

6 2 ‖u‖ ‖w‖+ ‖∆u‖ ‖∆w‖+ ‖θ‖ ‖w‖

+ ‖θ‖ ‖∆w‖+ 2 ‖θ‖ ‖τ‖

+ ‖u‖ ‖τ‖+ ‖∆u‖ ‖τ‖+ ‖∇θ‖ ‖∇τ‖

6 2(‖u‖+ ‖∆u‖+ ‖θ‖+ ‖∇θ‖)

(‖w‖+ ‖∆w‖+ ‖τ‖+ ‖∇τ‖)

= 2(‖u‖H2 + ‖θ‖H1)(‖w‖H2 + ‖τ‖H1)

o que mostra que a(., .) é cont́ınua. Além disso,

a


 u

θ

 ,

 u

θ


 = 2(u, u) + (∆u, ∆u)− (θ, u) + (θ, ∆u)

+2(θ, θ) + (u, θ)− (∆u, θ) + (∇θ,∇θ)

= 2 ‖u‖2
L2 + ‖∆u‖2

L2 + 2 ‖θ‖2
L2 + ‖∇θ‖2

L2

> ‖u‖2
L2 + ‖∆u‖2

L2 + ‖θ‖2
L2 + ‖∇θ‖2

L2

= ‖u‖2
H2 + ‖θ‖2

H1

o que mostra que a(., .) é coerciva.

Com relação à forma linear T , temos que para todo [w, τ ] ∈ H2 ×H1

|〈T, [w, τ ]〉| 6 ‖f + g‖L2 ‖w‖L2 + (‖f‖L2 + ‖∆f‖L2

+ ‖h‖L2) ‖τ‖L2 6 C (‖w‖L2 + ‖τ‖L2)
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onde

C = max {‖f + g‖L2 , ‖f‖L2 + ‖∆f‖L2 + ‖h‖L2} < ∞

pois f ∈ H2, g ∈ L2 e h ∈ L2.

Os fatos acima e o Teorema de Lax-Milgram nos garantem que existe um único

par [u, θ] ∈ H2 ×H1, solução de

a


 u

θ

 ,

 w

τ


 = (f + g, w) + (f, τ)− (∆f, τ) + (h, τ) (2.3)

para todo [w, τ ] ∈ H2 ×H1.

Tomando w = 0 em (2.3), temos

2(θ, τ) + (u, τ)− (∆u, τ) + (∇θ,∇τ) = (f, τ)− (∆f, τ) + (h, τ), ∀τ ∈ H1

que implica que θ é solução da equação

2θ −∆θ = f −∆f + h− u + ∆u em D′(IRn).

Dáı, ∆θ = 2θ − f + ∆f − h + u−∆u ∈ L2(IRn); ou seja; θ ∈ H2.

Agora, tomando τ = 0 em (2.3), temos

2(u, w) + (∆u, ∆w)− (θ, w) + (θ, ∆w) = (f + g, w),∀w ∈ H2(IRn).

que implica que u é solução da equação

2u + ∆2u = f + g + θ −∆θ em D′(IRn).

Dáı, ∆2u = f + g + θ −∆θ − 2u ∈ L2(IRn); ou seja; u ∈ H4(IRn).

Combinando os fatos acima conclúımos que (2.2) se verifica, finalizando assim a

demonstração do Teorema 2.1

O próximo resultado também será útil na obtenção do resultado de existência e

unicidade:
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Lema 2.1. Sejam N = N (u) definida anteriormente e M satisfazendo (2). Então,

N : H2 (IRn) → L2 (IRn) é uma função localmente Lipschitziana.

Demonstração: Sejam u, v ∈ H2 , tal que ‖u‖H2 6 C1 e ‖v‖H2 6 C1, onde C1 > 0.

Pelo teorema de Plancherel,

‖N(u)−N(v)‖2
L2 =

∥∥∥N̂(u)− N̂(v)
∥∥∥2

L2
=

∫
IRn

∣∣∣N̂(u)− N̂(v)
∣∣∣2dξ

onde N̂ é a transformada de Fourier de N e ξ = (ξ1, ξ2..., ξn) ∈ IRn. Como

M ∈ C1(R+), o Teorema de Valor Médio e a desigualdade triangular nos garantem

que

∣∣∣N̂(u)− N̂(v)
∣∣∣ =

∣∣∣∣−M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

)
|ξ|2û + M

(∫
IRn

|ξ|2| v̂|2dξ

)
|ξ|2v̂

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

)
|ξ|2û + M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

)
|ξ|2v̂

−M

(∫
IRn

|ξ|2 | û|2 dξ

)
|ξ|2 v̂ + M

(∫
IRn

|ξ|2 | v̂|2 dξ

)
|ξ|2 v̂

∣∣∣∣
6 M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

) ∣∣− |ξ|2 û + |ξ|2v̂
∣∣

+

∣∣∣∣−M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

)
+ M

(∫
IRn

|ξ|2| v̂|2dξ

)∣∣∣∣ |ξ|2 |v̂|
6 M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

)
|ξ|2 |û− v̂|

+ max
06s6C1

|M ′ (s)|
∣∣∣∣∫

IRn

(
|ξ|2 | û|2 − |ξ|2 | v̂|2

)
dξ

∣∣∣∣ |ξ|2 | v̂|.

Utilizando a desigualdade de Hölder e a desigualdade triangular obtemos∣∣∣∣∫
IRn

(
|ξ|2 | û|2 − |ξ|2 | v̂|2

)
dξ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
IRn

(|ξ| | û|+ |ξ| | v̂|) (|ξ| | û| − |ξ| | v̂|) dξ

∣∣∣∣
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6

(∫
IRn

(|ξ| | û|+ |ξ| | v̂|)2 dξ

)1/2 (∫
IRn

(|ξ| | û| − |ξ| | v̂|)2 dξ

)1/2

=

(∫
IRn

(|ξ| | û|+ |ξ| | v̂|)2 dξ

)1/2 (∫
IRn

|ξ|2 |û− v̂|2 dξ

)1/2

6

(∫
IRn

2
(
|ξ|2 | û|2 + |ξ|2 | v̂|2

)
dξ

)1/2 (∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |û− v̂|2 dξ

)1/2

6
√

2

{(∫
IRn

|ξ|2 | û|2 dξ

)1/2

+

(∫
IRn

|ξ|2 | v̂|2 dξ

)1/2
}

(∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |û− v̂|2 dξ

)1/2

6
√

2

{(∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |û|2 dξ

)1/2

+

(∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |v̂|2 dξ

)1/2
}

(∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |û− v̂|2 dξ

)1/2

6
√

2 (‖u‖H2 + ‖v‖H2) ‖u− v‖H2 6
√

2 (C1 + C1) ‖u− v‖H2

= 2
√

2C1 ‖u− v‖H2 .

Consequentemente,

‖N (u)−N (v)‖2
L2 =

∫
IRn

∣∣∣N̂ (u)− N̂ (v)
∣∣∣2 dξ

6
∫

IRn

(
M

(∫
IRn

|ξ|2| û|2dξ

)
|ξ|2 |û− û|

+ max
06s6C1

|M ′ (s)| 2
√

2C1 ‖u− v‖H2 |ξ|2 | v̂|
)2

dξ

6 2

(
max

06s6C1

M (s)

)2 ∫
IRn

|ξ|4 |û− v̂|2 dξ

+16C2
1

(
max

06s6C1

|M ′ (s)|
)2

‖u− v‖2
H2

∫
IRn

|ξ|4 |v̂|2 dξ

6 2

(
max

06s6C1

M (s)

)2 ∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |û− v̂|2 dξ

+16C2
1

(
max

06s6C1

|M ′ (s)|
)2

‖u− v‖2
H2

∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)2 |v̂|2 dξ
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= 2

(
max

06s6C1

M (s)

)2

‖u− v‖2
H2

+16C2
1

(
max

06s6C1

|M ′ (s)|
)2

‖u− v‖2
H2 ‖v‖2

H2

6 2

(
max

06s6C1

M (s)

)2

‖u− v‖2
H2

+16C4
1

(
max

06s6C1

|M ′ (s)|
)2

‖u− v‖2
H2 .

Dáı,

‖N (u)−N (v)‖L2 6
√

2

(
max

06s6C1

M (s)

)
‖u− v‖H2

+4C2
1 max

06s6C1

|M ′ (s)| ‖u− v‖H2 .

Denotando

C2 = max

{√
2 max

06s6C1

M (s) , 4 max
06s6C1

|M ′ (s)|
}

segue que

‖N (u)−N (v)‖L2 6 C2 ‖u− v‖H2 + C1
2C2 ‖u− v‖H2

= C2

(
1 + C1

2
)
‖u− v‖H2 = C3 ‖u− v‖H2

onde C3 = C2

(
1 + C1

2
)
, o que completa a demonstração de Lema 2.1.

Observação 2.1. A aplicação N : Hm(IRn) → H m−2 (IRn),m ∈ N ,m > 2 é local-

mente Lipschitziana .

De fato, se s, s′ ∈ IR, s > s′, então Hs(IR2) ⊂ Hs′(IR2). Alem disso, essa imersão é

cont́ınua e densa. Logo, existe C3 > 0, tal que

‖N (u)−N (v)‖Hm−2 6 ‖N (u)−N (v)‖L2 6 C3 ‖u− v‖H2

6 C3 ‖u− v‖Hm , m ∈ N, m > 2.
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Portanto, N é uma função localmente Lipschitziana.

A seguir, utilizando o Teorema 1.7 do Caṕıtulo 1, provaremos o resultado de

solução local para o modelo (1):

Lema 2.2. (Solução Local)Sejam A, B e Ñ dados no Teorema 2.1, onde M sat-

isfaz (2). Então, se {u0, u1, θo} = Uo ∈ H4 × H2 × H2 existe uma única U(t) =

{u(t), v(t), θ(t)} e T0 > 0, tal que

U ∈ C
(
[0, T0); H

4 ×H2 ×H2
)
∩ C1

(
[0, T0); H

2 ×H1 × L2
)

e U(t) satisfaz (2.1).

Demonstração: Segue do Teorema 2.1 que A−1B é o gerador infinitesimal de um

semigrupo {T (t)}t>0 de classe C0 em H4 ×H2 ×H2. Além disso,

A−1 : H4 × L2 ×H2 → H4 ×H2 ×H2 é uma isometria. De fato, se

U = [u, v, θ] , V =
[
ũ, ṽ, θ̃

]
∈ H4 × L2 ×H2

∥∥A−1U − A−1V
∥∥2

H4×H2×H2 =
∥∥A−1 (U − V )

∥∥2

= ‖u− ũ‖2
H4 +

∥∥(I −∆)−1 (v − ṽ)
∥∥2

H2

+
∥∥∥θ − θ̃

∥∥∥2

H2

= ‖u− ũ‖2
H4 + ‖v − ṽ‖2

L2 +
∥∥∥θ − θ̃

∥∥∥2

H2

= ‖U − V ‖2
H4×L2×H2 .

Assim, segue do Lema 2.1 que a aplicação

f : [0,∞]×H4 ×H2 ×H2 → H4 ×H2 ×H2 definida por f(t, U) = A−1ÑU é
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localmente Lipschitziana:

‖f(t, U)− f(t, V )‖H4×H2×H2 =
∥∥∥A−1ÑU − A−1ÑV

∥∥∥
H4×H2×H2

=
∥∥∥A−1

(
ÑU − ÑV

)∥∥∥
H4×H2×H2

=
∥∥∥ÑU − ÑV

∥∥∥
H4×L2×H2

= ‖N(u)−N(ũ)‖L2 6 C3 ‖u− ũ‖H2 ;

ou seja;

‖f(t, U)− f(t, V )‖H4×H2×H2 6 C3 ‖U − V ‖H4×H2×H2

onde C3 é uma constante positiva. O resultado segue do Teorema 1.4 de [21].

Lema 2.3. Sejam A, B e Ñ definidos no Teorema 2.1, onde M satisfaz (2). Então,

se {u0, u1, θ0} = U0 ∈ H4 × H3 × H2, existe uma única U(t) = {u(t), v(t), θ(t)} e

T0 > 0, tal que

U ∈ C
(
[0, T0); H

4 ×H3 ×H2
)
∩ C1

(
[0, T0); H

2 ×H1 × L2
)

e U(t) satisfaz (2.1).

Demonstração: Empregamos os mesmos argumentos usados na prova do Teorema 2.1

considerando D(A) = H4 ×H4 ×H2 e D(B) = H6 ×H4 ×H2. Como

D(A1/2) = H4 ×H3 ×H2, obtemos que a parte linear de (2.1) é governada por um

semigrupo de classe C0 em H4 ×H3 ×H2. Usando este fato e a observação 2.1

temos que a solução local de (2.1) obtida no Lema 2.2 satisfaz

U ∈ C ([0, T0); H
4 ×H3 ×H2) ∩ C1 ([0, T0); H

2 ×H1 × L2) sempre que

U0 ∈ H4 ×H3 ×H2.

Teorema 2.2. (Solução Global) Assumamos que M satisfaz (2). Se {u0, u1, θθ} ∈

H4 × H3 × H2, então (1) admite uma única solução forte {u, ut, θ} satisfazendo

U ∈ C ([0, T ]; H4 ×H3 ×H2) ∩ C1 ([0, T ]; H2 ×H1 × L2) ,∀ T > 0.

34



Demonstração: O Lema 2.3 nos garante que existe um par de funções {u, θ}, tal que

u ∈ H4, ut ∈ H3, utt ∈ H1, θ ∈ H2 e θt ∈ L2, solução de (1) em [0, T0) para algum

T0 > 0. Pelo Lema de Zorn podemos assumir que T0 = Tmax; isto é; que temos

existência local no intervalo maximal de existência. Falta mostrar que Tmax = +∞.

Suponha (por contradição) que Tmax < +∞ e seja 0 6 t < Tmax. Então, para

mostrar a existência global basta provar que a solução local {u, ut, θ} de (1)

permanece limitada em 0 6 t < Tmax por uma constante positiva (que depende de

Tmax) na norma do espaço H4 ×H3 ×H2.

Segue da lei de dissipação de energia (4) que

1

2

d

dt

{∫
IRn

(
u2

t + |∇ut|2 + |∆u|2 + u2 + θ2
)
dx + M̂

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)}
= −

∫
IRn

θ2dx−
∫

IRn

|∇u|2 dx.

Logo,

1

2

∫
IRn

(
u2

t + |∇ut|2 + |∆u|2 + u2 + θ2
)
dx +

1

2
M̂

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
6 E(0) (2.4)

onde

M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds > 0.

A estimativa (2.4) nos garante que

‖u‖2
H2 6 2E(0), ‖ut‖2

H1 6 2E(0), ‖θ‖2 6 2E(0). (2.5)

Para obter as demais estimativas, aplicaremos a transformada de Fourier em (1):
ûtt + |ξ|2 ûtt + |ξ|4û + û + M

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
|ξ|2û− θ̂ − |ξ|2θ̂ = 0

θ̂t + θ̂ + |ξ|2θ̂ + ût + |ξ|2ût = 0.
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Multiplicando a primera equação por ût, a segunda por θ̂, tomando a parte real e

somando as identidades, tem-se que

Re
{(

1 + |ξ|2
)
ûttût +

(
1 + |ξ|4

)
ûût + θ̂tθ̂

+
(
1 + |ξ|2

)
|θ̂|2 + M

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
|ξ|2ûû

}
= 0.

Como

d

dt

{
M

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
|ξ|2|û|2

}
= M ′

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
d

dt

{∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

}
|ξ|2|û|2

+M

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
|ξ|22ûût

obtemos

1

2

d

dt

{(
1 + |ξ|2

)
|ût|2 +

(
1 + |ξ|4

)
|û|2 + |θ̂|2 + M

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
|ξ|2|û|2

}
= Re

[
M ′

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

) (∫
IRn

|ξ|2ûûtdξ

)
|ξ|2|û|2 − (1 + |ξ|2) |θ̂|2

]
.

Multiplicando a identidade acima por |ξ|4 segue que

d

dt

{
1

2
|ξ|4

((
1 + |ξ|2

)
|ût|2 +

(
1 + |ξ|4

)
|û|2 + q(t)|ξ|2|û|2 + |θ̂|2

)}
= p(t)

(∫
IRn

|ξ̂|2Re
{

ûût

}
dξ

)
|ξ|6|û|2 − |ξ|4 (1 + |ξ|2) |θ̂|2

(2.6)

onde

q(t) = M

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
e p(t) = M ′

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)
.

Denotamos por

ς(ξ, t) =
1

2
|ξ|4

((
1 + |ξ|2

)
|ût|2 +

(
1 + |ξ|4

)
|û|2 + q(t)|ξ|2|û|2 + |θ̂|2

)
o lado direito da igualdade acima. Se mostrarmos que

d

dt
ς(ξ, t) 6 ς(ξ, 0)ect, c > 0,
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concluimos as estimativas a priori. De fato, combinando (2.5) e o fato de que

M ∈ C1(IR+), segue que

M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
6 C, M ′

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
6 C, C > 0.

Logo, pelas desigualdades de Hölder e Gronwall e por (2.5)-(2.6) obtém-se

d

dt
{ζ(ξ, t)} 6 p(t)

(∫
IRn

|ξ̂|2Re
{

ûût

}
dξ

)
|ξ|6|û|2 − |ξ|4|θ̂|2

6 p(t)

(∫
IRn

|ξ|2 |û| |ût| dξ

)
|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 C

(∫
IRn

|ξ|2|û|2dξ

)1/2 (∫
IRn

|ξ|2|û|2t dξ

)1/2

|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 C
√

2E(0)
√

2E(0)|ξ|6|û|2 + |ξ|4|θ̂|2

6 K|ξ|4
(
|ξ|2|û|2 + |̂θ|2

)
6 K|ξ|4

{
(1 + |ξ|2) |ût|2 +

1

2

(
1 + |ξ|4

)
|û|2 + q(t)|ξ|2|û|2 + |θ̂|2

}
6 K|ξ|4

{
(1 + |ξ|2) |ût|2 + (1 + |ξ|4) |û|2 + q(t)|ξ|2|û|2 + |θ̂|2

}
.

Assim,
d

dt
{ζ(ξ, t)} 6 Kζ(ξ, t) onde K = max {2CE(0), 1} ; t ∈ [0, Tmax]. Portanto,

ζ(ξ, t) 6 ζ(ξ, 0)eKTmax . (2.7)

Integrando a desigualdade anterior sobre IRn segue que∫
IRn

1

2
|ξ|4

{(
1 + |ξ|2

)
|ût|2 +

(
1 + |ξ|4

)
|û|2 + q(t)|ξ|2|û|2 + |θ̂|2

}
dξ

6 eKTmax

∫
IRn

1

2
|ξ|4

{(
1 + |ξ|2

)
|ût(ξ, 0)|2 +

(
1 + |ξ|4

)
|û(ξ, 0)|2

+ q(t)|ξ|2 |û(ξ, 0)|2 + |θ̂(ξ, 0)|2
}

dξ

6 eKTmax
1

2

∫
IRn

(
1 + |ξ|2

)3 |ût(ξ, 0)|2 +
(
1 + |ξ|2

)4 |û(ξ, 0)|2

+ q(t) (1 + |ξ|2)4 |û(ξ, 0)|2 + (1 + |ξ|2)2 |θ̂(ξ, 0)|2dξ.

Como {u0, u1, θ0} ∈ H4 ×H3 ×H2, obtemos a existência de uma constante
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C = C(Tmax) satisfazendo∫
IRn

|ξ|4
(
1 + |ξ|2

)
|ût|2dξ 6 C(Tmax)∫

IRn

|ξ|4|û|2dξ +

∫
IRn

|ξ|8|û|2dξ 6 C(Tmax)∫
IRn

|ξ|4|θ̂|2dξ 6 C(Tmax).

(2.8)

Assim, o Teorema de Plancherel nos garante que∫
IRn

∣∣∣D̂2ut

∣∣∣2 dξ +

∫
IRn

∣∣∣D̂3ut

∣∣∣2 dξ 6 C(Tmax);

ou seja;

∥∥D2ut

∥∥2

L2 6 C(Tmax) e
∥∥D3ut

∥∥2

L2 6 C(Tmax).

Combinando as estimativas acima com a identidade de energia, concluimos que

ut ∈ L∞ (0, T, H3) ,∀T > 0.

Retornando a (2.8) temos∫
IRn

|ξ|4|û|2dξ +

∫
IRn

|ξ|8|û|2dξ =

∫
IRn

|D2u|2dx +

∫
IRn

|D4u|2dx 6 C(Tmax)

e∫
IRn

|ξ|4|θ̂|2dξ =

∫
IRn

|D2θ|2dx 6 C(Tmax).

As desigualdades acima e a identidade de energia nos permite concluir que

u ∈ L∞ (0, T, H4) e θ ∈ L∞ (0, T, H2) , ∀T > 0, o que completa a prova da

Existência Global.

Resta mostrar a unicidade. Para isso, suponhamos que (1) tenha duas soluções

{u, ut, θ} e {ũ, ũt, θ̃} com os mesmos dados iniciais no tempo t = 0, isto é,
utt −∆utt + ∆2u + u−M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
∆u− θ + ∆θ = 0

θt + θ −∆θ + ut −∆ut = 0

u(x, 0) = u0(x); ut(x, 0) = u1(x); θ(x, 0) = θ0(x)
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ũtt −∆ũtt + ∆2ũ + ũ−M

(∫
IRn

|∇ũ|2
)

∆ũ− θ̃ + ∆θ̃ = 0

θ̃t + θ̃ −∆θ̃ + ũt −∆ũt = 0

ũ(x, 0) = u0(x); ũt(x, 0) = u1(x); θ̃(x, 0) = θ0(x).

Então, a diferença w = u− ũ e z = θ − θ̃ satisfaz
wtt −∆wtt + ∆2w + w − z + ∆z = r(t)∆u− s(t)∆ũ

zt + z −∆z + wt −∆wt = 0

w(x, 0) = 0; wt(x, 0) = 0; z(x, 0) = 0

(2.9)

onde r(t) = M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
e s(t) = M

(∫
IRn

|∇ũ|2 dx

)
.

Multiplicando a primeira equação de (2.9) por wt, a segunda por z, somando e

integrando em IRn, temos∫
IRn

(
wttwt −∆wttwt + ∆2wwt + wwt − zwt + ∆zwt

)
dx

=

∫
IRn

r(t) (∆uwt) dx−
∫

IRn

s(t) (∆ũwt) dx∫
IRn

ztz + z2 −∆zz + wtz −∆wtzdx = 0.

Dáı,

1

2

d

dt

{∫
IRn

(
w2

t + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2 + z2
)
dx

}
= −

∫
IRn

z2dx−
∫

IRn

|∇z|2 dx + r(t) (∆u, wt)− s(t) (∆ũ, wt)

6 r(t) (∆u, wt)− s(t) (∆ũ, wt) .

(2.10)

Agora, observe que de (4)

∫
IRn

|∇u|2 dx 6 E(0),∀t > 0. Como M ∈ C1(IR+), temos

que M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
6 C, e M ′

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
6 C ,∀t > 0.
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Usando as observações de acima, o Teorema do Valor Médio e a desigualdade de

Hölder obtemos que (veja a demonstração do Lema 2.1)∣∣∣∣M (∫
IRn

|∇u|2 dx

)
(∆u, wt)−M

(∫
IRn

|∇ũ|2 dx

)
(∆ũ, wt)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣M (∫
IRn

|∇u|2 dx

)
(∆u, wt)−M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
(∆ũ, wt)

+M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
(∆ũ, wt)− M

(∫
IRn

|∇ũ|2 dx

)
(∆ũ, wt)

∣∣∣∣
6 M

(∫
IRn

|∇u|2 dx

)
| (∆w, wt) |+

∣∣∣∣M (∫
IRn

|∇u|2 dx

)
−M

(∫
IRn

|∇ũ|2 dx

)∣∣∣∣ |(∆ũ, wt)|

6 C |(∆w, wt)|+ C

∣∣∣∣∫
IRn

|∇u|2 dx−
∫

IRn

|∇ũ|2 dx

∣∣∣∣ |(∇ũ,∇wt)|

6 C |(∆w, wt)|+ C

∣∣∣∣∫
IRn

(|∇u|+ |∇ũ|) (|∇u| − |∇ũ|) dx

∣∣∣∣ |(∇ũ,∇wt)|

6 C |(∆w, wt)|+ C

∫
IRn

||∇u|+ |∇ũ|| ||∇u| − |∇ũ|| dx |(∇ũ,∇wt)|

6 C |(∆w, wt)|+ C

(∫
IRn

(|∇u|+ |∇ũ|)2 dx

)1/2 (∫
IRn

(|∇u| − |∇ũ|)2 dx

)1/2

|(∇ũ,∇wt)|

6 C |(∆w, wt)|+
√

2C

(∫
IRn

|∇u|2 + |∇ũ|2dx

)1/2 (∫
IRn

|∇u−∇ũ|2 dx

)1/2

|(∇ũ,∇wt)|

6 C ‖∆w‖L2 ‖wt‖L2 +
√

2C

{(∫
IRn

|∇u|2dx

)1/2

+

(∫
IRn

|∇ũ|2 dx

)1/2
}

‖∇w‖L2 ‖∇ũ‖L2 ‖∇wt‖L2

6 C ‖∆w‖L2 ‖wt‖L2 +
√

2C
(
2
√

E(0)
)√

2
√

E(0) ‖∇w‖L2 ‖∇wt‖L2

6 C̃
(
‖∆w‖2

L2 + ‖wt‖2
L2 + ‖∇w‖2

L2 + ‖∇wt‖2
L2

)
onde C̃ = max

{
C
2
, 2CE(0)

}
.

Dáı,∣∣∣∣M (∫
IRn

|∇u|2 dx

)
(∆u, wt)−M

(∫
IRn

|∇ũ|2 dx

)
(∆ũ, wt)

∣∣∣∣
6 C̃

∫
IRn

(
|∇w|2 + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2

t

)
dx.
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Assim,por (2.10) deduzimos que

1

2

d

dt

{∫
IRn

(
w2

t + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2 + z2
)
dx

}
6 C̃

∫
IRn

(
|∇w|2 + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2

t

)
dx.

(2.11)

Claramente,

1

2

d

dt

{∫
IRn

|∇w|2dx

}
=

1

2

∫
IRn

2∇w.∇wtdx

6
1

2

∫
IRn

|∇w|2dx +
1

2

∫
IRn

|∇wt|2dx.

Combinando esta desigualdade com (2.11), temos

1

2

d

dt

{∫
IRn

w2
t + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2 + z2 + |∇w|2dx

}
6 C̃

∫
IRn

(
|∇w|2 + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2

t

)
dx

+
1

2

∫
IRn

|∇w|2dx +
1

2

∫
IRn

|∇wt|2dx

6 k

∫
IRn

(
|∇w|2 + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2

t

)
dx

6 k

∫
IRn

w2
t + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2 + z2 + |∇w|2dx

onde k = C̃ + 1
2
. Logo, pela desigualdade de Gronwall∫

IRn

(
w2

t + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2 + z2 + |∇w|2
)
dx

6 e
R t
0 2kds

∫
IRn

(
wt(x, 0)2 + |∇wt(x, 0)|2 + |∆w(x, 0)|2

+ w(x, 0)2 + z(x, 0)2 + |∇w(x, 0)|2) dx.

Como w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0, z(x, 0) = 0 tem-se que∫
IRn

(
w2

t + |∇wt|2 + |∆w|2 + w2 + z2 + |∇w|2
)
dx 6 0.

Dáı, w = z = 0, o que implica que u = ũ e θ = θ̃, ∀t > 0.
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Caṕıtulo 3

Decaimento Exponencial

Nesse caṕıtulo, provaremos o resultado principal desse trabalho:

Teorema 3.1. Seja {u, ut, θ} a solução do sistema (1) obtida no Teorema 2.2 com

{u0, u1, θ0} ∈ H4 ×H3 ×H2. Assumimos que M satizfaz (2). Então, a enegia total

E(t) =
1

2

∫
IRn

(u2
t + |∇ut|2 + |∆u|2 + u2 + θ2)dx +

1

2
M̂

(∫
IRn

|∇u|2dx

)
satisfaz

E(t) 6 4E(0)exp(−γt), ∀t > 0

onde M̂(t) =

∫ t

0

M(s)ds e γ é uma constante positiva dependendo somente da

energia inicial.

A demonstração é feita construindo um funcional de Lyapunov H = H(t),

satisfazendo

dH(t)

dt
6 −cE(t), c > 0

e

c1E(t) 6 H(t) 6 c2E(t), c1, c2 > 0.
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O funcional H(t) é uma perturbação da energia E(t) e será obtido utilizando

técnicas multiplicativas que serão descritas nos seguintes lemas:

Lema 3.1. Sejam ε > 0 e {u, ut, θ} a solução do problema (1) obtida no Teorema

2.2. Definamos J(t) = εF (t) +
ε

2
G(t) onde

F (t) = −
∫

IRn

∆ut(I −∆)−1θdx− 1

2

∫
IRn

θ2dx +

∫
IRn

ut(I −∆)−1θdx e

G(t) =

∫
IRn

uutdx +

∫
IRn

∇u.∇utdx.

Então,

d

dt
{J(t)} = − ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx + ε

∫
IRn

θ2dx

+ε

∫
IRn

|∇θ|2dx− ε

∫
IRn

∆2u(I −∆)−1θdx

−ε

∫
IRn

u(I −∆)−1θdx + εa(t)

∫
IRn

∆u(I −∆)−1θdx

+ε

∫
IRn

θ(I −∆)−1θdx− ε

∫
IRn

∆θ(I −∆)−1θdx

− ε

2

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

2

∫
IRn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx +
ε

2

∫
IRn

uθdx− ε

2

∫
IRn

u∆θdx.

(3.1)

Aqui (I − ∆)−1denota a inversa do operador I − ∆ : H2(IRn) → L2(IRn) e a(t) =

M

(∫
IRn

|∇u|2dx

)
.

Demonstração: Inicialmente, observe que

d

dt
{F (t)} =

d

dt

{
−

∫
IRn

∆ut (I −∆)−1 θdx− 1

2

∫
IRn

θ2dt +

∫
IRn

ut (I −∆)−1 θdx

}
= −

∫
IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx−
∫

IRn

∆ut
d

dt

{
(I −∆)−1 θ

}
dx−

∫
IRn

θθtdx

+

∫
IRn

utt (I −∆)−1 θdx +

∫
IRn

ut
d

dt
(I −∆)−1 θdx.

Como

d

dt

{
(I −∆)−1 θ

}
= (I −∆)−1 θt
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e

θt = −θ − ut + ∆θ + ∆ut = − (θ + ut) + ∆ (θ + ut)

= − (I −∆) (θ + ut)

obtém-se

d

dt

{
(I −∆)−1 θ

}
= −θ − ut.

Além disso, multiplicando a segunda equação de (1) por θ e integrando em IRn,

vem que

−
∫

IRn

θtθdx =

∫
IRn

(θ2 − θ∆θ + θut − θ∆ut)dx.

Consequentemente, dF/dt pode ser escrito como

d

dt
{F (t)} = −

∫
IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx−
∫

IRn

∆ut (−θ − ut) dx

−
∫

IRn

θθtdx +

∫
IRn

utt (I −∆)−1 θdx +

∫
IRn

ut (−θ − ut) dx

= −
∫

IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx +

∫
IRn

∆utθdx +

∫
IRn

∆ututdx

+

∫
IRn

θ2dx−
∫

IRn

θ∆θdx +

∫
IRn

θutdx−
∫

IRn

θ∆utdx

+

∫
IRn

utt (I −∆)−1 θdx−
∫

IRn

θutdx−
∫

IRn

u2
t dx.

Agora, multiplicando a segunda equação de (1) por −∆ut e integrando em IRn,

temos

−
∫

IRn

θθtdx =

∫
IRn

(θ2 − θ∆θ + θut − θ∆ut)dx (3.2)

e

−
∫

IRn

∆ut (θt −∆θ −∆ut) dx =

∫
IRn

(θ∆ut + ut∆ut) dx. (3.3)

Como

(I −∆) (θt −∆θ −∆ut) = θt −∆θ −∆ut −∆θt + ∆ (∆θ) + ∆ (∆ut)

= θt −∆ (θt + θ −∆θ + ut −∆ut) = θt,
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segue que

(I −∆)−1 θt = θt −∆θ −∆ut.

Substituindo a expressão acima em (3.3), obtemos

−
∫

IRn

∆ut (I −∆)−1 θtdx =

∫
IRn

(θ∆ut + ut∆ut) dx. (3.4)

Por outro lado, multiplicando a primeira equação de (1), por (I −∆)−1 θ e

integrando em IRn deduzimos que∫
IRn

utt (I −∆)−1 θdx =

∫
IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx−
∫

IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx

−
∫

IRn

u (I −∆)−1 θdx + a(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx

+

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx−
∫

IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx.

(3.5)
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Logo,

d

dt
{J(t)} =

d

dt
{εF (t) + ε/2G(t)}

= ε
d

dt
{F (t)}+

ε

2

d

dt
{G(t)}

= −ε

∫
IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx + ε

∫
IRn

∆utθdx + ε

∫
IRn

ut∆utdx

+ε

∫
IRn

θ2dx− ε

∫
IRn

θ∆θdx + ε

∫
IRn

θutdx− ε

∫
IRn

θ∆utdx

+ε

∫
IRn

utt (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

θutdx− ε

∫
IRn

u2
t dx

+
ε

2

∫
IRn

u2
t dx +

ε

2

∫
IRn

uuttdx +
ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx +
ε

2

∫
IRn

∇u∇uttdx

= −ε

∫
IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx + ε

∫
IRn

∆utθdx + ε

∫
IRn

ut∆utdx

+ε

∫
IRn

θ2dx− ε

∫
IRn

θ∆θdx + ε

∫
IRn

θutdx− ε

∫
IRn

θ∆utdx

+ε

∫
IRn

∆utt (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx

−ε

∫
IRn

u (I −∆)−1 θdx + εa(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx

+ε

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx

−ε

∫
IRn

utθdx− ε

∫
IRn

u2
t dx +

ε

2

∫
IRn

u2
t dx +

ε

2

∫
IRn

uuttdx

+
ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx +
ε

2

∫
IRn

∇u∇uttdx

= − ε

2

∫
IRn

u2
t dx + ε

∫
IRn

ut∆utdx + ε

∫
IRn

θ2dx− ε

∫
IRn

θ∆θdx

−ε

∫
IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

u (I −∆)−1 θdx

+ εa(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx + ε

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx

−ε

∫
IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx +
ε

2

∫
IRn

u.uttdx +
ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx

+
ε

2

∫
IRn

∇u.∇uttdx.

Para concluir a demonstração, multiplicamos a primeira equação de (1) por u e
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integramos em IRn:∫
IRn

uuttdx =

∫
IRn

u∆uttdx−
∫

IRn

u∆2udx−
∫

IRn

u2dx

+a(t)

∫
IRn

u∆udx +

∫
IRn

uθdx−
∫

IRn

u∆θdx

= −
∫

IRn

∇u∇uttdx−
∫

IRn

|∆u|2dx−
∫

IRn

u2dx

−a(t)

∫
|∇u|2dx +

∫
IRn

uθdx−
∫

IRn

u∆θdx.

Assim,

d

dt
{J(t)} = − ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

∫
IRn

|∇ut|2dx + ε

∫
IRn

θ2dx

+ε

∫
IRn

|∇θ|2dx− ε

∫
IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx

−ε

∫
IRn

u (I −∆)−1 θdx + εa(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx

+ε

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx

− ε

2

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

2

∫
IRn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx +
ε

2

∫
IRn

uθdx

− ε

2

∫
IRn

u∆θdx +
ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx.

Lema 3.2. Sejam ε > 0, {u, ut, θ} a solução do problema (1) obtida no Teorema 2.2

e J(t) definido no Lema 3.1. Então, existe uma constante positiva C4 = C4(E(0)),

tal que

d

dt
{J(t)} 6 − ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx

− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

+C4ε

∫
IRn

θ2dx + ε

∫
IRn

|∇θ|2dx

para todo t > 0.

47



Demonstração: Por (3.1) temos que

d

dt
{J(t)} = − ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx + ε

∫
IRn

θ2dx

+ε

∫
IRn

|∇θ|2dx− ε

∫
IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx

−ε

∫
IRn

u (I −∆)−1 θdx + εa(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx

+ε

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx

− ε

2

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

2

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

+
ε

2

∫
IRn

uθdx− ε

2

∫
IRn

u∆θdx (3.6)

= − ε

2

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

2

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

+I1 + I2 + I3 + I4 + I5

onde

I1 = − ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx + ε

∫
IRn

θ2dx + ε

∫
IRn

|∇θ|2dx

I2 = −ε

∫
IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx

I3 = εa(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx

I4 = −ε

∫
IRn

u (I −∆)−1 θdx + ε

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx

I5 =
ε

2

∫
IRn

uθdx− ε

2

∫
IRn

u∆θdx.
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Na seqüência limitaremos os termos Ij , 2 6 j 6 5:

I2(t) 6 |I2(t)| =
∣∣∣∣−ε

∫
IRn

∆2u (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

∆θ (I −∆)−1 θdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−ε

∫
IRn

∆u∆ (I −∆)−1 θdx− ε

∫
IRn

θ∆ (I −∆)−1 θdx

∣∣∣∣
6 ε

∫
IRn

|∆u||∆ (I −∆)−1 θ|dx + ε

∫
IRn

|θ||∆ (I −∆)−1 θ|dx

6 ε

(∫
IRn

|∆u|2dx

)1/2 (∫
IRn

|∆ (I −∆)−1 θ|2dx

)1/2

+ε

(∫
IRn

|θ|2dx

)1/2 (∫
IRn

|∆ (I −∆)−1 θ|2dx

)1/2

= ε ‖∆u‖L2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥

L2 + ε ‖θ‖L2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥

L2

6
ε

4
‖∆u‖2

L2 + ε
∥∥∆ (I −∆)−1 θ

∥∥2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
ε

2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥2

L2

=
ε

4
‖∆u‖2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
3ε

2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥2

L2 . (3.7)

Usando a identidade

∥∥(I −∆)−1 θ
∥∥2

H2 = ‖θ‖2
L2 , ∀θ ∈ L2, (3.8)

segue de (3.7) que

I2(t) 6
ε

4
‖∆u‖2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
3ε

2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥2

H2

=
ε

4
‖∆u‖2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
3ε

2
‖θ‖2

L2

=
ε

4
‖∆u‖2

L2 + 2ε ‖θ‖2
L2 . (3.9)

Para estimar I3, observe que

a(t) = M

(∫
IRn

|∇u|2dx

)
6 max

06s6E(0)
M(s) = M(E(0)) = d ∈ IR+,

pois

∫
IRn

|∇u|2 dx 6 2E(0) e M ∈ C1(IR+). Usando a observação acima deduzimos
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que

I3(t) 6

∣∣∣∣εa(t)

∫
IRn

∆u (I −∆)−1 θdx

∣∣∣∣
6 εa(t)

∫
IRn

|u||∆ (I −∆)−1 θ|dx

6 εa(t)

(∫
IRn

|u|2dx

)1/2 (∫
IRn

|∆ (I −∆)−1 θ|2dx

)1/2

= εa(t) ‖u‖L2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥

L2

6 εd ‖u‖L2

∥∥∆ (I −∆)−1 θ
∥∥

L2

=
ε

8
‖u‖2

L2 + 2εd2
∥∥∆ (I −∆)−1 θ

∥∥2

L2

6
ε

8
‖u‖2

L2 + 2εd2
∥∥(I −∆)−1 θ

∥∥2

H2

=
ε

8
‖u‖2

L2 + 2εd2 ‖θ‖2
L2 . (3.10)

Agora, por (3.8) podemos limitar I4 da siguinte forma:

I4(t) 6

∣∣∣∣−ε

∫
IRn

u (I −∆)−1 θdx + ε

∫
IRn

θ (I −∆)−1 θdx

∣∣∣∣
6 ε

∫
IRn

|u|| (I −∆)−1 θ|dx + ε

∫
IRn

|θ|| (I −∆)−1 θ|dx

6 ε

(∫
IRn

|u|2dx

)1/2 (∫
IRn

| (I −∆)−1 θ|2dx

)2

+ε

(∫
IRn

|θ|2dx

)2 (∫
IRn

| (I −∆)−1 θ|2dx

)1/2

= ε ‖u‖L2

∥∥(I −∆)−1 θ
∥∥

L2 + ε ‖θ‖L2

∥∥(I −∆)−1 θ
∥∥

L2

6
ε

8
‖u‖2

L2 + 2ε
∥∥(I −∆)−1 θ

∥∥2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
ε

2

∥∥(I −∆)−1 θ
∥∥2

L2

=
ε

8
‖u‖2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
5

2
ε
∥∥(I −∆)−1 θ

∥∥2

L2

6
ε

8
‖u‖2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
5

2
ε
∥∥(I −∆)−1 θ

∥∥2

H2

=
ε

8
‖u‖2

L2 +
ε

2
‖θ‖2

L2 +
5

2
ε ‖θ‖2

L2

=
ε

8
‖u‖2

L2 + 3ε ‖θ‖2
L2 . (3.11)
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Finalmente, da desigualdade de Hölder temos que

I5(t) 6

∣∣∣∣ ε2
∫

IRn

uθdx− ε

2

∫
IRn

u∆θdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ε2
∫

IRn

uθdx− ε

2

∫
IRn

∆uθdx

∣∣∣∣
6

ε

2

∫
IRn

|u||θ|dx +
ε

2

∫
IRn

|∆u||θ|dx

6
ε

2

(∫
IRn

|u|2dx

)1/2 (∫
IRn

|θ|2dx

)1/2

+
ε

2

(∫
IRn

|∆u|2dx

)1/2 (∫
IRn

|θ|dx

)1/2

=
ε

2
‖u‖L2 ‖θ‖L2 +

ε

2
‖∆u‖L2 ‖θ‖L2

6
ε

2

(
1

4
‖u‖2

L2 + ‖θ‖2
L2

)
+

ε

2

(
1

4
‖∆u‖2

L2 + ‖θ‖2
L2

)
=

ε

8
‖u‖2

L2 + ε ‖θ‖2
L2 +

ε

8
‖∆u‖2

L2 . (3.12)

Logo, de (3.6) e das desigualdades (3.9)-(3.12) temos

d

dt
{J(t)} = − ε

2

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

2

∫
IRn

u2dx

− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx + I1 + I2 + I3 + I4 + I5

6 − ε

2

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

2

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

− ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx + ε

∫
IRn

θ2dx

+ε

∫
IRn

|∇θ|2dx +
ε

4
‖∆u‖2

L2 + 2ε ‖θ‖2
L2 +

ε

8
‖u‖2

L2

+2εd2 ‖θ‖2
L2 +

ε

8
‖u‖2

L2 + 3ε ‖θ‖2
L2

+
ε

8
‖u‖2

L2 + ε ‖θ‖2
L2 +

ε

8
‖∆u‖2

L2

= − ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx

− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

+ (7 + 2d2) ε

∫
IRn

θ2dx + ε

∫
IRn

|∇θ|2dx

onde C4 = 7 + 2d2.
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Lema 3.3. Sejam 0 < ε 6 1/7 e H(t) = E(t) + J(t), com E(t) e J(t) definidos em

(3) e no Lema 3.1, respetivamente. Então,

1

2
E(t) 6 H(t) 6 2E(t) , ∀t > 0. (3.13)

Demonstração:Usando as desigualdades de Hölder e Young temos por (3.8) que

|F (t)| =

∣∣∣∣−∫
IRn

∆ut (I −∆)−1 θdx− 1

2

∫
IRn

θ2dx +

∫
IRn

ut (I −∆)−1 θdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−∫
IRn

ut∆ (I −∆)−1 θdx− 1

2

∫
IRn

θ2dx +

∫
IRn

ut (I −∆)−1 θdx

∣∣∣∣
6

∫
IRn

|ut||∆ (I −∆)−1 θ|dx +
1

2

∫
IRn

θ2dx +

∫
IRn

|ut|| (I −∆)−1 θ|dx

6

(∫
IRn

|ut|2dx

)1/2 (∫
IRn

|∆ (I −∆)−1 θ|2dx

)1/2

+
1

2

∫
IRn

|θ|2dx

+

(∫
IRn

|ut|2dx

)1/2 (∫
IRn

| (I −∆)−1 θ|2dx

)1/2

=
1

2

∫
IRn

|ut|2dx +
1

2

∫
IRn

|∆ (I −∆)−1 θ|2dx +
1

2

∫
IRn

|θ|2dx

+
1

2

∫
IRn

|ut|2dx +
1

2

∫
IRn

| (I −∆)−1 θ|2dx

6
∫

IRn

|ut|2dx +
1

2

∫
IRn

|∆ (I −∆)−1 θ|2dx +
1

2

∫
IRn

|θ|2dx

+
1

2

∫
IRn

| (I −∆)−1 θ|2dx

6
∫

IRn

|ut|2dx +
1

2

∫
IRn

|θ|2dx +
1

2

∥∥(I −∆)−1 θ
∥∥2

H2

=

∫
IRn

u2
t dx +

1

2

∫
IRn

|θ|2dx +
1

2

∫
IRn

|θ|2dx

=

∫
IRn

u2
t dx +

∫
IRn

|θ|2dx

6 2E(t). (3.14)

52



e

|G(t)| =

∣∣∣∣∫
IRn

uutdx +

∫
IRn

∇u∇utdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
IRn

uutdx−
∫

IRn

ut∆udx

∣∣∣∣
6

∫
IRn

|u||ut|dx +

∫
IRn

|ut||∆u|dx

6

(∫
IRn

|u|2dx

)1/2 (∫
IRn

|ut|2dx

)1/2

+

(∫
IRn

|ut|2dx

)1/2 (∫
IRn

|∆u|2dx

)1/2

=
1

2

∫
IRn

|u|2dx +
1

2

∫
IRn

|ut|2dx

+
1

2

∫
IRn

|ut|2dx +
1

2

∫
IRn

|∆u|2dx

=
1

2

∫
IRn

|u|2dx +

∫
IRn

|ut|2dx +
1

2

∫
IRn

|∆u|2dx

6 E(t) + 2E(t) = 3E(t). (3.15)

Logo, pela desigualdade triangular, (3.13) e (3.14) obtemos

|J(t)| =
∣∣∣εF (t) +

ε

2
G(t)

∣∣∣ 6 ε|F (t)|+ ε

2
|G(t)| 6 2εE(t) +

3ε

2
E(t) =

7ε

2
E(t).

Dáı,

−7

2
εE(t) 6 J(t) 6

7

2
εE(t)

e, consequentemente,

E(t)− 7ε

2
E(t) 6 E(t) + J(t) 6 E(t) +

7ε

2
E(t).

Como H(t) = E(t) + J(t), conclúımos que

(1− 7

2
ε)E(t) 6 H(t) 6 (1 +

7

2
ε)E(t).

Por outro lado,

0 < ε 6
1

7
⇒ 0 <

7

2
ε 6

1

2
⇒ 1 < 1 +

7

2
ε 6

3

2
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e

0 <
7

2
ε 6

1

2
⇒ −1

2
6 −7

2
ε < 0 ⇒ 1

2
6 1− 7

2
ε < 1

para ε > 0 suficientemente pequeno, donde

1

2
E(t) 6 H(t) 6 2E(t), ∀t > 0.

Lema 3.4. Sejam ε > 0 e H(t) definido no lema anterior. Então,

d

dt
H(t) 6 − ε

8
E(t), ∀t > 0

para algum ε > 0, tal que εC4 < 1
2
, onde C4 é a constante definida no Lema 3.2.

Demonstração: Da identidade de energia (4) e do Lema 3.2, temos

d

dt
H(t) =

d

dt
E(t) +

d

dt
J(t)

6 −
∫

IRn

|∇θ|2dx−
∫

IRn

θ2dx− ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx

− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

+εC4

∫
IRn

|θ|2dx + ε

∫
IRn

|∇θ|2dx. (3.16)

Agora, se C4 <
1

2ε
, então ε <

1

14
(porque C4 = 7 + 2d2 > 7). Logo, de (3.16)

obtemos

d

dt
H(t) 6 (−1 + ε)

∫
IRn

|∇θ|2dx + (−1 + εC4)

∫
IRn

θ2dx

− ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx

− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

6
−13

14

∫
IRn

|∇θ|2dx− 1

2

∫
IRn

θ2dx− ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx

− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx

6 −1

2

∫
IRn

θ2dx− ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx

− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2
a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx. (3.17)
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Como M(.) é uma função não decrecente e a(t) > 0, então∫ R
IRn |∇u|2dx

0

M(s)ds 6 M

(∫
IRn

|∇u|2dx

) (∫
IRn

|∇u|2dx− 0

)
;

ou seja;

−a(t)

∫
IRn

|∇u|2dx 6 −
∫ R

IRn |∇u|2dx

0

M(s)ds.

Logo, por (3.16) deduzimos que

d

dt
H(t) 6 −1

2

∫
IRn

θ2dx− ε

2

∫
IRn

u2
t dx− ε

2

∫
IRn

|∇ut|2dx

− ε

8

∫
IRn

|∆u|2dx− ε

8

∫
IRn

u2dx− ε

2

∫ R
IRn |∇u|2dx

0

M(s)ds

6 − ε

8
E(t)

onde
ε

8
= min

{
1

2
,
ε

2
,
ε

8

}
. Isto conclui a demonstração do Lema 3.4.

Agora, estamos em condições de demonstrar o nosso resultado principal.

Demonstração do Teorema 3.1: De acordo com os Lemas 3.3 e 3.4, temos

d

dt
H(t) 6 − ε

8
E(t), ∀t > 0

e

H(t) 6 2E(t), ∀t > 0.

Dáı,

d

dt
H(t) 6 − ε

16
H(t)

e, consequentemente,

H(t) 6 H(0)exp(−(ε/16)t), ∀t > 0.
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Logo, pelo Lema 3.3, conclúımos que

1

2
E(t) 6 H(t)

6 H(0)exp(−(ε/16)t)

6 2E(0)exp(−(ε/16)t);

ou seja;

E(t) 6 4E(0)exp(−(ε/16)t), ∀t > 0.
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Apêndice

Em [10], Lagnese e Leugering consideram o modelo εvtt −
[
vx + 1

2
w2

x

]
x

= 0,

wtt − wxxtt + wxxxx −
[
wx

(
vx + 1

2
w2

x

)]
x

= 0,

(3.18)

0 < x < L e t > 0, para descrever a dinâmica não linear de uma viga uniforme de

comprimento x = L, que está presa somente em um extremo. As quantidades v e

w representam, respectivamente, os deslocamentos longitudinais e transversais da

viga, cujo movimento é impulsionado por um momento fletor, uma força axial (ou

normal) e uma força cortante (ou força de cisalhamento) que atuam no extremo da

viga que está livre. Num caso especial, quando as condições de contorno são do

tipo Dirichlet/Neumann, G.P Menzala e E. Zuazua mostraram em [18] que,

quando ε → 0, o modelo (3.18) se ‘aproxima’, no sentido fraco, da equação escalar

utt − uxxtt + uxxxx −
1

2L

(∫ L

0

u2
xdx

)
uxx = 0, (3.19)

onde 0 < x < L e t > 0.

Aqui, consideramos o sistema

εvtt −
[
vx + 1

2
w2

x

]
x

= 0, em IR× (0,∞)

wtt − wxxtt + w + wxxxx −
[
wx

(
vx + 1

2
w2

x

)]
x

= 0, em IR× (0,∞)

v(x, 0) = v0(x), w(x, 0) = w0(x), em IR

vt(x, 0) = v1(x), wt(x, 0) = w1(x), em IR

(3.20)
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e mostraremos que, quando ε → 0, o modelo limite é linear. Antes porém,

enunciamos o resultado de existência e unicidade.

Teorema 3.2. (veja [12]) Sejam ε > 0 e (v0, w0, v1, w1) ∈ H1(IR)×H2(IR)×L2(IR)×

H1(IR). Então, o sistema (3.20) possui uma única solução global generalizada

vε ∈ C
(
[0,∞); H1(IR)

)
∩ C1

(
[0,∞); L2(IR)

)
,

wε ∈ C
(
[0,∞); H2(IR)

)
∩ C1

(
[0,∞); H1(IR)

)
.

Quando ε > 0, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3.3. Sejam ε > 0 e (vε, vε
t , w

ε, wε
t) a solução do sistema (3.20) dada pelo

Teorema 1. Então, quando ε → 0,

(wε, wε
t) ⇀∗ (u, ut) em L∞

(
0,∞; H2(IR)

)
× L∞

(
0,∞; H1(IR)

)
(3.21)

onde u é solução de utt − uxxtt + uxxxx + u = 0, em IR× (0,∞)

u(x, 0) = w0(x), ut(x, 0) = w1(x), em IR.

(3.22)

Demonstração: A demonstração será feita em vários passos.

(i) A energia total Eε(t) associada a (3.20) é dada por

Eε(t) =
1

2

∫
IR

ε(vε
t)

2 + (vε
x +

1

2
(wε

x)
2)2 + (wε)2 + (wε

t)
2 + (wε

xx)
2 + (wε

xt)
2dx, (3.23)

e podemos verificar que

d

dt
{Eε(t)} = 0; (3.24)

ou seja;

Eε(t) = Eε(0), ∀t > 0.
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(ii) De (i) temos as seguintes limitações:

{
√

εvε
t} é limitada em L∞(0,∞; L2(IR)),

{vε
x + 1

2
(wε

x)
2} é limitada em L∞(0,∞; L2(IR)),

{wε} é limitada em L∞(0,∞; L2(IR)),

{wε
t} é limitada em L∞(0,∞; L2(IR)),

{wε
xt} é limitada em L∞(0,∞; L2(IR)),

{wε
xx} é limitada em L∞(0,∞; L2(IR)).

As limitações acima implicam a existência de subseqüências (que ainda

denotaremos pelo mesmo ı́ndice ε ), tais que, quando ε → 0,

{
√

εvε
t} ⇀∗ ξ em L∞(0,∞; L2(IR)),

{vε
x + 1

2
(wε

x)
2} ⇀∗ η em L∞(0,∞; L2(IR)),

{wε} ⇀∗ u em L∞(0,∞; H2(IR)),

{wε
t} ⇀∗ ut em L∞(0,∞; H1(IR)).

(3.25)

Além disso, usando o Lema de compacidade de Aubin-Lions, deduzimos que

wε → u fortemente em L∞(0, T ; H2−δ
loc (IR)), (3.26)

∀δ > 0 e 0 < T < ∞. Logo,

wε
x → ux fortemente em L∞(0, T ; H1−δ

loc (IR)), (3.27)

quando ε → 0, ∀δ > 0 e 0 < T < ∞. Em particular, o Teorema de imersão de

Sobolev, implica que

(wε
x)

2 → u2
x fortemente em L∞(0, T ; Lp

loc(IR)), (3.28)

quando ε → 0, para todo p < ∞ e 0 < T < ∞. Com (3.25) e (3.28), podemos

passar o limite no termo não linear como segue:

wε
x(v

ε
x +

1

2
(wε

x)
2) ⇀∗ uxη em L∞(0, T ; L2

loc(IR)), (3.29)
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quando ε → 0.

(iii) Agora, identificaremos o limite fraco η em (3.25). Usando a limitação de Eε(t)

e observando que {vε
x} é limitada em L∞(0, T ; L2

loc(IR)), podemos extrair uma

subseqüência de {vε}, tais que

vε
x ⇀∗ ρ em L∞(0, T ; L2

loc(IR)), (3.30)

quando ε → 0, para algum ρ = ρ(x, t). Logo, de (3.26) e (3.30) temos que

vε
x +

1

2
(wε

x)
2 ⇀ ρ +

1

2
u2

x em L∞(0, T ; L2
loc(IR)), (3.31)

e por (3.25) obtemos

η = ρ +
1

2
u2

x. (3.32)

(iv) Mostraremos que η independe de x. De fato, devido a (3.25), temos que

εvε
tt ⇀ 0 em H−1(0, T ; L2(IR)), (3.33)

quando ε → 0, e de (3.20), (3.33) e (3.31) segue

ηx = [ρ +
1

2
u2

x]
x

= 0. (3.34)

Assim, η = η(t).

(v) Finalmente, podemos passar o limite em (3.20) quando ε → 0,obtendo

utt + uxxxx + u− uxxtt = [uxη]x em IR× (0,∞). (3.35)

Como η é uma função que só depende de t, (3.35) tem a forma

utt + uxxxx + u− uxxtt = η(t)uxx em IR× (0,∞). (3.36)

Agora, da semicontinuidate inferior da norma L2, obtemos que

1

2

∫
IR

u2
t + u2

xt + u2 + u2
xx + (η(t))2dx 6 lim inf

ε→0
Eε(t) < +∞, (3.37)
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o que implica claramente que η ≡ 0.

(vi) Para concluir o resultado, precisamos provar que u verifica os dados iniciais.

Devido a (3.25) e (3.26),

wε → u em C ([0 ,T ];L2
loc(IR))

e, portanto, w0(x) = wε(x, 0) → u(x). Consequentemente, u(x, 0) = w0(x). Para

provar que ut(x, 0) = w1(x), usamos a equação (3.20):

(1− ∂2

∂x2
)wε

tt = −wε
xxxx − wε + [wε

x(v
ε
x +

1

2
(wε

x)
2)]x. (3.38)

Como {wε} é limitada em L∞(0,∞; H2
loc(IR)), então {wε

xxxx} é limitada em

L∞(0,∞; H−2
loc (IR)). Já sabemos que {vε

x + 1
2
(wε

x)
2} é limitada em

L∞(0,∞; L2
loc(IR)), e portanto, tambem é limitada em L∞(0,∞; H−δ

loc (IR)), para

todo δ > 0. Assim, segue que [wε
x(v

ε
x + 1

2
(wε

x)
2)]x é limitado em

L∞(0,∞; (H−δ−1
loc (IR))2), para todo δ > 0. Logo, de (3.38) obtemos que {wε

tt} é

limitada em L∞(0,∞; L2
loc(IR)). Como {wε

t} é limitada em L∞(0,∞; H1
loc(IR)),

novamente, podemos usar o Lema de compacidade de Aubin-Lions para extrair

uma subseqüência de {wε
t}, tal que wε

t → ut em C([0, T ]; L2
loc(IR)), para todo δ > 0,

quando ε → 0. Analogamente, deduzimos que ut(x, 0) = w1(x), e concluimos que o

limite u satisfaz utt − uxxtt + uxxxx + u = 0, em IR× (0,∞)

u(x, 0) = w0(x), ut(x, 0) = w1(x), em IR.

(3.39)
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