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Resumo

Apresentamos algumas novas construgoes de codigos geométricos baseados no
artigo de Ozbudak e Stichtenoth usando resultados bésicos sobre cédigos lineares
e Teoria de Corpos de Funcgoes Algébricas. Nosso principal interesse consiste em
estudar a relagao dessas novas construgoes com os Cédigos de Goppa Cléssicos
para saber se sao generalizagoes ou apenas casos especiais que possibilitam novas

abordagens para a Teoria de Codigos.
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Abstract

We present some new constructions of algebraic-geometry codes based on the
work of Ozbudak e Stichtenoth using basic results about linear codes and Algebraic
Function Fields Theory. Our main interest is to investigate the relation between
these new constructions and Goppa’s construction to find out if they are genera-
lizations of the classic codes or special cases that provide new points of view for

the Coding Theory.
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Introducao

O interesse pela transmissao de informagcoes de forma segura e correta é um
problema abordado desde o inicio da civilizagao. A Teoria de Cédigos é a area
da matematica responsavel pelo estudo de processamento de informagoes através
de canais com interferéncias, de forma que a maior quantidade de erros possa ser
corrigida, tendo seu surgimento marcado pelas pesquisas da Bell Lab na década
de 1940. As aplicagoes dessa Teoria estao presentes em diversas agoes cotidianas
como por exemplo ouvir musica via um CD, que utiliza uma classe de Codigos
de Reed-Solomon para corrigir problemas devidos a pequenos arranhdes e poeira.
Nesta dissertacao, nos dedicamos ao estudos de uma sub-area da Teoria de Codigos
que trata de codigos lineares sobre corpos finitos (subespagos lineares de um de-
terminado espago vetorial munido de uma métrica).

No primeiro Capitulo, fazemos uma breve introducao as defini¢oes basicas e
apresentamos alguns resultados essenciais.

A teoria de codigos lineares utiliza ferramentas matematicas sofisticadas e pode
ser abordada a partir de diversas dreas, tais como Geometria Algébrica, Teoria dos
Numeros e Teoria de Grupos. O segundo Capitulo dessa dissertacao é dedicado a
uma dessas areas: a Teoria de Corpos de Fungoes. A escolha dessa arbordagem
deve-se ao interesse pelo estudo dos Cédigos Geométricos, uma classe dos codigos
lineares introduzida por V.D.Goppa em 1981 utilizando ferramentas algebrico-

geométricas. Assim, nesse segundo Capitulo, introduzimos os conceitos de lugar,



valoracao discreta, divisor aos quais associamos espacgos vetoriais de funcoes, in-
cluindo ferramentas que nos permitem estimar a dimensao de tais espagos para
obter os parametros dos Codigos Geométricos.

No terceiro Capitulo, comecamos o estudo das construcoes de codigos caso a
caso. Na secao 3.1, apresentamos o chamado Cédigos de Goppa Classicos, nao da
forma como foram introduzidos a principio, mas como imagem da evaluacao de
fungoes em lugares de grau 1. Damos especial atencao ao caso do corpo de fungoes
racionais em exemplos que utilizam os resultados apresentados de forma direta.

A partir daf, nos baseamos nos trabalho de Ozbudak e Stichtenoth [4] para es-
tudar cinco novas abordagens dos Cédigos Geométricos. As duas primeiras (segoes
3.2 e 3.3) foram introduzidas por Xing, Niederreiter e Lam em [7] e se baseiam na
expansao de fungoes em séries de poténcias em lugares de grau 1. Mostramos que,
na verdade, sdo apenas casos especiais da quarta construgao (se¢do 3.4), a qual é
equivalente a construcao cldssica. Assim, ao fim desse Capitulo, concluimos que
as novas construgoes apresentadas em [7] sdo importantes apenas por apresentar
novos pontos de vista do Cédigos de Goppa Classicos.

No 1ltimo Capitulo, nos deparamos com a possibilidade de construir cédigos
geométricos utilizando lugares de grau superior. A secao 4.1 é dedicada a uma
generalizagao natural da construcao apresentada em 3.4, que foi introduzida por
Niederreiter, Xing e Lam em [3]. J4 temos, entdo, uma generalizagdo do Cédigos
de Goppa Classicos. Porém, esses mesmos pesquisadores ainda apresentaram uma
generalizacao ainda melhor em [8]. Mostramos na se¢ao 4.2 como a tltima cons-
trucao abrange todas as novas abordagens apresentadas anteriormente e generaliza
de forma simples os Cédigos de Goppa Classicos, abrindo assim novos caminhos

para a Teoria de Cddigos.
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Capitulo 1

Introducao a Teoria de Cddigos

Lineares

Neste Capitulo, introduzimos os conceitos basicos e alguns resultados classicos

da Teoria de Cédigos. Para tal vamos considerar F, o corpo finito com ¢ elementos.

1.1 Conceitos basicos

Definicao 1.1.1. Um cdédigo linear C' sobre F, ¢ um subespaco vetorial nao nulo
de Fy, n > 1. Dizemos que n ¢ o comprimento de C' e k := dim C' é a dimensao
de C sobre F,.

Os elementos de F, formam o alfabeto, e os elementos de C' sao ditos palavras
do cédigo.

Uma matriz geradora M para C' é uma matriz £ X n sobre F, cujas linhas
formam uma base para C'. Um elemento y € ]F’; é codificado como u = yM € Fy,
isto é, C'={yM |y e F;}.

Uma matriz de checagem H é uma matriz (n — k) X n tal que u € F; é uma

palavra do cédigo C' se e somente se Hu' = 0, onde u' denota a transposicao de wu.



Definigao 1.1.2. Sejam u = (ug, ..., u,),v = (v1, ..., v,) € C. Definimos:
(i) A distancia de Hamming entre u e v: d(u,v) = [{i; w; # v;}|.
(ii) O peso de uma palavra u: w(u) := d(u,0) = [{i; u; # 0}|.
(iii) A distancia minima de C: d = d(C) := min{d(u,v) | u,v € C, u # v}.
Dizemos que um cédigo com comprimento n, dimensao k e distancia minima d

¢ um cédigo [n, k, d] .

Notamos que dadas u e v palavras de C, temos d(u,v) = d(u—v,0) = w(u—v),

donde podemos ver a distancia minima de C' como d = min{w(u) | 0 # v € C'}.

Proposicao 1.1.3. Seja C' um cddigo linear definido pela matriz de checagem H.
Entao, a distancia minima d de C é d > s+ 1 se e somente se quaisquer s colunas

de H sao linearmente independentes.

Demonstracdo. Suponha que existam s colunas de H linearmente dependentes.
Entéao, ¢ possivel tomar 0 # u € Fy tal que Hu' = 0 (isto é, u é uma palavra de
C) e w(u) < s, isto é, d < s. Por outro lado, se quaisquer s colunas de H sao
linearmente independentes. entao nao ¢ possivel encontrar 0 # u € Fy de peso

w(u) < s tal que Hu' = 0. Assim, d > s+ 1. O

Durante a transmissao de uma informagao codificada através de um canal de
comunicag¢ao, podem ocorrer eventuais erros. Entao, é preciso garantir que o codigo
C' utilizado seja capaz de identificar e corrigir erros para que possamos recuperar

a mensagem original.

Definigao 1.1.4. Seja t € N. Dizemos que um cédigo C' corrige t erros se para

todo y € [ existe no méximo uma palavra u em C' tal que d(y,u) < t.

Sejam v € C uma palavra transmitida e z a informagao recebida com no
maximo t erros. Se C' corrige t erros, entao temos d(z,u) < t e d(z,v) > t para
toda palavra v # u do codigo. Isto significa que u é a palavra de C' mais proxima

de z e, portanto, a informacao correta.



Proposicao 1.1.5. Seja C um codigo com distancia minima d. Entao, C' pode

corrigir até t = |2 | erros, onde |x| denota a parte inteira de x.

Demonstragio. Sejam u,v € C' e By(u) e By(v) bolas de raio t = || centradas
em u e v respectivamente. Suponhamos que exista € B;(u) N By(v). Entao,

d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) <t+t<d—1,

o que é uma contradicao, ja que a distancia minima de C' é d.
Dessa forma, se transmitimos a palavra u € C' e recebemos y com r < t erros,

temos d(u,y) =r <t e d(v,y) >t para toda palavra v € C diferente de u. O

Pelo resultado anterior, uma distancia minima grande representa uma maior
capacidade de correcao de erros. Entao, um dos principais problemas nessa teoria
é construir um cédigo com dimensao e distancia minima grandes em relacao ao

comprimento. Entretanto, ha algumas restrigoes, como a cota de Singleton.
Proposicao 1.1.6. (cota de Singleton) k+d < n+ 1 para C' um cédigo [n,k,d).

Demonstracao. Primeiro, notamos que como d ¢é a distancia minima de C, entao
qualquer palavra 0 # ¢ € C' é tal que w(c) > d. Agora, vamos definir o subespaco
linear W := {u = (u1,...,u,) € F? | u; = 0 Vi > d} .Temos que dimW =d —1 ¢
qualquer elemento 0 # v € W possui no maximo d — 1 coordenadas nao-nulas, isto
é, w(u) <d—1. Assim, WNC = {0} e dim(W NC)=0.

Portanto, dim C' 4+ dim W = dim(C' + W), ou seja, k + (d — 1) < n. O

1.2 Cobdigos de Reed Solomon

No Capitulo 4, apresentaremos uma generalizacao dos codigos de Goppa, apds

estudarmos algumas nogoes de Corpos de Fungoes. Uma das razoes do interesse



nessa classe de cédigos € a existéncia de diversas cotas inferiores para a distancia
minima.

Como motivagao para a construgao de tal classe de cddigos, apresentamos agora
os codigos de Reed Solomon, que sao obtidos como imagem da funcao evaluagao.
Consideramos € F, um gerador do grupo ciclico F; e definimos o espago vetorial
L ={f €F[T] | deg f <k—1},0onde1 <k <¢g—1,eaaplicagao ev : £ — Fy
dada por ev(f) := (f(B), f(3?), ..., f(BT71)). Esta aplicagao é linear e injetiva (ja

que um polinémio de grau m possui no maximo m zeros), entdao podemos definir:

Definigao 1.2.1. Cy := {(f(8), f(5?), ..., f(BT™1) | f € £} ¢ dito cédigo de
Reed Solomon (ou cddigo RS).

Note que C é um cédigo [¢ — 1, k, d].
Proposicao 1.2.2. Seja Cy um codigo RS, entao d=n+1—k.

Demonstracao. Pela cota de Singleton, temos d <n + 1 — k.
Seja 0 # u € Ck. Temos: w(u) := d(u,0) = [{i; u; # 0} =n — [{t; u; =0}

Mas u; = f (3'), onde f € % e, entdo, f tem no maximo k — 1 zeros. Portanto:
wu)>n—degf>n—(k—1)=n+1-k.

Como a distancia minima d é igual ao minimo dentre os pesos das palavras
nao-nulas do cédigo, temos d >n+ 1 — k.

Logo,d=n+1—k. m



Capitulo 2

Nocoes de corpos de funcoes

Neste Capitulo, estudaremos algumas nogoes bésicas sobre corpos de fungoes,
teoria em que basearemos as construgoes dos cédigos que serao apresentados nos
proximos Capitulos. Os resultados nao demonstrados podem ser encontrados em

[5] e [2].

2.1 Lugares

Definigao 2.1.1. Uma extensao de corpos F'/K é um corpo de fungdes algébricas
em uma variavel sobre K se F' é uma extensao algébrica finita de K(z), onde z
em [’ é um elemento transcendente sobre K. O corpo K dos elementos de F que
sao algébricos sobre K é chamado o corpo de constantes de F'/K.

Vamos sempre supor que K=K , isto é, vamos sempre supor que K é algebri-

camente fechado em F'.

Um corpo de fungbes F/K é dito racional se F' = K(z) para algum z € F
transcendente sobre K. Pelo Teorema da Fatoracdo Unica em K|[z], um elemento
z nao-nulo possue representacao unica da forma z = a [[ p;(z)™ com 0 # a € K,

(2
n; € Z e p;(z) € K[z] polindmios monicos irredutiveis distintos.



Freqiientemente, representamos um corpo de fungdes F// K como uma extensao
algébrica simples de um corpo de fungoes racionais K (x), isto é, F' = K(z,y) onde

f(y) = 0 para algum polinémio irredutivel f(T") € K(z)[T].

Definicao 2.1.2. Seja O um anel tal que:
(i) KSOCF;
(i)Vze F/,zeOouz'eO.
O ¢é chamado anel de valoragao de F/K.

Seja O* := {z € O | Jw € O tal que zw = 1} o grupo de unidades de O.
Temos que O é um dominio de ideiais principais e possui um tnico ideal maximal
(que é principal) P := O\O* chamado um lugar de F/K. O conjunto dos lugares
de F/K é representado por Pp.

Pela defini¢ao 2.1.2, para qualquer 0 # z € F, temos que z € P se e somente
se 271 ¢ O. Assim, também podemos caracterizar o anel de valoracao a partir do
lugar P como Op :={z € F | 27! ¢ P}.

Definigao 2.1.3. Uma valoragao discreta de F'/K é uma fungao v : F' — ZU{o0}
satisfazendo:

(i) v(z) = 00 <= 2z = 0;

(i) v(zy) = v(z) + o(y);

(iii) v(x + y) > min{v(x),v(y)} (desigualdade triangular);

(iv) 3 z € F tal que v(z) = 1;

(v) v(a) =0 Va € K*.

Proposigao 2.1.4. Sev(z) # v(y) para x,y € F, entio v(x+y) = min{v(z),v(y)}.

Demonstragao. Podemos supor v(z) < v(y). Pela desigualdade triangular, temos
v(z +y) > min{v(z),v(y)}. Suponhamos agora que v(z + y) # min{v(z),v(y)}.
Entao, v(z +y) > min{v(z),v(y)} = v(x). Assim, obtemos

v(e) = v((z +y) —y) =2 minfu(z +y),v(y)} > (),

6



uma contradicao. O]

O resultado a seguir possibilita a definicao de uma valoragao discreta a partir

de um lugar P de F/K.

Proposicao 2.1.5. Sejam P um lugar de F/K, O o seu anel de valorag¢io et € O
tal que P = tO, entao para todo 0 # z € F existem unicos n € Z e u € O* tais

que z = t"u. Tal t € dito um elemento primitivo em P.

Proposicao 2.1.6. Considere a aplicagio vp : F — Z U {oc} definida por

vp(2) :==n ewvp(0) ;== c0. Entdo, vp € uma valoragdo discreta de F/K.

Demonstracdo. A definicao da funcao vp nao depende da escolha do elemento
primitivo. De fato, se tomarmos ¢ e [ elementos primitivos para P, entao t = lw,
w € Op. Assim, para 0 # z € F temos z = t"u = {"w"u e w"u € Op.

Temos ainda que vp é realmente uma valoragao. Com efeito, sejam =z = t™ uy
ey = t"uy, onde ny,ne € Z e uy, ug € Op, temos:

(i) vp(z) = 00 <= x = 0 por definicao;

(ii) vp(zy) = vp(" "2 (ugug)) = Ny + ng = vp(x) + vp(Y);

(iii) Suponha n; < ny < co. Temos: = 4+ y = t" (ug + t"2 " uy) = t™w com

w € Op. Se w = 0, entao
vp(z +y) = vp(0) = co > min{vp(z),vp(y)}.
Se w # 0, entao podemos escrever w = t"3ug com ng > 0 e uz € Op. Assim:
vp(z +y) = vp(t™w) = vp(t™" ™ uz) = ny + ng > ny = min{vp(x),vp(y)}.

iv) Como K C O%, temos vp(a) = vp(t®a) = 0 para todo a € K*. O
P

Note que se t € O é um elemento primitivo, entdo vp(t) = 1.



Assim, pela Proposicao 2.1.6, dado um lugar P de F/K, podemos definir a
valorac@o vp correspondente e caracterizar P e Op como P = {z € F' | vp(z) > 0} e
Op ={z € F|vp(z) > 0}. Por outro lado, dada v uma valoragao discreta de F// K,
o conjunto P :={z € F | v(z) > 0} éumlugarde F/K e Op :={z € F | v(z) > 0}

é o anel de valoracao correspondente.

Defini¢ao 2.1.7. (i) Sejam P um lugar de F//K e Op o seu anel de valoracao.
Como P é um ideal maximal, podemos considerar Fp := Op/P o seu corpo de

classes residuais e a aplicacao de classe residual:
F — F pU {OO}
r — xz(P)

onde x(P) = oo para xz € F\Op.
(ii) deg P := [Fp : K] é o grau de P.

Note que se o grau do lugar P for 1, entao o corpo de classes residuais Fp € o
préprio corpo de constantes K, fato que serd importante para as construgoes de

codigos geométricos que apresentaremos.
Proposicao 2.1.8. Sejam x € F\ K e P um lugar tal que x € P. Entao,
deg P < [F: K(z)] < 0.

Demonstracao. Sabemos que um elemento x em F é transcendente sobre K se e
somente se [F': K(z)] < co. Assim, temos [F': K(z)] < oo.

Sejam z1, ..., z, fungdes em Op cujas classes residuais z1(P), ..., 2,(P) em Fp
sao linearmente independentes sobre K. Suponha que existam «;, 1 < i < n,
fungoes nao todas nulas em K(x) tais que zn: «;z; = 0. Podemos supor que, para
todo1 <i<n,a; =a;+xg;, onde a; € K rzlglo sao todos nulos e g; € K[z]. Entao,

como = € P:



que é uma contradicdo com a independéncia linear de z;(P), ..., z,(P) sobre K.
Portanto, as fungoes z1, ..., z, sao linearmente independentes sobre K (x) e, assim,

deg P =[Fp: K| <[F: K(z)] < c0. O

Exemplo 2.1.9. Vamos estudar os lugares do corpo de fungoes racionais K (x)/K.
Primeiro, considere p(z) € K[z] um polinémio irredutivel e o anel de valoracao
f(z)
Oy = {1131 1), 0t0) € KTl ¢ ) 900

cujo ideal maximal é

gm:{ﬁg|ﬂmmweKm4mnﬂwemwmwﬁ.

Toda fungdo z € K(x)\{0} pode ser representada de maneira tnica na forma

2 = p(@)"(22)) com n € Z, f(2),9(z) € K[a], p(x) 1 f(x) e p(a) | 9(a), entdio
p(x) é um elemento primitivo para P,y. Assim, a partir da construgao feita na
Proposicao 2.1.5, podemos definir a valoragao Upp(w>(2) = n. Agora, consideramos

o homorfismo de anéis:
¢: Klx] — K(l‘)pp<z) = Op@)/ Po(a)
f(x) — f(x)(P)
cujo nucleo
ker ¢ = {f(z) € K[z] | f(2)(Pp)) = 0} = {f(z) € K[z] | f(z) € Py}

é o ideal gerado por p(z) em K[z]. Seja z € Oy, entao z = % com f(x),g(x) €

K[z] e mde(p(x), g(x)) = 1, isto é,
— M — M = (alx €T x xT x T T
WO (a(z)p(x) + b(x)g(x)) p(z) +b(z) f(2),

onde a(x),b(x) € Klx]. Assim, 2(Pyu)) = (b(z) f(x))(Ppa)) € S¢, 0 que significa

que ¢ é sobrejetiva e, portanto, induz um isomorfismo

p:  Klal/(p(x)) = K (2)p
f(z)modp(z) — f(2)(Pp(z))

9



Logo, deg Pp(x) = [K<I)p(x) : K} = [K[x]/(p(x)) : K] = degp(x).
Em particular, se p(z) = x — «, onde a € K, temos para f(z) € K|x]:

f(@)(Bpy) = (f(z) = f(a))(Powy) + f(@)(Po)) = f(@) (L)) = f(e).

Entéo, para z € Op,  , temos z(Fy)) = %(Pp(m)) = %,se g(a) #0,e 2(Pywy) =
00, se g(a) = 0.
Podemos ainda considerar
_ [ 1)
O = o) | f(z),9(x) € Kz] e deg f(z) < degg(x)
o anel de valoracao cujo ideal maximal
_ [/
Py = 7@) | f(z),9(z) € K[z] e deg f(z) < degg(x)

¢ dito lugar no infinito de K(z)/K. Para z € K(x), temos que = € P, isto ¢,
P 6 zero de z. Como K(2) = K(z), pela Proposi¢ao 2.1.8, temos deg Py, <
[K(x

)
_ [ _ 1zf(@) i 2l (@)
=90 = 1) com f(z),g9(z) € K[z] e deg f(z) < deg g(x). Assim, o) € Os

K(%)] = 1, donde deg P, = 1. Temos ainda que se z € P, entao

ez € %Ooo, isto é, % ¢é elemento primitivo para P,,. Temos também que a valoracao

[(@) f@)

discreta vp, é definida por vp_ (g($)> = degg(x) — deg f(z) e, para z = o=

anz"+...tajztag

T — onde a;,b; € K e ay,, by, # 0, a classe em Fp_ é:

Z_Z’ sen=m

2(Py) = 2z(00) = 0,sen <m

00, se n > m
Por fim, seja P # P, um lugar de K(z)/K. Se x € Op, entao K[z] C Op e
como os lugares de K (x)/K correspondem aos ideais maximais de K[z], existe um
polinémio p(x) € K|xz| irredutivel tal que Op = O,(,. Assim, os tnicos lugares de
K(z)/K sao Py e Px. Portanto, podemos identificar os lugares de K(z)/K de

grau 1 com os elementos de K U {oo}, conjunto que é interpretado como a linha

projetiva sobre K.
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Definicao 2.1.10. Sejam z € F' e P € Pp, entao:
(i) P é um zero de z se e somente se vp(z) > 0 (isto é, z € P).
(ii) P é um pdlo de z se e somente se vp(z) < 0 (isto é, z ¢ Op).

A ordem do zero ou do pélo de z é |vp(z)].

Teorema 2.1.11. Seja F/K um corpo de fungoes. Qualquer elemento z € F

transcendente sobre K possui pelo menos um polo e um zero.

Demonstrag¢ao. Vamos provar que se R é um subanel de F' tal que K C RC F e
{0} # I € R é um ideal préprio de R, entédo existe P lugar de F//K tal que I C P
e R C Op, usando o Lema de Zorn.

Para cada subanel S de F'| consideramos o conjunto:

Vo
1S = {Zaysl, |a, €1, s, €8, vy € N}

v=1

Considere J := {S | S subanel de F com R C S e IS # S} uma familia de
subanéis de F.

Para a,b € IS, temos a +b € IS. Paraa € IS e s € S, temos as =
(i a,,s,,) s = i a,(sys) e s,s € S, pois S é anel. Entao, [.S é um ideal de S e
J Vé: iléo—vazio jéV;lle Re J.

Seja H C J totalmente ordenado. Temos que o conjunto T :=U{S | S € H}
é subanel de F' e R C T, ja que cada S é subanel de FF com R C S. Além
disso, T' # IT. De fato, suponha por absurdo que 7' = IT, entao 1 € I'T, donde
1= i a,s, coma, € I,s, €T, n e N. Como H étotalmente ordenado, existe um
subal;lz(ell So tal que sy, ..., 8, € Sp, isto é, 1 € 1.5y, o que é um absurdo. Portanto,
T é cota superior de H e, pelo Lema de Zorn, J possui elemento maximal O.

Primeiro, como I # {0} e IO # O, temos que O C F ¢ I C O\O*.

Agora, suponhamos que exista um elemento z € F talque z ¢ O ez~ ¢ O, isto

é, 10 [z] = O[z] e IO[z7!] = O[z7!]. Entao, escolhemos ay, ..., @y, by, ..., by, € 10,
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onde 0 < m < n e n,m sao minimos, tais que 1 = ag + a1z + ... + a,2" e
1 =by+ bzt + ...+ byrz~™. Multiplicando a primeira equacao por 1 — by, a
segunda por a,z" e somando as equacoes resultantes, obtemos uma combinagao
l=cy+crz+4...+cr_12" %, onde ¢; € I0. Como n foi escolhido minimo, hd uma
contradi¢do. Entao, O é um anel de valoracao de F//K.

Para finalizarmos a demonstracao, seja z € F' um elemento transcendente sobre
K. Considere R = K|z] e I = zK|[z]. Pelo que acabamos de provar, existe um
lugar P tal que z € P, donde P é zero de z, e existe um lugar @ tal que 27! € Q,
donde @ é polo de z. O

Em particular, esse Teorema garante que Pr # (). Na verdade, este conjunto é

infinito, como mostra o seguinte resultado:

Teorema 2.1.12. (Teorema da aproximagdo fraca) Sejam F/K uwm corpo de
fungoes, P, ..., P, lugares de F'/K tais que P; # Pj parai # j, fungoes 1, ..., T, €
F e nimeros ry,...,r, € Z. FEntao, existe x € F tal que para 1 = 1,...,n temos

vp,(x — ;) =14

Caso Py, ..., P, fossem todos os lugares do corpo de fungdes F'/K, escolhendo
Ty = .=z, =0er €Z,, pelo Teorema da aproximacao fraca existiria uma
funcdo = € F tal que vp(z) = r; > 0 para todo i. Isto significa que z seria
transcendente sobre K e possuiria apenas zeros, contradizendo o Teorema 2.1.11.
Assim, Pr é infinito. Entretanto, cada funcao 0 # = € F possui apenas um nimero
finito de pdlos e zeros segundo o préximo resultado que pode ser provado aplicando

o Teorema da Aproximacao Fraca.

Proposicao 2.1.13. Sejam F/K um corpo de fungées e Py, ..., P, zeros de x € F.
Entao, Y, vp,(x)deg P, < [F : K(x)].

Corolario 2.1.14. Seja F/K um corpo de fun¢oes. Cada fungdo x € F ndo nula

possui um numero finito de zeros e polos.
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Demonstrag¢ao. Usando a Proposicao 2.1.13 podemos concluir que se x € F ¢
transcendente sobre K, entdo o nimero de zeros de x é limitado por [F: K(z)]
(que ¢ finito pela Proposigao 2.1.8). Da mesma forma, o nimero de zeros de !

é limitado por [F : K (z71)], isto é, o nimero de pdlos de x também ¢é finito. [

Para finalizar a secao, apresentamos um resultado que garante a expansao de
toda funcao f de F' em série de poténcias, e que sera importante para a construgao

das novas abordagens dos cédigos de Goppa no Capitulo 3.

Proposigao 2.1.15. Sejam P um lugar de grau 1 de F/K e {t,}” uma seqiéncia
em F tal que vp(t,) = r para todo r € Z. FEntdo, toda funcio f € F pode ser

o0
escrita como f = > a.t,, onde a, € K e v < vp(f).
r=uv

Demonstragdo. Primeiro, note que sempre existe uma seqiiéncia {¢,}>_ em F tal
que vp(t,) = r. De fato, considerando ¢t um uniformizante local em P, basta tomar
t, :=t" para obter v,(t,) = vp(t") =1 vp(t) =r.

Temos ainda que 1 = deg P = [Fp : K|, entao Fp = K.

Agora, sejam f € F' e um inteiro v tal que v < vp(f). Entao,
vp(=) = vp(f) —vp(ty) > v —v =0,

isto é, % € Op e definimos a, = (%) (P) a classe de % em Fp = K. Assim,

(i — av) (P) =0, donde vp (ti — av> >0e

ty v

vp (f —apty) = vp (151 — av) +vp(t,) > v.

v

Entao, vp (ft’“—:f“) =vp (f — ayty) — vp(tyr1) > 0 e, assim, definimos a,41 :=

(Lot} (P) € K. Assim, (528 —a,..) (P) =0, donde

tv+l tv+l

- avtv
vp(f — avty — Gpy1tusr) = vp (ft—

— aerl) +vp(tys1) > v+ 1
v+1
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Suponha que obtivemos uma seqiiéncia {a,}" C K tal que

k
vp (f — Zartr> > k, para todo v < k < m.
=0

f_ g: artr m
Entao, vp —— | =vr (f - > artr) — vp(tme1) > 0 e definimos a,,,1 ==
=0

tm+1

f_ in: arty
—=— | (P) € K. Analogamente, temos:

tm+1

m+1 f_za'rtr
vp [ f=D aty | =vp | | ——— = api1 [ tmsr | >m+1.

m
Deste modo, {a,} - ¢ uma seqiiéncia em K tal que vp (f - > artr) > m,
=0

o0
para todo m > v. Portanto, f pode ser representada como f = > a,t,. O

T=v

2.2 Divisores

Até o fim deste Capitulo, F'/K representa um corpo de fungoes algébricas tal

que K é o corpo de constantes.

Definicao 2.2.1. Um divisor de F//K é uma soma formal D = >  npP, onde
PE]PF
np € Z e np = 0 para quase todo lugar P de F/K. Se D = P, dizemos que D é

um divisor primitivo.
Os divisores de F'/K sao elementos do grupo abeliano livre Dr com elemento

neutro 0 := > 0.P eoperagao de adi¢ao definida por D1+Ds := > (np,+np,)P
PePp PePp
se D1 = Z 7’LP1P e Dg = Z nPQP.

PePr PePr

Definigao 2.2.2. O suporte de um divisor D é suppD := {P € Pr | np # 0}.

Definicao 2.2.3. Seja D = > npP um divisor de F/K e Q um lugar de F/K.

PePp
Definimos a valoragao em D como vg(D) = ng.
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Usando essa defini¢ao, podemos reescrever suppD = {P € Pg | vp(D) # 0} e

D= > wp(D)P. Além disso, definimos o grau de um divisor D como
PesuppD

deg D := Z vp(D) deg P

PesuppD

e uma ordem parcial para Dy dada por:
D; < Dy <— Up(Dl) < UP(DQ) VP € Pp.

Definigao 2.2.4. Seja 0 # z € F. Denotamos por Z o conjunto de zeros de
x e por N o conjunto de polos de x. Definimos o divisor de zeros de x como

(x)o :== > vp(x)P e o divisor de pdlos de z como (z)o := Y. (—vp(x))P. O
Pez PEN
divisor principal de x é () = (x)¢ — (2)o € definimos pp := {(x) |0 £z € F} o

grupo dos divisores principais, que é um subgrupo de Dp.

Note que
(2) = (2)y = ()0 = D_vp(x)P = Y (—vp(z))P = Y vp(x)P.

Se 0 # z € K, entdao vp(z) = 0 VP € Pp, isto é, 0 # = € K se e somente se
(x) =0.

Definigao 2.2.5. Cr := Dg/pr é o grupo de classes de divisores e, para D € Dp,
[D] ¢ a classe correspondente em Ch.
Dizemos que dois divisores D; e D, sao equivalentes e escrevemos D «~ Dy se

Dy =Dy + (z), onde 0 #x € F.
Definigao 2.2.6. Seja D € Dp. Definimos £ (D) :={z € F' | (x) > —D} U {0}.

Note que, para x € F*, () > —D se e somente se vp(x) > vp(—D) = —vp(D)

para todo P lugar de F//K e, parax = 0, vp(z) = 0o > —vp(D) para todo P € Pp.
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Entao, Z(D) = {z € F | vp(z) > —vp(D) VP € Pp}. Assim, considerando um
divisor

D = anP anz iijj,ondeniEOemij,

PePp 7=1

T S
temos que 0 # x € £ (D) se e somente se vp(x) > —UP(Z P — > m;Q;) para
i=1 =1
todo P € Pp, isto é, vp,(z) > —n; parai=1,...,r e vg,(x) > m; para j=1,...,s
Portanto, .Z(D) é o conjunto de todas as fungoes x € F' tais que x possui zeros

de ordem pelo menos m; em @), ( j =1,...,s) e pode possuir polos apenas em P,

com ordem no méaximo n; (i = 1,...,7).

Proposicao 2.2.7. Seja D € Dp.
(1) L (D) # {0} se e somente se existe um divisor D" tal que D' «~ D e D" > 0.
(i) Se D < 0, entao £ (D) = {0}.
(111) £(0) =
(iv) L(D) é espago vetorial sobre K.
(v) Se D' é um divisor equivalente a D, entio £ (D) ~ L (D’).

(vi) Se D' é um divisor tal que D' < D, entdo:
dim(Z(D)/Z (D)) < deg D — deg D".

Demonstracao. (i) Existe divisor D' € D% tal que D «~ D e D' > 0 se e somente
se existe D' € Dl tal que D' = D + (x) e (x) > —D com 0 # x € F, isto é, se e
s6 se Z(D) # {0}.

(ii) Seja D < 0. Suponha por absurdo que exista uma funcao 0 # = € 2 (D).
Por definigao, () > —D e, como D < 0, —D > 0, donde (z) > 0. Isto significa
que z possui pelo menos um zero, mas nenhum polo, o que contradiz o Teorema
2.1.11.

(iii) Seja x € K. Temos que (z) = 0, donde K C .Z(0). Por outro lado, seja
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0# x € Z(0). Entao, (x) > 0, isto é, x nao possui pdlos. Assim, pelo Teorema
2.1.11, z € K, donde K D .Z(0).
(iv) Sejam z,y € Z(D) e a € K, temos que

vp(z +vy) > min{vp(z),vp(y)} > —vp(D) VP € Pg

e vp(ax) =vp(a) +vp(z) = vp(xr) > —vp(D) VP € Pr

Entao, Z(D) é espago vetorial sobre K.

(v) Se D' é um divisor equivalente a D, entao existe x nao nulo em F tal que
D = D"+ (z). Seja ¢ : (D) — F a aplicacao linear dada por ¢(z) = zz. Temos
(xz) = () + (2) > (zr) = D = =D, isto ¢, o(Z (D)) C Z(D’). Analogamente,
a aplicacdo linear ¢ : Z(D’') — F dada por ¢(z) = 2712 é tal que ¥(Z(D’)) C
Z(D). Como poth(z) =zx'2=zparaz e L(D')eop(z) =z 'rz =z para
z € Z(D), temos que p é um isomorfismo entre £ (D) e Z(D’).

(vi) Seja x € Z(D'). Temos vp(x) > —vp(D') para todo P lugar de F/K
e D' < D, entao, vp(x) > —vp(D') > —vp(D) para todo P em Ppg, donde z €
Z(D),isto é, Z(D') C Z(D). Podemos supor D = D'+ P, onde P é um lugar de
F/K, e o caso geral segue por indugao (ja que apenas um nimero finito de lugares
aparece na soma formal D). Sejat € F' tal que vp(t) = vp(D) = vp(D’)+ 1. Para
x € Z(D), temos

vp(zt) = vp(t) + vp(z) > vp(t) —vp(D) =0,

isto é, #t € Op. Assim, podemos considerar a aplicacao ¥ : £ (D) — Fp tal que

U(z) = («t)(P). Temos:

kerW = {x e Z(D)|(2t)(P)=0} ={x e ZL(D)|zt € P}
= {z e Z(D)|vp(zxt) >0} ={x € (D)|vp(x) > —vp(Dn} =L (D).

Ou seja, hé uma aplicagdo K-linear injetiva de (D)/Z(D’) em Fp, cuja dimensao

é dim Fp = deg D — deg D'. Assim, dim(Z(D)/Z(D’)) < deg D — deg D'. O
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Em particular, o ultimo item da Proposicao 2.2.7, garante que se D é um
divisor de F/K, entdao a dimensao de .Z(D) é finita. De fato, escrevendo D =
D, —D_,onde D;;,D_ > 0, temos D < D, e (D) C Z(D,). Além disso,
considerando a aplica¢ao que leva uma fungao de £ (D, ) na classe correspondente
em .Z(D;)/Z(0), temos dim .Z (D, ) = dim(Z(D4)/Z(0)) + 1 pelo Teorema do
Nicleo e da Imagem, ja que £(0) = K. Portanto:

dim Z (D) < dim.Z(D;) = dim(Z(D;)/Z(0)) +1 < deg Dy + 1.
Definicao 2.2.8. Seja D € Dp. A dimensao de D é dim D := dim (D).

Lema 2.2.9. Sejam D > 0 um divisor de F/K e P;, onde 1 < i < n, lugares de
grau 1 de F/K. Se a; sao fungoes em L (D + P)\Z (D) para cada 1 < i < n,

entao oy, ..., o, sao linearmente independentes sobre K.
Demonstracao. Primeiro, fixando 1 <7 < n, como o; € Z(D+ P;)\Z (D), temos:
vp () > —vp(D+P)=—vp(D)—1e
vp () < —vp(D),
isto é, vp, () = —vp (D) — 1. Além disso, para j # i, temos:
vp (o) = —vp,(D + Pj) = —vp, (D).

n
Suponha que exista uma combinagao linear nao trivial > ¢;a; = 0, onde ¢; € K
i=1
para todo 1 < i < n. Seja 1l < k < n um indice tal que ¢; # 0. Temos que

—crap = Y. ¢y, Assim, vp, (—cpax) = vp, (Z cia; |, isto é:
iZk £k

_UPz'(D) -1= _UPi(D) -1= Up, (Z Ciai) > IZH#II? {Upk (Ciai>} > _UPZ'<D)7
itk

uma contradicao. Portanto, ¢; = ... = ¢, = 0, isto é, aq, ..., a, sao linearmente

independentes sobre K. [
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Teorema 2.2.10. Seja x € F\K. Entao, deg(z)o = deg(z)s = [F : K(z)].

Demonstragao. Sejam Py, ..., P, os polos de x (ja sabemos que essa quantidade é

finita). Definimos n := [F': K(x)] e o divisor D := (2)oo = >_(—vp (z))F;. Pela
i=1

Proposicao 2.1.13, temos:

deg D = Z —vp,(x))deg P, = va ))deg P; < n.

Agora, sejam {u; | i = 1,...,n} uma base de F/K(x) e A € D tal que A >0
e (u;) > —A,isto é, {u; | i =1,...,n} C . Z(A). Como os elementos ui, ..., u, S0
linearmente independentes sobre K (), temos que x/u;, onde 0 < j <lel <i < mn,
sao linearmente independentes sobre K. Além disso, (z7u;) = j(z) + (u;), donde
vu; € ZL(ID + A) e, entao, dim(ID + A) > n(l + 1) para todo [ > 0. Mas,
pela Proposi¢ao 2.2.7 (vi), dim(ID + A) < ldeg D + deg A + 1. Comparando as

desigualdades, obtemos
n(l+1) <dim(ID+ A) <ldegD + deg A + 1,

isto é, n —deg A — 1 < l(deg D — n) para todo [ € N. Como n — deg A — 1 nao
depende de [, temos que deg D > n.

Assim, deg(x)o = n = [F : K(z)].

Como (7)g = (27!) w0, temos deg(z)y = deg(z7!)oo = [F: K(z7V)] = [F : K(2)],

o que prova o resultado. O

Isso significa que todo divisor principal tem grau zero e, mais ainda, cada funcao
0 # x € F possui o mesmo nimero de zeros e polos se contados com multiplicidade.
Além disso, se D e Dy sao divisores equivalentes, entao seus graus sao iguais, ja

que Dy = Dy + (x) com 0 # x € F por definigao.

Corolério 2.2.11. Seja D um divisor de F/K.
(1) Se deg D < 0, entdo dim D = 0;
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(i) Se deg D = 0 edim D = 1, entao D € o divisor principal de alguma fungao

nao nula de F'.

Demonstragao. (i) Suponha que dim D > 0, entao pela Proposicao 2.2.7 (i) existe
A > 0 um divisor equivalente a D. Logo, deg D = deg A > 0.

(ii) Seja 0 # x € £ (D). Temos (x) > —D, isto é, D+(x) > 0 e deg(D+(z)) =
0 pela Proposigao 2.2.10. Entao, D + (z) = 0 e, assim, D = —(z) = (z71). O

Lema 2.2.12. Sejam x € F\K e B := (2)o. Entdo, existe um inteiro 7 tal que
para todo | € Z, temos deglB — dim[B < ~.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.10, sabemos que deg B = [F': K(z)]. Sejam
A > 0umdivisor de F/K, {u; | (u;) > —A, 1 <i < deg B} uma base para F'/ K (z)
el e€Z,. Paral <i<degBe0<j<I, temos que as fungoes r/u; € (1B +
A) sao linearmente independentes sobre K, ja que g, ..., Udeg  S80 linearmente
independentes sobre K (z). Assim, dim(IB + A) > (I + 1) deg B. Por outro lado,

pelo item (vi) da Proposicao 2.2.7, temos que:
dim(IB + A) — dim (B < deg(IB + A) — deg B = deg A,
isto é, dim(IB + A) < dim !B + deg A. Comparando as desigualdades, obtemos:
({4+1)deg B < dim(IB+ A) < dim!B + deg A,

ou seja, dim (B > deglB + [F : K(x)] — deg A.
Portanto, escolhendo [ = [F : K(z)] — deg A, temos que degl!B — dim (B < 7,
com vy € Z. O

Lema 2.2.13. Sejam D uwm divisor de F\K, v € F/K e B := (z)_. Entao,
existem Dy e Do divisores de F/K el € Z, tais que D < Dy, Dy ~ Dy e
Dy, < IB.
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Demonstrac¢ao. Seja D > 0 um divisor de F/K tal que Dy > D. Paral € Z,,

temos [B — Dy < [B, donde pela Proposigao 2.2.7 (vi) temos:
dim !B — dim(IB — D;) < deg!B — deg(IB — D).
Assim, pelo Lema 2.2.12, temos:
dim(IB — Dy) > dim !B — deg Dy > deglB — v — deg D;.

Se [ for suficientemente grande, deg!B — v — deg Dy > 0, isto é, £ (1B — Dy) # (.
Portanto, podemos escolher z uma fun¢ao nao nula em Z(IB — D;) e, definindo

Dy := D; — (z), o resultado segue. O

Proposicao 2.2.14. FExiste um inteiro v tal que deg D — dim D < ~ para todo D
divisor de F/K.

Demonstragao. Seja D um divisor de F'//K. Pelo Lema 2.2.13, existem D; e Do
divisores de F'//K el € Z, tais que D < Dy, Dy ~ Dy e Dy <IB, onde B := ()
para x em F/K. Como D < Dy, pela Proposi¢ao 2.2.7 (vi), temos:

deg D — dim D < deg Dy — dim D;. (2.1)

Como D1 e D, sao divisores equivalentes, sabemos que deg D = deg Dy e dim D =
dim D, isto é:

deg D1 — dim D1 = deg D2 — dim DQ. (22)

Por fim, como Dy < B, a Proposigao 2.2.7 (vi) nos d4 novamente:
deg Dy — dim Dy < deglB — dim[B. (2.3)
Comparando 2.1, 2.2 e 2.3, obtemos:
deg D —dim D < deglB — dim[B
e, pelo Lema 2.2.12, segue o resultado. O
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Tal cota para a diferenga deg D — dim D, onde D é um divisor de F/K, nos

possibilita definir o género de um corpo de fungoes:

Definigao 2.2.15. O género do corpo de fungoes F'/K é
g :=max{degD —dimD+ 1| D € Dp}.

Escolhendo D = 0 na definicdo do género, temos deg(0) — dim(0) + 1 = 0,

donde g > 0 para qualquer corpo de funcoes.

Teorema 2.2.16. (Teorema de Riemann) Seja g o género de F'/K. Entao, existe

um inteiro ¢ tal que para todo divisor D com deg D > ¢ temos
dimD =degD + 1 —g.

Demonstracao. Segue da definicao do género que dim D > degD + 1 — g.
Por outro lado, se g é o género de F'// K, entao existe um divisor A € Dp tal que
g = deg A—dim A+1. Logo, para D um divisor de F//K tal que deg D > deg A+yg,

temos:
dim(D — A)>degD —degA+1—g>degA+g—degA+1—g=1>0.

Assim, Z(D — A) # {0}.
Sejam 0 #x € L(D—A)e D' :=D+ (z). Entao, D' > D —(D—-A)=Ae

degD —dimD =deg D' —dim D’ > deg A —dimA =g —1,

isto é, dim D < degD + 1 — g.
Portanto, para um divisor D de F//K tal que deg D > ¢ := deg A+ g, ocorre a
igualdade. O]

Determinar o género de um corpo de fungoes é, em geral, um trabalho com-

plicado. Mas é fécil ver que ¢ = 0 no corpo de fungoes racionais K(x)/K. De
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fato, sejam P, o pdlo de z, r € Z, e L(rPy).Temos que 1, z,...,z" pertencem
a Z(rPs) e sao linearmente independentes sobre K, donde para um r suficiente-

mente grande podemos aplicar o Teorema de Riemann e obter:
r+1<dm.Z(rPy)=deg Z(rPx)+1—g=r+1—g.

Assim, g < 0. Mas sabemos que g > 0 para qualquer corpo de funcoes, donde o

género do corpo de fungoes racionais é zero.

Definigao 2.2.17. Seja F'//K um corpo de fungoes de género g. Dizemos que um

divisor W é um divisor Canonico se degW =2g —2 e dimW > g¢.
Todo corpo de fungoes F//K possui divisor canonico.

Teorema 2.2.18. (Teorema de Riemann-Roch) Seja W um divisor candnico de

F/K. Para qualquer D € Dp temos dim D = deg D + 1 — g + dim(W — D).

Corolario 2.2.19. Seja D um divisor de F/K tal que deg D > 2g — 1. FEntao,
dimD =degD +1 —g.

Demonstragao. Seja W um divisor canoénico de F/K. Como degD > 2g — 1 e
deg W = 2g — 2, temos deg(W — D) = deg W —deg D < 0,isto é, dim(W — D) = 0.
Assim, pelo Teorema de Riemann-Roch: dim D =deg D + 1 — g. m

Defini¢ao 2.2.20. Um divisor D de F'/K tal que dim D = deg D + 1 — g é dito

nao-especial.

Em particular, o Corolario 2.2.19 garante que qualquer divisor de grau maior
ou igual a 2g — 1 é nao-especial. Além disso, se D é um divisor ndo-especial e D’
é um divisor tal que D' > D, entdo D' também é ndo-especial.

No Capitulo 3, veremos que ¢ importante poder estimar a dimensao dos espagos
Z (D) para obter os parametros do cédigo de Goppa. O que fizemos no fim desse

Capitulo, foi determinar a dimensao de £ (D) a partir do grau de D:
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(i) Se deg D < 0, entao dim D = 0, pela Proposigao 2.2.11;

(ii) Se 0 < deg D < 2g — 1 e W é um divisor canénico de F'/K, entdao dim D =
degD 4+ 1 — g + dim(W — D), pelo Teorema de Riemann-Roch. Em particular,
temos que dim D > deg D 4+ 1 — g sempre;

(iii) Se deg D > 2g — 1, entao dim D = deg D + 1 — g, pelo Corolario 2.2.19.
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Capitulo 3

Cddigos de Goppa Classicos e

novas abordagens

Neste Capitulo, apresentaremos os codigos de Goppa Classicos utilizando espacos
Z (D) e outras trés abordagens de cddigos sobre curvas algébricas introduzidas por
Xing, Niederreiter e Lam em [7] e Ozbudak e Stichtenoth em [4], mostrando, em
particular, a relagao entre as construgoes. Ao fim do Capitulo, concluiremos que as
novas construcgoes apresentadas sao apenas abordagens equivalentes do cédigo de
Goppa Classico. No entanto, estas novas construgoes sao importantes por tornar

possivel o estudo dos codigos classicos através de uma nova perspectiva.

3.1 Construcao I: cédigos de Goppa classicos

Sejam F/F, um corpo de fungoes de género g, P, ..., P, lugares distintos de
grau 1, D o divisor definido por D := i P; e G um divisor tal que P; ¢ suppG
para todo 1 <17 < n. -

Seja z uma funcao em Z(G). Paratodoi = 1, ..., n, temos vp,(x) > —vp (G) =

0, isto é, x € Op,. Podemos, entdo, tomar a classe z(F;) no corpo residual Fp,,
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que é igual a I, j& que [Fp, : F,] = deg P, = 1. Consideramos a seguinte aplicagao
linear:
evp : ZL(G) — T (3.1)
x— (z(P),...,x(P,)).
Definigao 3.1.1. O cddigo geométrico de Goppa C'»(D, G) é a imagem de Z(G)

pela aplicagao evp, isto é,
Cy(D,G) = {(z(P),....z(P,)) |z € Z(G)} CFy.
Teorema 3.1.2. Cy(D,G) é um cdédigo [n,k,d] tal que
k=dimG — dim(G — D) e d>n—degG.

Se deg G < n, entao k = dimG > degG +1—g e, se 29 —2 < degG < n

ocorre igualdade.

Demonstracao. Seja x € ker(evp) = {x € Z(G) | x(P;) =0i=1,...,n}. Entao,
vp(x) > 1= —vp(G— D), parai=1,..,n, e vp(r) > —vp(G) = —vp(G — D)
para todo lugar de F'/F, diferente de P, ..., P,, donde x € £ (G — D). Por outro
lado, se x € Z(G—D), entao vp,(v) > —vp,(G—D) =1, donde xz € P, e z(F;) =0,
isto é, x € ker(evp). Logo, ker(evp) = £ (G — D).

Pela construcao do cédigo C'¢ (D, G), temos k = dim G — dim(G — D).

Se degG < n = deg D, temos deg(G — D) = degG — deg D < 0. Assim,
dim(G — D) = 0, isto é, a aplicacdo evp é injetiva. Entdo, usando o Teorema
de Riemann-Roch, temos & = dimG > degG + 1 — g e ocorre a igualdade se
29 —2 < degG < n.

Agora, escolhemos 0 # = € Z(G) tal que w(evp(z)) = d. Temos que d
componentes de evp(x) sdo nao-nulas e n — d componentes sdo nulas. Assim,
existem n — d lugares no suporte de D que sao zeros de z, digamos Py, ..., P,_g4.

n—d n—d
Entao, z € (G — > P,), donde 0 < deg(G — > P;) =degG —n+d. O
i=1 =1
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Nota 3.1.3. Note que, no caso em que deg G < n, o Teorema 3.1.2 nos dd k+d >
n+ 1 — g e, pela cota de Singleton, ja tinhamos k& + d < n + 1. Assim,

n+l-g<k+d<n+l.

Isso significa que o género age como uma medida de quanto os parametros do

cédigo desviam da cota de Singleton.

Exemplo 3.1.4. Se consideramos F,(x)/F, o corpo de fungoes racionais e escolhe-
mos Py, ..., P,, 1 <n < q+ 1, lugares distintos de grau 1, D o divisor definido por
D :=>" P, e G um divisor tal que suppG N{P, ..., P,} =0, o cédigo C¢(D,G) é

i=1
dito cédigo de Goppa Racional. Note que, nesse caso, sempre podemos calcular a

dimensao de C¢(D, G), de fato:

Se deg G < 0, entao k = dim G — dim(G — D) = 0 pela Proposigao 2.2.7.

Se 0 < degG < n, como g =0, temos k+d=n+1, donde k =degG + 1 e
d=n—degG.

Se deg G > n, temos k = n. De fato, como deg(G — D) = degG —n > 0 e
g = 0, o Teorema de Riemann-Roch garante que dim(G — D) = degG — n + 1.
Assim:

k=dimG —dim(G— D) =dimG —degG+n—1<n.
Agora, suponha por absurdo que k = dim G — dim(G — D) < n. Entao:

dimG —degG+n—1<n=dimG —degG —1 <0,
que é um absurdo pelo Teorema de Riemann-Roch. Portanto, k& = n.

No primeiro Capitulo, vimos que outra maneira de definirmos um cédigo é
através de sua matriz geradora. Como evp é injetiva quando degG < n, se

{1, x9,...,2;} é uma base para Z(G), entao {evp(z1),...,evp(x)} é uma base
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para C¢ (D, G). Assim, uma matriz geradora para o c6digo é definida por:

Il(Pl) l’l(Pg) I1<Pn)

Isto é, o problema de encontrar uma matriz geradora do cédigo se reduz a deter-

minar uma base para o espago Z(G).

Exemplo 3.1.5. Voltamos a considerar o c6digo C'¢ (D, G) definido sobre o corpo
de fungoes racionais F,(x)/F, de género zero. Vamos determinar uma base para o
espago -Z(G) no caso em que deg G < n e outra para C¢(D,G). Separamos em
dois casos: n < qgen=q+ 1.

Caso n < q. Existe pelo menos um lugar P de grau 1 que nao esta no suporte
de D. Considere um dos lugares P; (1 < ¢ < n) de grau 1, digamos P;. Como
deg(P; — P) = 0, o Teorema de Riemann-Roch garante que dim(P; — P) =1 e,
pelo Corolério 2.2.11, P, — P é o divisor principal de alguma fungao 0 # z € F,(z).
Entdo, 1 = deg P, = deg P = [F () : F,(2)], isto é, z é um elemento primitivo
para [F,(z)/F,. Pelo Exemplo 3.1.4, temos degG = k — 1 > 0 e, assim, o divisor
(k —1)P — G tem grau 0 e dimensao 1. Novamente, existe 0 # u € Fy(x) tal que
(k—1)P -G = (u).

Sejam Q € Pp, () ¢ 0 < j <k — 1. Temos:

UQ(ZjU) = jug(2) + vo(u) = (k — 1 — jug(P) + jug(P1) —vg(G) > —vg(G),

isto é, uz? € Z(G). Agora, suponhamos que para j =0, ...,k — 1 existam ¢; € F,

k—1
nao todos nulos tais que Y cjuz? = 0. Seja 0 <[ < k — 1 o menor indice tal que
7=0
k—1 ‘
a #0. Entao, Y. cuzl = —quz'e
j=l+1
k—1
[ =vp (—quzt) =v cuz’) > min vp (ciuz)V > 141
P (—cuz’) Pl(';lg )_H—lgjgk—l{Pl(J )} =1+,
J:
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k1530 linearmente independentes

o que é uma contradicdo. Assim, u,uz,...,uz
sobre F;. Como degG = k — 1, temos dimG = degG + 1 — g = k e, assim,
{u,uz,...,uz¥"1} é uma base para Z(G). Portanto, basta tomar as classes dessas
fungoes para obter uma base para Cy(D,G). Isto é, uma matriz geradora do

cbdigo é dada por:

u(Pr) u(P) u(P,)
M- u(Py)z(P) u(Py)z(Ps) u(P,)z(P,)

u(P)(2(P)) u(Po)(2(P)) 1 o w(P)(2(Fn))

No caso em que n = ¢ + 1, podemos escolher uma fungéo z € F,(x) tal que P,
é polo de z. Como no caso anterior, (k — 1)P, — G = (u) para 0 # u € Fy(x) e

{u,uz, ...,uz¥"1} é base para .Z(G). Notando que:
vp, (uz?) = vp,((k —1)P, — G) + jup,(2) =k —1— 3,

temos (uz?)(P,) = 0 para todo 0 < j < k—1e (uz*')(P,) = a € F,. Assim,

substituindo u por a~'u, obtemos

u(Py) u(Py) u(Pp_1) 0
u(Py)z(Py) u(Py)z(Py) u(Pp—1)z(Pn-1) 0

M=

u(Pr)(2(P)* u(Po)(2(P2) " o u(Poa)(2(Paon))* ™t 1

a matriz geradora de C'¢(D, G).

Exemplo 3.1.6. Vamos aplicar o que foi estudado no Exemplo 3.1.5 a um cédigo
racional definido sobre o corpo de fungoes Fy(x)/Fy.

Fy(z)/F4 possui 5 lugares de grau 1, a saber: Py, (o pdlo de z), Py (o zero de z),
Py (o zero de x — 1), Py e P3 (os zeros de x® +x + 1 e, para i = 2, 3, representamos

por «; a raiz associada a P;). Vamos considerar o c6digo de Goppa Cg(D,G)
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sobre Fy(x)/Fy, onde D e G sao os divisores definidos por D := P, + P, + Py e
G = F,. Como degG = 1, o Exemplo 3.1.4 garante que k = degG +1 = 2 e
d=mn—degG =2, isto é, Cy(D,G) é um cédigo [3,2,2].

Temos que deg(P; — P;) = 0 e, pelo Teorema de Riemann-Roch, dim(P, — P;) =
1, ja que g = 0. Assim, pelo Corolario 2.2.11, P,— P; é o divisor principal de alguma

fungao 0 # z € Fy(x). De fato, P, — P; = ( z—1 ) Da mesma forma, P; — G é o

r—as

divisor principal de v = =22 ¢ [Fy(x).

Como foi feito no Exemplo 3.1.5, temos que {u, zu} é uma base para Z(G),
ja que u e zu sao linearmente independentes sobre Fy e dim G = 2. Entao, para
determinar uma matriz geradora para C'¢(D,G) basta tomar evp(u) e evp(zu),
onde evp ¢ a aplicagao definida em 3.1. Utilizando os resultados do Exemplo 2.1.9,

temos:

u(P) =

-« Q + « -
()= 2% () =

Qo (8%

(
(
(
w)p) = (T (=" =2 e —ant 1=
( L
(

Portanto, uma matriz geradora para C¢ (D, G) é dada por:

(6] Oé31

0 0[2]_

M=
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3.2 Construcao 11

Sejam F/F, um corpo de fungbes de género ¢, P, Pi, ..., P, € Pp lugares

distintos de F'/F, de grau 1 e £ > 0 um divisor de grau 2¢ tal que Py, ¢ suppE.
Lema 3.2.1. Emistem g + 1 inteiros 0 = ng < ny < ... < ny < 2g tais que, para
todo 0 <1<y,
dim(E — nPy) = dim(F — (n; + 1) Ps) + 1. (3.2)
Demonstracao. Consideramos a seguinte seqiiéncia de divisores:
E—Q29+1)Po<E—-(29)P,<..<E-P,<E,

logo Z(E — (294 1)Pyx) C Z(E — (29)Py) C ... C Z(E — Py) C Z(FE).
Temos também que deg E' = 2g e deg(F — (29 + 1)Py) =29 — 29 — 1 = —1.
Assim, pelo Teorema de Riemann-Roch, dimFE =degFE +1—g =g+ 1 e, pela
Proposic¢ao 2.2.7, dim(E — (29 + 1)P,,) = 0.
Como para todo n € N temos E—nP,, > E—(n+1)Py, ainda pela Proposigao

2.2.7, temos:
dim(Z(F —nPy)/L(E—(n+1)Py) < deg(E—nPy)—deg(E— (n+1)Px) = 1,

isto é, para todo n € N, dim(E — nP) < dim(E — (n+ 1)Px) + 1.
Logo, existem apenas g+ 1 inteiros 0 = ng < n; < ... < ny < 2g tais que ocorre

a igualdade em 3.2. [

O Lema 3.2.1 garante que existem exatamente g + 1 inteiros tais que .Z(E —
P )\ZL(E — (n; + 1)Py) # 0, isto é, para cada 0 < [ < g, podemos escolher
w, € L(E—nPo)\ZL(E — (n+ 1)Py). Como P, ¢ suppE, temos:

vp (W) > —vp (E—mnPy)=mn

vp (W) < —vp (E—(m+1)Py)=n+1
donde vp_(w;) = n; para todo 0 <1 < g.
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Lema 3.2.2. wg,wy, ..., w, formam uma base para Z(E).

Demonstragao. Suponha que existam ay,...,a, € F, nao todos nulos tais que

g
> aqw; =0 e seja 0 < k < g o menor inteiro tal que a; # 0. Entao:
1=0

g

n, = vp, (Wi) = vp (—arwy) = vzz,o(l_;+1 ajwy) > k.glgi?gg {u} = niqa,

uma contradigao. Logo, wo,wy, ..., w, sao linearmente independentes sobre F, e,

como dim F = ¢ + 1, tais fun¢oes formam uma base para o espa¢o -Z(F). O

Agora, para cada 1 < i < n, consideramos o espaco .Z(FE + P;). Pelo Teorema
de Riemann-Roch, como deg(E + P;) = 2g + 1, temos dim(F + P;) = dim F + 1.
Assim, Z(FE + P)\.Z(E) # 0 e podemos tomar f; € £ (E + P,)\.Z(FE) para todo

1 <1 <n.

Nota 3.2.3. Na Teoria de Sistemas Lineares, considerando X a curva associada ao
corpo de funcoes F'/F,, temos que os inteiros ng < n; < --- < n, < deg(E) = 2g
sdo as ordens no P, do morfismo associado ao sistema linear |E| := { E4+div(f)|f €

L(E)\0}:

Do, w, - X — P9
P ((tPwo)(P) : - - : (tPwy)(P)),
onde ep = —min{vp(wp),...,vp(wy)} e {wo,...,w,} é uma base do espaco

mathser L(E). Como referéncia ao assunto, indicamos [6].
Lema 3.2.4. wy, w1, ..., Wy, f1, ..., fn sdo linearmente independentes sobre .

Demonstracao. Suponha que exista uma combinacao linear nao trivial tal que

g

Zalwl + ibzfz =0, (ll,bi S Fq

=0 1=1
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Seja 0 < h < n tal que by, # 0. Entao:

g
—vp,(B) =1 = wp,(=bufn) = vp, O aw + Y bif)

1=0 i#h

> min{mln {vp, (qywy)}, min {vp, (bs fz)}}

0<i<

Como w; € Z(E — nPy), temos vp, (w;) > —vp, (E) + nup, (Psx) = —vp, (E) e,
como f; € L(E+ P;), para i # h, temos vp, (fi) > —vp, (E) —vp, (P;) = —vp, (E).
Assim:

_Uph( —1_1)Ph Zalwl+zbfz —_UPh( )

i#h

o que é uma contradicao.

Portanto, b; = ... = b, = 0 ¢, entao, ap = ... = a4 = 0. O
Seja t € F' um uniformizante local em P,,. Definimos a seqiiéncia:

t", ser € Z\{ng,...,n
t) = Mo, o} (3.3)

wy, se r =mn; para algum 0 <[ < g
Temos que vp, (t,) = r para todo r € Z. De fato:

“) vp (1) =rvp (t) =1, se r € N\{nyg,...,ny}
Up \lr) =
vp (W) =mny=r,ser=mn; paraalgum 0 <[ <g

Pela escolha de f;, temos ainda que vp_(f;) > —vp (E + P;)) = 0 para todo
1 <17 < n. Entao, pela Proposicao 2.1.15, cada funcao f; pode ser representada de
uma unica forma pela expansao f; = > a,;t,, onde a,; € F,.

Fixando um inteiro positivo g < Tr:Z<O n, definimos para cada 1 < i < n o vetor
Ci = (Qng iy @1is e Ay iy Ay 15 -os Gmtgi), ONAE @, ; representa a entrada omitida.

Isto é, omitimos g + 1 entradas de um vetor com m + g + 1 coordenadas, assim ¢;

pode ser escrito como

C; = (Cl,ia ceey Cm,i) Q F;n (34)
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Definigao 3.2.5. O cédigo O := C(m, Py; Py, ..., Py; E) é o c6digo linear asso-

ciado & matriz de checagem H := (cI,...,cl)

b

. Note que H é matriz m X n com

entradas no corpo finito F,.

Nota 3.2.6. Observamos que ¢é possivel obter uma construcao mais geral conside-
rando £ > 0 um divisor de F//K tal que dim(E+ > ) =dim F+n e Py, ¢ suppE.
i=1

De fato, considerando a cadeia de espacos:
ZL(E —(degE+1)Py) C Z(F — (deg F)Py,) C --- C Z(F — Py) C Z(F),

pela Proposicao 2.2.7, existem ¢ := dim £ inteiros 0 = ny < --- < n, < deg
tais que dim(E — n;Py) = dim(E — (n; + 1) Py) 4+ 1 para todo 1 <[ < g. Assim,
podemos escolher fungoes w; € Z(E — nPx) \ Z(E — (i + 1)Px) tais que,
como P, ¢ suppE, vp(w;) = n; e definir a seqiiéncia {t,},cz como em (3.3).
Como dim(E + i) = dim £ + n, podemos ainda considerar as funcoes f; €
Z(E+ P) \X(Z:El) para todo 1 < 7 < n, que podem ser representadas como
fi = > ap;t,. Por fim, definimos os vetores ¢; como em (3.4) e o cédigo linear

r>0
associado & matriz de checagem H := (¢!, ..., d).
A escolha pela construcao do cédigo a partir do divisor £ > 0 de grau 2g
sem P, no suporte é importante, no entanto, para a comparacao com as demais

construcoes apresentadas nesse capitulo.

Teorema 3.2.7. C'! := C(m, Py; P\, ..., Py; E) é um cédigo [n, k, d] com parametros

satisfazendo:

>
v

n—m

d > m—g+1.

Demonstracao. Temos que a matriz de checagem H associada a C'! possui m

linhas. Entao, pela Definicao 1.1.1, temos & > n — m.
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Pela Proposicao 1.1.3, para provar que d > m — g + 1, basta observar que
quaisquer m — g colunas de H sao linearmente independentes sobre F,. Sejam
Ciyy ooy Cipy_yy Ode 1 < iy < . <y < n, m — g colunas de H, isto ¢, vetores

definidos como em (3.4). Suponha que existam by, ..., b,,_, constantes tais que
m—g

> bjci; = 0. Queremos mostrar que entdo b; = 0Vj. Pela defini¢do dos vetores
j=1

¢i;, isto quer dizer que:

m—g
Z bja,;; =0Vr € {0,1,....,m+ g} \ {no,n1,...,n4} . (3.5)
j=1

m—g

Consideramos a fungao f = Z bifi, — > b; Z O, i; Wy, onde w; é uma fungao

7j=1 j=1 =0

em L(E — P )\ZL(E — (i +1)Py) e fi, € L(E+ P;,)\Z(F) sdo as fun¢o
es definidas na construcao do cédigo C'!. Sabemos que podemos expandir cada

funcao f;; como fi, = > a,;;t,. Assim, temos que:
r=

3

-9

—
I

00 m—g g 0 m—g
bj Z ar,i]-tr - Z bj Z anl,ijtnl = Z (Z bjCLTﬂ'j) tT.
j=1

1 r=0 7=1 =0 r=0
r¢{no,n1,...,ng}

J

r>m4g+1 7j=1

m—g
Usando 3.5, obtemos f = > (Z bjar,i]) t,. Se f nao for nula, temos:

vp (f) = vey ( > <Z b; amj> 7«> = {vp_(t,)} = m+g+1. (3.6)

r>m4g+1

m—g
Temos ainda que f € .Z (E + > Hj> pela definigao de f;; e w;. Assim:
j=1

deg((f)oo) < deg <E+Z_Hj> =m+g. (3.7)

j=1
Entao, pela definicao dos divisores de pélo e de zeros de f, pela Proposicao 2.2.10

e usando (3.6) e (3.7), temos:

m+g+1<wvp (f) <deg((f)o) = deg((f)w) <m+g,
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m—g m-g g

uma contradicao. Assim, f =0, isto é, > b;fi, — > b; > an,,w; = 0. Entao,
j=1 j=1 " i=0

pelo Lema 3.2.4, concluimos que by = ... = b,,,_y = 0. O

Nota 3.2.8. Assim como na Nota 3.1.3, observamos que os parametros do cédigo

C!T satisfazem as desigualdades:
n+l—g<k+d<n+1.

Proposigao 3.2.9. Seja v = (vy,...,v,) € F}. Temos que v € C!! se e somente

se Y vifi=w+u, ondew € L(E) evp_(u) >m+g+1.
i=1

Demonstracao. Cada fungao f; € L(E + P)\-Z(E) se escreve de forma tnica

como f; = > a,t,, onde a,; € F, e t, é a seqiiéncia definida em (3.3). Entéo,
r>0
para cada 1 <17 < n, temos:

m—+g
vifi = E Uiy ity —E Vil ity +E Vi ity + § vily ity
r>0 res r>m—+1+g
r(;éS

onde S := {nyg, ..., ny}. Somando todos os v; f/s, obtemos:

n n m+g
E Uifz' - E E Uzarzt + E Uza'rzt + § Uza'rz r | — (38)
=1 =1 resS r>m+1+
'r’éS g
n m-4g
= E E ViQy, ity + E E ViQy, ity + E § Uzarz r-
i=1 resS i=1 r=1 i=1 r>m+1+
" r¢sS g

n

Pela definigao do cédigo C*!, temos que v € C*! se e somente se Y a,;v; = 0 para
i=1

todo r € {0,...,m + g}\{no, ...,ny}, isto é, o somatério (3.8) torna-se:

szfz szzarzt+z Z Vi@ ity

i=1 i=1 res i=1 r>m+1+g

Temos que w = > > wva,t, € ZL(E), jaquet, =w ser =1¢€ S e, pelo
i=1reS
Lema 3.2.2, {wg, wy, ..., w, } é uma base para .Z(FE).
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Temos ainda que:

n
vp, E E VA ity >  min min  {vp_ (v;a.;t,)}
’ 1<i<n | r>m+1+4g ’

i=1 r>m+1+4g

pr— 1 p— 1
,,min {r}=m+g+1,

n
istoé, u:=>3%, > wamt,. étal que vp (u) >m+g+ 1.
i=1r>m+1+g
Por fim, observamos que a representacao é unica. De fato: suponhamos que
witur =Yy iy [ivi = wetus, onde wy, wy € L (E) evp, (u;) > m+g+1,i=1,2.
Entao, w; — we = ugy — uq, ou seja, vp, (w; —wq) = vp, (ug —uy) > m+ g+ 1. Dessa
forma, terfamos w; —wq € L (E—(m+g+1)Ps). Porém, como m > g, temos que

deg(F—(m+g+1)Py) =29—m—1—¢g <0, donde Z(F—(m+g+1)P,) = 0.

Portanto, wy = ws € u; = us. L]

3.3 Construcao III

Sejam F'/F, um corpo de funcoes de género g, Py, Pi, ..., P, lugares distintos
de F/F, de grau 1 e L > 0 um divisor nao-especial de grau g.

Primeiro, precisamos garantir a existéncia de L. Apresentamos aqui um Lema
que garante a existéncia de um tal divisor L, mas antes precisamos de um resultado

auxiliar.

Lema 3.3.1. Seja T' C {P € Pp | degP = 1} tal que |T| > g. Se Py,..., P,
sio g lugares de F/F, pertencentes a T e A > 0 € um divisor com dimA =1 e

deg A < g — 1, entao existe um indice j € {1,...,g} tal que dim(A + P;) = 1.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que a afirmagao seja falsa, isto é, dim(A +
P;) > 1 para todo j € {1,...,¢9}. Entdo, para cada 1 < j < g, existe z; €
ZL(A+ P)\Z(A). Temos vp,(z;) = —vp,(A) — 1 e vp(z;) > —vp,(A) para i # j.

g9
Assim, se ay,...,a, sdo constantes nao todas nulas tais que ag + > a;z; = 0,
i=1
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n
tomando [ > 0 o menor indice tal que a; # 0, temos —a;z; = ag + Y. a;2; e,
i=l+1
portanto:

—vp(A) =1 = vp(z) =vp(-az)

= vp, (ao + Z aﬂz‘) > min {vp(a;z;)} > —vp(A),

T I+1<i<n
i=l+1

uma contradi¢ao. Logo, 1, z1, ..., 24 sao linearmente independentes sobre F,. Seja D
um divisor tal que D > A+P+...+F; edeg D = 2g—1. Pelo Teorema de Riemann-
Roch, temos dim D = g. Por outro lado, 1, 21, ..., 2, € L(A+P,+...+F,) C Z(D),
donde dim D > g + 1, o que é uma contradicao. Logo, existe um indice 1 < j < g

tal que dim(A + P;) = 1. O

Lema 3.3.2. Seja T o conjunto definido no Lema 3.3.1. Entao, eziste um divisor

nao-especial L > 0 tal que deg L = g e suppL C T'.

Demonstragao. Consideramos o divisor A = 0, temos .Z(A) = Z(0) =F,. Isto é,
A é um divisor tal que dimA =1 e deg A < g — 1. Entao, pelo Lema 3.3.1, existe

iy € {1,..., g} tal que dim(P;,) = 1. Da mesma forma, encontramos divisores
0<P,<P,+P,<..<P,+Py+.+P =1

tais que dim(F;, + ... + P;;) = 1 para todo j = 1,...,g. Em particular, dim L = 1
e deg L = ¢g. Portanto,

degL+1—-—g=9g+1—-—g=1=dimL,
isto é, L é divisor nao-especial de grau g. ]

Um resultado mais geral sobre a existéncia de um divisor nao-especial de grau
g foi apresentado por Ballet e LeBrigand em [1].
Agora, notamos que para cada 1 < ¢ < n, L + P; também é um divisor nao-

especial, isto é, dim(L + P;) = degL + degP, +1 — g = dimL + 1. Assim,
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ZL(L+ P)\ZL(L) # 0 e, entao, podemos escolher o; € L (L + P;)\Z(L). Pelo
Lema 2.2.9, temos que 1, o, ..., o, sao linearmente independentes sobre F,. Como

L+ > P, ainda é divisor nao-especial, temos dim(L + ) P;) = n+ 1 e, portanto,
i=1 =1

1, aq, ..., a, formam uma base para £ (L + > F;).
i=1
Sejam ¢t € F' um uniformizante local em P, e v := vp_(L) > 0. Pela escolha

das fungoes a; com 1 < i < n, temos
vPoo(al) 2 _UP0<><L) - Upoo (R) = _UPOO<L) = —.

Entao, pela Proposicao 2.1.15, podemos expandir cada «; na forma o; = t7% > b,.;t",
r>0
onde b,; € IF,. Definimos as constantes

b_1,5e 1 <r<w

byi, ser>v+1

e 08 vetores ¢; := (C14, ..., Cmy) € IFZ"”, onde g < m < n é um inteiro fixo.

Definigao 3.3.3. O cédigo C11 .= C(m, Py; Py, ..., Py; L) é o cédigo associado a

matriz de checagem H = (cI,...,cl). Note que H é matriz m x n com entradas

oy Cpy

no corpo finito F,.

Teorema 3.3.4. C'!1 .= C(m, Py; Py, ..., P,; L) é um cédigo [n, k, d] com pardametros

satisfazendo:

e
Y

n—m

d > m—g+1.
Demonstracdo. Como a matriz de checagem H de C!!| possui m linhas, temos
k>n-—m.

Pela Proposigao 1.1.3, precisamos provar que quaisquer m— g colunas da matriz

de checagem H sao linearmente independentes sobre F, para obter a cota para a
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distancia minima. Como no Teorema 3.2.7, vamos tomar m — g colunas de H,

Ciyy ey Cim_g> onde 1 <14 < ... < ip_y < n e supor que existam ay, ..., ap—y € F,
m—g

tais que ) ajc;; =0, isto ¢,
j=1
m—g
ajbri;; =0Vr € {0,1,...,m} \{v}. (3.9)
j=1
m—g m—g
Seja f = > ajoy; — Y ajby;;, onde oy, € L (L + P;;)\Z (L) sao as fungdes
j=1 =1

definidas na construcao do cédigo C''. Sabemos que cada g;; pode ser expandido
de maneira inica como a; =t7" ) b, ;t", onde ¢ é um uniformizante local em P.

r>0
Assim, a funcao f torna-se:

=t Z a; Z br1] gajbmj =t" Z <ng ajbr,ij> t".

r>0 j=1 r#v

m—g
Usando (3.9), temos f=¢"" > <Z aijJj) t". Se f nao for nula, temos:

r>m+1 7j=1

vp, (f) =vp, ( Z (Z a; M]) t’“) —U—i—rimn {vp, (t")} =m+1—w.
= (3.10)

m—g
Além disso, f € £ <L —vPyo+ > R-J.) , j& que se P é um lugar de F'/K temos:
j=1

m—g
f) = vp (Z; ajgz] Z aj vw) 1<§1}1£ p {UP ajgzj) UP<ajbv zj)} .
]:

Portanto, deg((f)s) < deg (L — 0Py + nig PZ-J.> =m — v e, usando (3.10), obte-
mos: =

m+1—v <wp (f) < deg((f)y) = deg((f)oe) <m —v,
uma contradigao. Logo, f =0 e entao a; = ... = ay,—y = 0, donde ¢, ..., ¢;,,_, sao
linearmente independentes sobre I, e obtemos a cota desejada para a distancia

minima de C/1, m

40



Nota 3.3.5. Como observamos nas duas primeiras construgoes (Notas 3.1.3 e 3.2.8

respectivamente), temos que os parametros de O satisfazem:
n+l—g<k+d<n+1.

Proposicao 3.3.6. v = (vy,...,v,) € Fy € uma palavra do cédigo CHI se e so-

mente se Y vioy; =u+w, onde u € Fy e vp (w) >m+1—wvp (L).
i=1

Demonstracio. Pela Definicio 3.3.3, v € C' se e somente se Y v;c,; = 0 para

=1
n

todo 1 < r < m, isto ¢, se e somente se Y v;b,; = 0 para todo r € {0,...,m} \{v}.
i=1
Para cada 1 <1i < n fixado, temos v;a; =t7" > v;b,.;t". Assim:
r>0

n

i v, = tY Z Z Uibrﬂ'tr =
=1

i=1 r>0
n
= fvz v;by, it + Z vibyit" + Z vib, it | =
i=1 re{0,...mH\{v} r>m+1
n n
SDRTIED 3B PR
=1 i=1 r>m+1
Temos que:
n
(o <Z Z Uibr,itr_v> > lgli<n {UPOO ( Z Uibm‘tr_v>} >
i=1 r>m+1 =r=n r>m+1

> min { min {UPOO(Uz'bmtT_U)}} =

1<i<n | r>m+1

= min {r—v}>m+1—-vw
r>m-+1

n
isto é, w:= Y > w;b.;t"" étal que vp_(w) > m+1—vp_(L). Além disso,
i=1r>m+1

n
definimos u := ) v;b,,; € F,.
i=1
Observamos ainda que a representacao é unica. Para tal, vamos supor que

n
existam duas representacoes u; + wy = Y v;q; = Uy + wWwq, onde uy,uy € F, e
i=1
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vp, (w;) > m+1—wvp (L) para i = 1,2. Entao, wy —ws = uy —uy € Fy, 0 que é

uma contradicao. O

Note que os parametros obtidos nos Teoremas 3.2.7 e 3.3.4 sao parecidos com
os dos Cdédigos de Goppa Classicos. Com essa motivagao, vamos estudar a relagao
entre as construcoes II e III e a de Goppa. Para tal, na proxima secao, vamos
apresentar um cédigo que engloba C'! e CT! e é equivalente & construcao de
Goppa. Em particular, vamos obter os mesmos parametros de forma direta como

Coroléario do Teorema 3.1.2.

3.4 Construcao IV

Sejam F'/F, um corpo de fungoes de género g, P, ..., P, € Pp lugares distintos
de F/F, de grau 1, B > 0 um divisor nao-especial e A > 0 um divisor tal que
suppAN{P,..., P} =10.

Notamos que, para todo 1 < ¢ < n, B + P, ainda é um divisor nao-especial,
isto ¢, dim(B+ P;) = dim B+ 1. Entao, existe h; € Z(B+ P;)\.Z(B). Pelo Lema
2.2.9, sabemos que hy, ..., h, sao linearmente independentes sobre [F,. Além disso,
temos que dim <B + Zn: H) = dim B + n, j4 que B + Zn: P; ainda é um divisor
nao-especial. Entao, Z:Smo hi ¢ £ (B) para todo 1 §Z:2'1§ n, qualquer funcao
he (B + iﬂ) pode ser representada de maneira tinica como h = zn:l cihi+w,

onde w € Z(B) e ¢; € F,.

Seja a a aplicacao definida por
a: X(B+ZH)—>F” (3.11)

Notamos que dados (ci,...,c,) € Fy e w € Z(B), entao para todo lugar P € Pp
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temos:

vp (Z cihi + w) > min {vp(c;h;), vp(w)} > —vp(B) — UP(Z P).

i=1 i=1
Assim, > chi+w € ¥ (B +> PZ-) e, portanto, a aplicagao « é sobrejetiva. No-
i=1 i=1

tamos também que ker o = {h c¥ <B + Zn: B-) | ¢; =0 para todo 1 < i < n} =
2 (B). .

Agora, tomando A > 0 um divisor de F/F, tal que suppAN{Py,....,P,} =1
temosB—i—Zn:Pi—AgB—i—zn:Pi, donde . B+§:Pi—A> QX(B—I—ZYL:PZ)

=1 =1 =1 =1

e podemos restringir a ao subespago .Z <B +> P — A).
i=1

Definigao 3.4.1. O cédigo C'V := C(A; Py, ..., P,; B) é a imagem do subespaco
A (B +> P — A) pela aplicacao «.

i=1
Nota 3.4.2. Podemos considerar a construcao /V em uma situacao mais geral
tomando B > 0 um divisor de F/K tal que dim(B + > | P;) = dim B + n (no
caso em que B é um divisor nao-especial, essa igualdade sempre ocorre) e A > 0
um divisor arbitrério de F/K. Para cada 1 < i < n, temos dim(B + P;) =
dim B + 1 e, assim, podemos escolher h; € Z(B + P;) \ Z(B) como fizemos
e definir a aplicagdo « como em (3.11). Por fim, restrigimos a ao subespaco
ZL(B+ > P,— A) definindo o cédigo como imagem dessa aplicagdo. Notamos
que aqui nao foi necessdria a hipdtese de que suppA N {P,...,P,} = 0. Essa
condicao é importante apenas no Teorema 3.5.3, no qual provaremos a relacao

entre os codigos I'V e de Goppa.

3.5 Relacao entre as construcoes

Nas primeiras secoes desse Capitulo, vimos quatro diferentes construcgoes de

codigos geométricos que utilizam lugares de grau 1 e divisores com caracteristicas
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apropriadas. E natural, entao, procurar uma relacao entre tais construgoes. Nessa

secao, vamos esclarecer tal relacao.
Teorema 3.5.1. Os cddigos C'T e C'! sao casos particulares da construcao C1V.

Demonstragcao. Primeiro, consideramos a notagao da construgao II. Pela Pro-

posi¢ao 3.2.9, (vi,...,v,) € Fy pertence ao cédigo C!I se e somente se Y v;f; =
i=1
w +u, onde w € Z(E) e vp_(u) > m+ g+ 1. Entao,

i=1 i=1
Agora, notamos que dimFE = degF 4+ 1 — g, isto é, £ > 0 é um divisor nao-
especial, P, ..., P, sado lugares de grau 1 distintos e A := (m+ g+ 1)Py, > 06
tal que suppAN{P,...,P,} = 0. Assim, C! pode ser obtido como imagem da
funcao:

a X(E—I-ZB—A)—HFZ

i=1
n

u=> vifi —wr— (v1,...,0)
i=1

Da mesma forma, considerando a notacao da construgao III, pela Proposicao
n
3.3.6, sabemos que (vy, ..., v,) € Fy estd em CHI se e somente se > v;o; = u + w,

i=1
onde u € F, e vp_(w) >m+1—vp_(L). Entao,

n

w:ZUiai—uEip<L+iﬂ—(m+1)Poo>.
i—1

i=1
Como L > 0 é divisor nao-especial, Py, ..., P, sao lugares de grau 1 distintos e
A= (m+1)Py >0 é tal que suppAN{P, ..., P,} =0, o cédigo CH! é a imagem
da funcao:

o g(L+iB—A)—>F3
=1

1=

n
w=> vie; —ur— (1, ...,0)
i=1
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Assim, concluimos que C!! e C'! podem ser vistos através da construcao CTV
se escolhemos os divisores A e B (segundo a notacao da construgao IV) de forma

apropriada. O

Definigao 3.5.2. Dizemos que dois cddigos C1, Uy C Fy sao equivalentes se exis-

tem Ay, ..., A, € F,\{0} tais que Cy = {( A1, ..., Apuy) | (w1, ..oy un) € Ch}

Note que codigos equivalentes possuem os mesmos parametros, isto é, ambos

sao coédigos [n, k, d].

Teorema 3.5.3. O cédigo C'V € equivalente ao cédigo de Goppa Cldssico Cy(D;G),
onde G € um dwisor de F'/F, equivalente a Gy =B+ Y  P,—AeD:=> P,
i=1 -1

1= 1=

Demonstragao. Consideramos a notagao e as fungoes h; € £ (B+P;)\.Z(B) defini-
das na construcao do cédigo CV. Pelo Teorema da Aproximacao Fraca, podemos
encontrar uma fungao z € F tal que vp,(2) = —vp (h;) = vp,(B) + 1 para todo
1 < i < n. Entao, vp(zh;) = 0, donde zh; € Op, e podemos tomar as classes
(zhi) (P;) € I}, para todo 1 < < n.

Definimos o divisor G := B+ Xn: P,— A—(2) e, como suppAN{Py,...,P,} =0
por hipdtese, notamos que vpi(G)Z:; 0, isto é, suppG N{Py,..., P,} = 0. Como G
e (G s@o equivalentes, temos que os espagos .Z (G) e £ (G1) sao isomorfos pela

aplicacao ¢(h) := zh. Consideramos também as aplicagoes evp e « definidas em

(3.1) e (3.11) respectivamente. Temos o seguinte diagrama:

Z(G) — Z(6)
«a \ ;/evD
g

Note que, por Definicao, o cédigo C'V é a imagem da aplicacdo «, isto é,

OV = a(Z(Gh)).
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Para demonstrar a equivaléncia dos cddigos, precisamos provar que qualquer
palavra de C¢(D;G) é igual a (Aicy, ..., \nc,) onde (cq,...,c,) € CV e Ay, ..., A\,
sao constantes nao nulas.

Seja v uma palavra de C'¢(D; G), podemos escrever u = ((zh)(Py), ..., (zh)(P,))
para alguma fungao h € Z(G). Sabemos que qualquer funcao h € Z(G;) pode
ser escrita como h = Zn:cl-hi + w, onde w € Z(B) e ¢; € F,. Assim, fixando

=1
1 <35 < n, temos:

n

(zh)(Py) = ) ci(zhi)(Py) + (2w)(F)): (3.12)

i=1
Agora, como w € Z(B), temos vp,(2w) > vp,(B) +1 — vp,(B) = 1, isto é,
(zw)(P;) = 0. Assim, a igualdade (3.12) torna-se:

n

(zh)(Py) =) ci(zhi)(Py). (3.13)

i=1
Como h; € Z(B + P)\Z(B), para todo i # j, temos vp,(zh;) > vp(B) + 1 —
vp,(B) =1, isto é, (zh;)(P;) = 0. Donde 3.13 torna-se (zh)(F;) = c¢;(zh;)(P;) para
cada 1 < j < n. Definindo \; := (2h;)(P;) € F;, temos que u = (Ajcq, ..., AnCn).

[

Nesse sentido, as construcoes I e IV sao equivalentes. Em particular, podemos

utilizar o Teorema 3.1.2 para estimar os parametros de OV

Coroldrio 3.5.4. Notacdo como na construcao IV. Se deg A > deg B, entio C*V

¢ um cddigo [n, k,d] com parametros satisfazendo:

k> degB—degA+n+1—g
d > degA—degB.

Demonstracao. Se deg A > deg B, entao o grau do divisor G := B+>_ P,—A—(z)
i=1
definido no Teorema 3.5.3 é:

degG:degB—l—degZPi—degA—deg(z) =degB —degA+n<n

=1
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e, entao, o Teorema 3.1.2 aplicado ao cédigo C»(D; G) nos diz que:

k> degG+1—g=degB—degA+n+1—ge

d > n—degG =degA— degB.

Como sabemos que codigos equivalentes possuem os mesmo parametros, provamos

o Corolario. ]

Ainda podemos estimar os parametros dos cédigos C' e C1 utilizando esse

resultado e o Teorema 3.5.1.

Corolério 3.5.5. C11 ¢ CM! sdqo cédigos [n, k,d] com parametros:

>
v

n—m

d > m—g+1.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.5.1, o cédigo C11 é caso especial do cédigo CTV
escolhendo os divisores B := E e A := (m+ g+ 1)Px. Entao, pelo Corolario 3.5.4,

temos:

k> degB—degA+n+1—g=29g—m—-g—14+n+1l—g=n—me

d > degA—degB=m+g+1—-2g=m—g+ 1.

Da mesma forma, o cédigo CT1 é caso especial do cédigo C'V quando tomamos

B:=Le A:=(m+1)Py. Entao:

k> degB—degA+n+1—g=g—m—-14+n+1—g=n—me

d > degA—degB=m—g+1,

como queriamos demonstrar. O

47



Capitulo 4

Construcoes utilizando lugares de

grau superior

No Capitulo 3 vimos construgoes de Codigos Lineares utilizando apenas lugares
de grau 1. O problema é que nem sempre é possivel encontrar tantos lugares
de grau 1 em relagao ao género do corpo de fungoes quando o corpo finito é
pequeno. Para contornar isso, apresentamos neste Capitulo duas construgoes de
codigos lineares usando lugares de grau arbitrario, mostrando ainda que a primeira
¢ equivalente a um caso particular da segunda e que ambas englobam as construcoes

apresentadas no Capitulo 3.

4.1 Construcao V

Sejam F'/F, um corpo de fungbes de género g, P, ..., P; lugares de F/F, tais
que deg P, = k;, k; € N, para ¢ = 1,..., s, B um divisor nao-especial e A > 0 um
divisor tal que suppAN{Py,...,Ps} = 0.

Nota 4.1.1. Na primeira vez que essa construcao foi apresentada por Niederreiter,

Xing e Lam em [3], era exigido que B fosse um divisor positivo nao-especial de
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grau g. A construcio apresentada aqui (devida a Ozbudak e Stichtenoth em [4])

é, portanto, mais geral.

Para cada i = 1, ..., s, temos que o divisor B 4+ P; ainda é nao-especial, assim:
dim(B + P) = degB + k; + 1 — g = dim B + k;. Entao, existem k; elementos
distintos fi1, ..., fix, em .Z (B + P;) \.Z(B) linearmente independentes.

Lema 4.1.2. Cada funcao f € £ (B+ ZB) possui representac¢ao unica na
=1

forma [ = Zchf”qu onde ¢;; € F, ew € Z(B).

i=1j=
Demonstragao. Para cada 1 <1 < s, seja h; uma combinacao linear de f; 1, ..., fi s
de forma que zs:hi = 0. Seja 1 <[ < s um indice tal que h; # 0. Entao,
—hy=>"h;. Tgrllos que vp, (—h;) = —vp,(B) —1. De fato, caso contrario, teriamos
’Upl<hl)w; —vp(B), donde h; € Z(B), o que contradiz a independécia linear
das funcoes fi1,..., fir, sobre F, (modulo Z(B)). Por outro lado, como h; €

Z (B + P,) para todo 1 <1 < s, entdo:

(Zh) > min {vp, (h)} > —vn(B).

1#£l
Assim, obtemos uma contradicao. Donde, fi1,..., fig,, -, fs1,--, fsk, s80 linear-
mente independentes sobre [F,.

Agora, definimos n := >  k;. Temos que o divisor B + ) P; é nao-especial
i=1 1=1

e, assim, dim | B+ > P | = degB+n+1—-g = dimB + n. Entdo, como
i=1

fij€ Z(B+P)\Z(B)paratodoi=1,..,sej=1,..,k;, obtemos o resultado

desejado. O

Definimos a aplicagao linear e sobrejetiva:

i=1

a: f(B+ZPi> — F7 (4.1)
f = (Cl,la"'>Cl,k1>“'7cs,17"-7Cs,k5)
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cujo nucleo é:
kera:{he.i”(B—l—ZPi) | ¢;; = 0 para todo 1 <i <s, 1§j§/@}:$(3).
i=1

Como A > 0, temos que B+ Y. P,— A < B+ > P;, donde podemos restringir
i=1 i=1

a aplicagao linear o ao subespag o .Z (B +> P — A).

=1

Definigao 4.1.3. O cédigo CV := C(A4; P, ..., Py; B) é aimagem de & (B +> P — A)
i=1
pela aplicagao a.

Claramente, essa é uma generalizacao da construgao IV e, portanto, do cédigo
de Goppa cldssico. Na préxima secao, apresentaremos a construcao do cédigo CVZ,

que generaliza a construcao classica de forma natural.

4.2 Construcao VI

Sejam F'/F, um corpo de fungdes de género g, Py, ..., Ps lugares de F/F,, G
um divisor tal que suppG N {P, ..., P,} = 0 e C; c6digos lineares com parametros
[n;, ki == deg P;,d;] parai =1, ... s.

Fixando 1 < i < s, como k; := deg P, = [Fp, : F ], temos que existe um
isomorfismo F-linear entre Fp, e F;. Entao, existe também um isomorfismo
F,-linear m; de Fp, sobre C;.

S
Definimos n := > n; e a aplicagao linear:
i=1

T LG — Fn (4.2)

q

[ (m(f(P), s ms(f(Fs)))
Definigao 4.2.1. O cédigo CV! := C (P, ..., Ps; G; O, ..., Cy) é aimagem de £ (G)

pela aplicagao m, isto é,
CY = {(m(f(P)), ... ms(f(P))) | f € Z(G)}.

20



Note que se k; :=deg P, =1en; =1 paratodo1l < i < s, entao m; € a aplicacao
identidade e, assim, a construcao VI é exatamente a construcao de Goppa neste
caso.

Proposicao 4.2.2. Suponha que deg G < > k;.
i=1

Sejam Y = {S CH{l,..,s}| D ki < degG} ed = min{Zdi | S e Y}.
ies i€s
Entao, CVT é um cédigo [n,k,d] com parametros

k=dmG >degG+1—g
d>é.

Demonstracao. Seja f uma func¢do no nicleo da aplicagao 7, isto é, f € Z(G)

tal que m(f) = 0. Entao, P, é zero da funcao f para todo 1 < i < s, donde

f e X(G—ZB). Como deg G < > k;, temos que deg (G—ZR) <0e
i=1 i=1

i=1

isto implica que dim (G — i P, | = 0. Assim, f = 0, o que significa que 7 é
injetiva e, assim, £ = dim GZ.:lPor fim, k = dimG > degG + 1 — g pelo Teorema
de Riemann-Roch.

Sejam d a distancia minima de CV! f em Z(G) uma funcao nao nula tal
que 7(f) tem peso d e S o conjunto {i € {1,...,s} | f(P) =0}. Como f €
< (G— ZR-), temos deg (G— ZR > 0, isto é, degG > Zkl Assim,
SeY e, Zeelrftéo, gz d; > 9. Portant(;,eiomo e

i¢S

d=w(n(f)) =) wm(f(F))) =) wlm(f(P)))+ Y wlm(f(F))),

i=1 i€S ¢S
e f(P;) =0 para todo i € S, temos
d="Y w(m(f(R) > di>3,
i¢S i¢S

como queriamos demonstrar. O
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Nota 4.2.3. Observamos que a demonstracao da Proposi¢ao 4.2.2 nos dé o se-
guinte resultado: suponha que deg G < > _7_, k; e considere f uma func¢do nao nula
de Z(G). Se S :={1 <i<s| f(P) = 0}, entdo w(n(f)) > > d;, onde w é o
peso. i

Observamos ainda que podemos ter S = (), ou seja, nenhum P; é zero da funcao
S

f. Neste caso, Y. d; = > d;.
igS i=1

4.3 Relacao entre as construcoes

Teorema 4.3.1. A construcao V € um caso particular da construgio VI em que

C; = F’;i e [ng, ki, di] = [ki, ki, 1] para 1 <i <s.

Demonstragao. Sejam f;; em L (B+ P)\Z(B), 1 <i<sel < j <k, as
fungoes linearmente independentes sobre F, definidas na construcao V. Fixando
1 < i < s, temos que vp(fij) = —vp(B) — 1 para todo 1 < j < k;. Entao,
podemos utilizar o Teorema da Aproximacao Fraca, para encontrar uma funcao
z € F tal que vp(z) = —vp(fij). Assim, vp(zf;;) = 0, donde zf;; € Op,.

Agora, fixando 1 < ¢ < s e supondo que existem constantes cy, ..., ¢y, em F, nao

j= j=1

]C»L' ki
todas nulas tais que ) ¢;(zf;;)(F;) = 0, temos que vp, <Z cj(zfij) | >0, isto é,
=1

ki
vp (2) +vp, (Z cjfl-j> > 0. Entao: vp,(2) > —vp, (Zle cjfij>. Pelo Lema 4.1.2,

J=1

temos que vp, (Zf’:l cjfij> = —vp, — 1, donde:

ki
vp,(2) > vp, (Z ijij> =vp,(B) +1=—vp(fiy),
j=1

o que é uma contradicdo, ji que vp, (2) = —uvp, (fi;) por defini¢do. Portanto,
¢g = ... = ¢ = 0 e provamos que {(zf;;)(F)|1<j<k;} é uma base para
Fp, := Op,/P; sobre F,.
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Para cada 1 <i < s, definimos a aplicagao linear:

IR Fp, — G ::F]qfi
(f)(P) — e

(4)

onde e, representa o j-ésimo vetor da base canonica de F’;i. Definimos ainda o

divisor G := B+ > P, — A — (2), onde A > 0 é um divisor tal que suppA N
i=1
{Py,..., P;} = 0 (como assumido na construcao V') e notamos que para todo 1 <

1 < s, temos:

i=1

UPi(G> = Up; <B+ZB—A—<Z)> :Upi(B)—i-l—Upi(B)—l:O,
isto é suppG N { Py, ..., Ps} = . Consideramos, entdo, o isomorfismo:

o $(B+ZS:R—A) )

i=1
f — zf
e as aplicagoes «v e 7 definidas em (4.1) e (4.2) respectivamente. Assim, construimos

o diagrama:

$<B+§:R—A) Z, Z2(6)

i=1
o N\ g
L
Para concluir que os cédigos definidos pelas imagens das aplicagoes o e m sao
equivalentes, precisamos provar que, para 1 < [ < s fixo, temos m/((zf)(P)) =
(€115 s Crgy)s Onde (€115 ey Clieys ooes Cs 1y ooy Cs iy ) € Uma palavra do cédigo V. Pelo

Lema 4.1.2, podemos escrever qualquer funcao f € & (B +> P — A> como
i=1
s k;
f=> > cjfij+w,ondec;cF,ewe Z(B)Entao:

i=17=1

m((zN)(R) = m (Zicij(zﬁj)(ﬂ)ﬂzw)(ﬂ)) =

= YN cym ((2fi)(R) + m ((zw)(B)).

i=1 j=1
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Agora, notamos que
vp(2fi) = vp(2) + vp(fij) = —vp(fy) + vR(fij) 2 1 —vp(B),
isto €, se i # [, entdo zf;; € P e (2fi;)(F) =0 . Da mesma forma:
vp (2w) = vp (2) + vp(w) = —vp(fiy) —vp(B) =1,

donde zw € P, e (zw)(F,) = 0. Portanto:

m((2f)(F)) = chﬂl ((2f1)(F1)) = (i1, s City),s

e, entao, os codigos sao equivalentes. O

Corolario 4.3.2. Notacio como na construgao V. Suponhamos que deg B <

deg A e definamos o conjunto Y := {S CH{l,..,s}| > ki > degA—degB} e o
i¢S
inteiro 6 := min {|{1,...,s}\ S| | S € Y}. Entao, CV é um cédigo [n,k,d] com

parametros:

k

Y]

degB+n—degA+1—g
d > 9,
Demonstracao. Segundo o Teorema 4.3.1, basta tomar G := B+ Y P, — A — (2)
i=1
na Proposicao 4.2.2. O
O Teorema 4.3.1 garante que a construcao VI é a mais geral dentre as apre-
sentadas nessa dissertacao, ja que engloba todas as novas abordagens de codigos
lineares apresentadas nos capitulos 3 e 4, além de ser uma generalizagao simples
dos Cédigos de Goppa Classicos.
Mais do que isso, se C} é um c6digo [n, k, d] qualquer, entao é possivel escrevé-lo

como um cédigo do tipo V1. De fato, considerando F' = F (x) o corpo de fungoes
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racionais, Py, 0 pdlo de x e P # P, um lugar de F,(z)/F, de grau k. Usando a

construgao VI, obtemos o cédigo C(P; (k —1)Ps; C1) como imagem da aplicacao:

pe L(k—1)Py) — "
f = 7 (f(P))

onde 7 é um isomorfismo linear de Fp em ;. Portanto, C) = C(P; (k—1)Py; CY)

e, entao, a construcao VI é realmente a mais abrangente de todas as apresentadas.
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