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Introducao

O surgimento do conceito de anéis de grupo foi de uma forma implicita no
artigo de A. Cayley [7], que é considerado o primeiro trabalho na teoria abstrata
de grupos. Em 1897, T. Molin explicitou esse conceito. No ano de 1947, na

conferéncia de Algebra de Michigan, R.M. Thrall formulou o seguinte problema:

Problema do Isomorfismo: Dados um grupo G e um corpo K,

determinar todos os grupos H, tais que KG = KH.

Na mesma época, S. Perlis e G. Walker reformulou este problema da seguinte

maneira:

Dados dois grupos finitos de mesma ordem n, determinar quais corpos

K, tem-se KG= KH.

O trabalho desenvolvido pelos mesmos, mostrou que para grupos abelianos fini-
tos os quais a caracteristica do corpo nao divide a ordem do grupo, a resposta é
sempre positiva neste caso. Todavia, Mazur pensou no problema do Isomorfismo
de forma mais geral; a saber, serd que a existéncia de um isomorfismo entre as
R-algebras RG e RH implicara na existéncia de um isomorfismo entre os grupos
G e H? Para anéis de grupo inteiro de grupos abelianos finitos, esta questao foi

respondida aproximadamente em 1940, por G. Higman.

Hertwerck deu um contra-exemplo para esta conjectura para anéis de gupos fini-
tos. Mas o desafio de saber para quais classes de grupos esta conjectura é valida

continuou sendo de interesse para os mateméaticos. Desta forma, Roggenkamp



e Scott responderam esta questao para anéis de grupo inteiro de grupos nilpo-
tentes finitos, e Wchitcomb para anéis de grupos inteiros de grupos metabelianos.
Todavia, para grupos infinitos ainda pouco se sabe; e nem mesmo se a classe
de nilpoténcia é preservada. Mas sabemos que para anéis de grupo inteiro de

grupos abelianos finitamente gerados esta conjectura é valida, que é:

Sejam GG e H grupos abelianos finitamente gerados entao
ZG~7ZH =G~ H. (1)

No capitulo 1, apresentaremos os resultados basicos de anéis de grupo, ideais
de aumento e semisimplicidade, que serao utilizados nos capitulos posteriores.
Finalizaremos o mesmo enunciando alguns teoremas, os quais omitiremos as

demonstracgoes.

No capitulo 2, utilizando o Teorema de Glauberman provaremos que se G é
um grupo nilpotente de classe dois, qualquer automorfismo de ZG é composto
de um automorfismo interno por uma unidade adequada de QG, a &algebra de

grupo de GG com coeficientes racionais.

No capitulo 3, primeiro caracterizaremos as unidades de ordem finita de um

grupo abeliano finitamente gerado e depois provaremos o resultado (1).

No 1ultimo capitulo, construiremos um isomorfismo de anéis de grupos inteiro de

grupos finitos que preserva o reticulado de subgrupos normais.

No presente trabalho, baseado no artigo [9], estudaremos o conceito de anéis de
grupo, onde o anel em questao sera o anel dos Inteiros, que recebe o nome de

Anel de Grupo Inteiro.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Anéis de grupo

Seja G um grupo (ndo nessessariamente finito) e R um anel com unidade. O
nosso objetivo é construir um R-modulo, tendo os elementos de G como base, e
entao usar as operacoes de G e de R para definir uma estrutura de anel. Assim,
denotaremos por RG o conjunto de todas as combinacoes lineares da forma
a= dec agg, onde oy € R e ay = 0 quase sempre, isto ¢, somente um ntmero

finito de coeficientes sao diferentes de 0 em cada uma dessas somas.

Definicao 1.1. Dado um elemento o = deG ag9 € RG, definimos o suporte
de o como sendo o subconjunto dos elementos de G que aparecem efetivamente

em o, que é:
Observacao 1.2. .

1. Usaremos a sequinte notagdao: supp(a) = {g € G : oy # 0}.

2. Seque da definicao que: dados dois elementos o e 3 de RG, isto é, a =

D gec g € B =D ,cq B9, temos que a = [ se e somente se ay = [,

Vg € G.



Definicao 1.3. Dado dois elementos o = 3 g9 € B =) 0,9 em RG

definimos soma por:

a+ 8= (Z agg> + (Z ﬁgg> = (g + By)g-

ge@ ge@ e
Definicao 1.4. Dado dois elementos o = 3 g9 € B =3 0,9 em RG

definimos produto por:

aff = (Z agg> (Z @g) = > agBugh.

geG geG g,heG

Observagao 1.5. .

1. Se ¢, = Zghiv agfy, entao reordenando os termos na expressao acima,

temos o produto o3 como: a3 =3 . cyv.

2. Com as operacoes definidas anteriormente, ¢ podemos verificar que RG €
um anel com unidade; a saber, o elemento 1= deG ugg, onde o coeficiente

correspondente ao elemento unidade do grupo € igual a1 e uy = 0 para todos

geG, g# 1L

Definicao 1.6. Dado um o = deG ayg € RG podemos definir o produto de o

por A € R como

Aa =\ (Z ozgg> = Z(/\ag)g.

geG geG

Novamente, é podemos verificar que RG é um R-médulo. E temos que se R é

comutativo com unidade, segue que RG é uma &lgebra sobre R.

Definicao 1.7. O conjunto RG, com as operacoes definidas anteriormente, €
chamado anel de grupo de G sobre R. No caso em que R é comutativo RG ¢é

chamado a dlgebra de grupo de G sobre R.

Agora, definimos a seguinte aplicacao

e: RG — R

Zagg — Zag.

geG geG



Observe que a aplicacao definida acima é um homomorfismo de anéis. O que

motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.8. .

1. O homomorfismo €, com definido acima é chamado de aplicagao de aumento

de RG.

2. 0 niucleo de € é chamado de ideal de aumento de RG, que denotamos por

A(G).

A definicao acima desempenha um papel central nessa dissertacao. E estes ideais

de aumento serao caracterizados na segao 2.2.

Observacao 1.9. .

1. Dados =3 049 € A(G), temos e(Y_ e gg) = D cq g = 0. Assim,
podemos escrever « na forma:
Q= Z&gg - ZO‘g = Zag(g_ 1).
geG geG geG
2. Os elementos da forma g — 1 € A(G), onde g € G. Assim, G = {g — 1
g € G,g# 1} é um conjunto de geradores de A(G) sobre R.

3. O conunto G € linearmente independente, pois 0s elementos de G sao lin-

earmente indendentes.

Proposicao 1.10. O conjunto G € uma base de A(G) sobre R.
Demonstracao. Segue da observacao anterior. [l

Assuma que somente uma quantidade finita de elementos o, sao diferentes de
zero, entao pela proposi¢ao anterior, temos:
A(G)I{Za9<g_1) cg€eG, g#1, ageR}
geG
Em particular, se R é anel comutativo e G é um grupo finito, entdao A(G) é um

R-moédulo livre de posto |G| — 1.



Proposicao 1.11. Seja R um anel comutativo. A aplicacio * : RG — RG
definida por

geG geqG

satisfaz as sequintes propriedades:
(1) (a+B)" =" + 7,
(ii) (af)" = B a”,
(i11) ™ = «, e

(v) (Aa)* = Aa*.
Demonstracao. E imediata [l

O resultado anterior, mostra que dado um anel de grupo sobre um anel comu-

tativo RG, sempre podemos considerar RG um anel de evolugao.

1.2 Ideais de Aumento

Dado um grupo G e um anel R | vamos denotar por S(G) o conjunto de todos

os subgrupos de G.

Definigao 1.12. Para um subgrupo H € S(G), denotaremos por Agr(G,H) o
ideal de RG gerado pelo conjunto {h —1 : h € H}. Isto ¢,

Ap(G H) ={> an(h—1):ay € RG}.

heH

Por simpicidade, omitiremos o indice R quando nao houver duvidas quanto ao

anel R, e denotaremos o ideal simplismente por A(G, H).

Observacao 1.13. Tomando H = G na definicao anterior vemos claramente

que A(G, G) coincide com o ideal A(G) introduzido na se¢ao anterior.



Lema 1.14. Seja H um subgrupo de G e seja S um conjunto de geradores de
H. Entao, o conjunto { s—1 : s € S} é um conjunto de geradores de A(G, H)

como um ideal a esquerda de RG.
Demonstracao. Ver [8, Pag, 135]. O

Nosso objetivo é dar uma melhor descrigao de A(G, H), entdao vamos denotar
por 7 = {¢; }sc; um conjunto completo dos representantes das classes a esquerda
de H em G, que é chamado transversal de H em G. Como um representante de
H em 7T estamos escolhendo precisamente o elemento identidade de G. Portanto
todo elemento g € G pode ser escrito de forma tinica como g = ¢;h; com ¢; € T

ehjEH.

Proposicao 1.15. O conjunto By = {q(h—1):q€ T,h € H,h # 1} é uma
base de Ar(G, H) sobre R.

Demonstracao. Primeiro, mostraremos que By ¢ linearmente independente so-
bre R. Assuma que temos uma combinacao linear nula, isto é,

Zﬂ‘j%‘(hj —-1)=0,r; € R.

2%
Entao, podemos escrever:

Z?"ijqz'hj = Z (Zﬁj) qi-

2% ( J
Como h; # 1 para todos os valores de j, segue que os membros na equacao acima
tem suportes disjuntos. E como os elementos de GG sao linearmente independentes
sobre R, segue facilmente que todos os coeficientes devem ser 0. Em particular,
rij = 0, para todo i, j. Agora, para mostrar que By gera Ag(G, H) é suficiente
provar que todo elemento da forma g(h—1), com g € G, h € H, pode ser escrito
como uma combinacao linear dos elementos de By. Agora, g = ¢;h; para algum

¢; €T e algum h; € H. Entao

g(h—1) = qhj(h = 1) = g;(h;h — 1) — qi(h; — 1).



Agora, daremos uma outra interpretagao para A(G, H) onde H é um subgrupo
normal de G. Se H <G, entdo o homomorfismo canénico w : G — G/H pode

ser extendido para um epimorfismo w* : RG — R(G/H) tal que

w* (Z %g> => agu(g).

geG geqG

Denotaremos por Ker(w*) o nicleo de w*.

Proposicao 1.16. Com a notagdo acima, Ker (w*)= A(G, H).

Demonstracdo. Seja 7 uma transversal de H em G. Entao, todo elemento
a € RG pode ser escrito como uma soma finita:
a= Zrijqihj, comry; €R, ¢ €T ehj € H.
i?j
Se denotarmos por g; a imagem de ¢; no grupo quociente G/ H, entao temos que
v =3 (S )7
( J

Logo, a € Ker(w*) se e somente se Zij ri; = 0 para cada valor de 7. Assim, se
a € Ker(w*) podemos escrever:

a =Y rugh; =Y ryah; =) (Z Tij) G =

.3 2 i J

= Zrij%‘(hj — ].) € A(G,H)
,J

Portanto, Ker(w*) C A(G, H). A inclus@o contraria segue trivialmente.

]

Corolario 1.17. Seja H um subgrupo normal de G. Entao, A(G, H) é um ideal

de RG e

RG
————— ~ R(G/H).
AG ) (G/H)
Observagao 1.18. Podemos ver que A(G) € o nicleo do epimorfismo e induzido

pele aplicagdo trivial G — G/G = {1}.



1.3 Semisimplicidade

Nesta secao queremos determinar condigoes necessarias e suficientes sobre R e
G para que o anel RG seja semisimples Artiniano. Para tal, precisaremos de

algumas definicoes e resultados preliminares como os que segue.

Definicao 1.19. Sejam N e N’ submddulos de um R-mddulo M. Denotaremos
por S(M) a colegao de submddulos de M. Entao N é chamado de completamento
de N em S(M) se M ¢é igual a soma direta de N e N', isto é, M = N@® N', ou
seja M = N+ N' e NNN' = (0). Neste caso podemos também dizer que M é

uma soma direta de N e N', ou N é um somando direto de M.
Definicao 1.20. .

1. Um R-mdédulo M é chamado complementado se todo submddulo N # 0 de

M tem um completamento.

2. Um R-mdédulo M é chamado completamente redutivel se M € a soma de

submaodulos simples a esquerda de M.

Sabemos que todo submoédulo N # 0 de M tem um completamento se e somente
se M é a soma de submodulos simples a esquerda de M. Para ver a prova
desse fato veja [8]. Podemos dizer entdo que M é um R-mddulo completamente
redutivel se todo submédulo de M é tem um completamento. Em consequéncia
disso, temos que M é um R-modulo completamente redutivel se e somente se M

¢é a soma direta de submoddulos simples de M.

Observagao 1.21. Os submddulos de um anel R wvisto como R-mddulo a es-
querda sao os ideais a esquerda do anel R, seque entao que R é complemente
redutivel se e somente se R € a soma de ideais minimais a esquerda, ou seja
se todo ideal a esquerda tem um complemento. Em consequéncia disso, temos
que R é completamente redutivel se e somente se R é a soma direta de ideais

minimais a esquerda do anel R.



Vamos agora provar um teorema que sera de fundamental importancia na demon-
strac@o do teorema 1.31, além de caracterizar anéis (vistos como R-mddulos)

completamente redutiveis.

Teorema 1.22. Seja R um anel. Entao R é completamente redutivel se e so-

mente se R é a soma de um numero finito de ideais minimais d esquerda de

R.

Demonstracao. Se R é a soma de um ntimero finito de ideais minimais & esquerda
de R, pela defini¢ao 1.20 temos que R é completamente redutivel. Assuma que
R é completamente redutivel, isto é, R = Y. _; N;, onde Njs sao ideais minimais
a esquerda de R. Assim para provar nossa equivaléncia basta mostrar que esta
soma ¢ finita. Em particular, o elemento 1 € R e pode ser escrito como uma
soma finita : 1 = x;, +...+,,, com z;; € L;,. Entao para um elemento arbitrério
r € R, temos que r = r.1 = rzy + ... + rx,, onde rr;; € Li;, 1 < j < n. Isso
mostra que R C L;, + ...+ L;,. Como a inclusao contraria é 6bvia, concluimos

que R=L;, +...+ L;,. O

Definicao 1.23. Seja M um R-mddulo. Dizemos que M satifaz a condi¢do de
cadeia descendente, denotada por (C.C.D.), se toda cadeia de submddulos de M :

My DM,D>..D>M;,D..

termina; isto €, se existe um indice i talque M; = M, para todo inteiro positivo
t. Se M satisfaz o (C.C.D.), dizemos que M €é um mddulo Artiniano. Um
anel R € chamado Artiniano a esquerda se R visto como R-mddulo a esqueda é

Artiniano e Artiniano a direita se R visto como R-mddulo a direita é Artiniano.

Definicao 1.24. Seja M um R-mddulo. Dizemos que M satifaz a condi¢do de

cadeia descendente, denotada por (C.C.A.), se toda cadeia de submddulos de M :
My CM,C..CMC..

termina, isto €, se existe um indice i talque M; = M,y para todo inteiro positivo

t. Se M satisfaz a (C.C.A.), entao dizemos que M ¢é um mddulo Noetheriano.

10



Um anel R é chamado Noetheriano a esquerda se R wvisto como R-mddulo a
esqueda € Noetheriano e Noetheriano a direita se R wvisto como R-mddulo a

direita € Noetheriano.

Definicao 1.25. Uma cadeia de submddulos de um R-maodulo M :
M =My> M, D..>M,=(0)

¢ chamada série de composi¢cao de M se todo mddulo M;/M;,1 sdo simples.
Esses sao chamados de fatores da série. O numero de fatores é chamado de
tamanho da série. Um modulo tendo uma série de composicao € dito ser de

tamanho finito.

Provaremos um teorema que fornece condigoes necessarias e suficientes para a
existéncia de uma série de composicao. Todavia, primeiro provaremos o seguinte

lema.

Lema 1.26. Seja N um submddulo de um R-mddulo M. Entao, M é Noethe-

riano (Artiniano) se e somente se N e M/N sao Noetheriano (Artiniano).

Demonstragao. Assuma primeiro que N e M /N sao Noetheriano e seja
M, C My C...CMC .. (1.1)
uma cadeia ascendente de submédulos de M. Consideremos as seguintes cadeias:
(MiNN)C (MyNN)C..C(M,NN)C ..
M, + N My, + N M; + N
(Mi+N) _(h+N)  (MEN)

N N N

Como N e M/N sao Noetherianos, as duas cadeias acima terminam. Podemos

assim determinar um inteito positivo k tal que para todo 7 > k temos
M;N"N = M,NN
M;+ N = M, + N

11



E facil ver que M C M; se i > k; queremos mostrar que a inclusao contraria
também é verdadeira. Dado um elemento z € M;, a segunda igualdade acima
mostra que existe y € My tal que t + N = y + N, entao x —y € N. Como
M, C M;, temos que x —y € M; NN = MNN. Portanto, z —y € My e x € M.
Logo My = M; para todo i > k e a cadeia 1.1 termina. A prova para o caso

Artiniano é andloga, e a implicagao contraria é imediata. [l

Teorema 1.27. Um R-mddulo M € de tamanho finito se e somente se é Ar-

tiniano e Noetheriano.

Demonstracdo. Assuma primeiro que M é Artiniano e Noetheriano. Sendo
Noetheriano, a familia de todos os submoddulos préprios de M contém um ele-
mento maximal M;. Analogamente, M; # (0) entdao M; contém um submédulo
maximal Ms. Repetindo esse processo, podemos determinar uma cadeia de
submédulos:

M=My,>M DM,D..

Como M é também Artiniano, a cadeia obrigatériamente termina, entao M, =

(0) para algum inteiro positivo n. Entao
M = My> M D M;D..D>M,=(0)

¢ uma série de composi¢ao. Reciprocamente, assuma que M tem uma série
de composicao. Usaremos induc¢ao no tamanho n de uma série de composicao
de tamanho mininal de M. Se n = 1 entao M é simples e assim Artiniano e

Noetheriano. Assuma que
M =My> M DMyD..D>M,=(0)

¢ um série de composicao de tamanho minimal de M e que o resultado é valido

para qualquer médulo contendo uma série de tamnho n — 1.

Como My D My D ... D M, = (0) é um série de composigao de M, segue,

pela hipétese de indugao, que M; é Artiniano e Noetheriano. Como M /M, é

12



simples, M /M, é também Artiniano e Noetheriano entdo, pelo lema anterior, M

¢ Artiniano e Noetheriano. [
Definicao 1.28. Seja R um anel.

1. O Radical de Jacobson de R, denotado por J(R), é a interse¢ao de todos

0s ideats maximais a esquerda de R.

2. Dizemos que R é semisimples se J(R) = 0.

Agora, vamos caracterizar anéis semisimples Artinianos. Antes, provaremos uma
proposicao cujo corolario serd uma ferramenta necessaria na demonstracao do

teorema que vai mostrar essa caracterizacao.

Proposicao 1.29. Se I é um ideal minimal a esquerda de um anel R, entao

I? =0 ou I = Re, onde e é um idempotente de I.

Demonstragdo. Assuma que I? # 0 , entao Ib # 0, para algum b € I, logo
Ib=1I. Considere B = {r € R|rb= 0}, entdao BN I # I, portanto BN I = 0.
Agora, eb = b, para algum ¢ € I. Assim (e?—e)b =0, e entao e*—e € BNI = 0.
Portanto e? = e, e e # 0, pois b # 0. Entao, 0 # Re C I, e portanto Re = . [

Corolario 1.30. Todo ideal minimal a esquerda de um anel semisimples R é da

forma Re, onde e € um idempotente de R.

Teorema 1.31. Seja R um anel, entdo R ¢ semisimples Artiniano se somente

se R é completamente redutivel como R-maodulo.

Demonstracao. Primeiro provaremos que se R é semisimples Artiniano entao
R é completamente redutivel como R-mddulo. Seja R é semisimples, isto é, a
intersecao de todos os ideais maximais a esquerda de R é 0. Como R é também

Artiniano temos que esta intersecao tem um numero finito de ideais, isto é,

My N My N ... N M, =0.

'Um elemento e de um anel R é chamado idempotente se e? = e.
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Podemos assumir que M; ndo contém A; = (), 4; M;. Portanto,

Em outras palavras, M; N A; = 0, portanto A; = R/M;, e para cada i, A; é
um R-médulo a esquerda simples, isto é, A; é um ideal minimal de R. Assim,
pelo coroldrio 1.30, temos A; = Re;, com e? = e; € R, e M; = R(e; — 1). Seja
e=Y . €, entao

(6—1) = (el—l)—i—Ze] GMZ,
i7#]
pois para i # j, temos que e; € A; C M,;. Portanto, e — 1 € ()_, M; = 0.

Portanto, 1 = >  e;, e assim R =) | A; é completamente redutivel.

Agora assuma que R é completamente redutivel como R-moédulo, entao pelo
teorema 1.22, temos que R é a soma de um nimero finito de ideais minimais a

esquerda Iy, Is, ..., I,. Assim, temos uma série de composigao
R=Lh+L+13+..+1, DL+ L+I3+..+1, 1D...0L+1, D1 DIy= (0)

de R, com R visto como R-moédulo & esquerda, isto é, esta série de composicao
tem tamanho finito, entdao R é Artiniano. Agora, provaremos que R é semisim-
ples. Seja R completamente redutivel como R-médulo. Pela observagao 1.21
podemos escrever R como soma direta de um numero finito de ideais minimais
a esquerda Iy, Iy, ..., I, isto é, R = ®]_,I;. Denote N; = Z#j I;, onde I;, sao
ideais minimais a esquerda de R onde 1 <i<nel < j<n. Entdo R/N; = I,
e assim R/N; é um ideal minimal & esquerda de R o que implica N; é um ideal
maximal a esquerda de R. Logo,
J(R) C(N; =0.
J

Portanto, J(R) = 0 e R é semisimples. O

Visto que uma conicao necessaria e suficiente para que um R ¢é semisimples

Artiniano é que R é completamente redutivel como R-moédulo. Assim, teremos
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uma caracterizacao de anéis semisimples Artinianos e iremos concluir a discussao
sobre esse assunto. As defini¢oes que serao dadas a seguir sao importantes para

as identidades do lema 1.34 e em sua demonstragao.
Definicao 1.32. Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG.O anulador
a esquerda de X € o conjunto

Anny(X) ={a € RG : ax =0,Vz € X}

Analogamente, definimos o anulador a direita de X por:

Ann,.(X) ={a € RG : za = 0,Vz € X}

Agora, fixaremos uma importante notagao sera 1til ao longo de toda dissertacao.

Definicao 1.33. Dado um anel de grupo RG e um suconjunto finito Y do grupo

G, denoteremos por Y o sequinte elemento de RG:

.

yey

Lema 1.34. Seja H um subgrupo de G e R um anel. Entao Ann,(A(G, H)) # 0

se e somente se H ¢ finito. Neste caso, temos
Ann,.(A(G, H)) = H.RG.
Além disso, se H <1 G, entdo o elemento H ¢ central em RG e temos
Ann, (A(G, H)) = Anny(A(G, H) = RG.H.
Demonstracao. Assuma que Ann,.(A(G, H)) # 0 e escolha

a= Zagg # 0 em Ann,.(A(G, H)).
geG
Para cada elemento h € H temos que (h — 1)a = 0, entdo ha = a. Que é,

a:Zagg:Zaghg

geG geG
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Tome gy € supp(cr). Entao, oy, # 0 assim a equagao acima mostra que hgy €
supp(a) para todo h € H. Como supp(«) é finito, isso implica que H é finito.
Observe que se gy € supp(«), entao o coeficiente de todo elemento da forma hgg

¢é igual ao coeficiente de gy, assim podemos escrever « na forma:
a=o4Hgy+0agHg + ..oy Hg = HB, B € RG.

O que mostra que , se H é finito, entao Ann,.(A(G, H)) C H.RG. A inclusdo
inversa segue trivialmente, pois hiH = H implica que (h — 1)];1 = 0 para todo
heH.

Finalmente, se H < G para qualquer ¢ € G temos que g 'Hg = H; portanto
g lHg = Yonen 9 thg = > cph = H Assim, Hg = gH, para todo ¢ € G,
0 que mostra que H é central em G. Consequentemente, RG.H = HRG ¢ o

resultado segue. []
Corolario 1.35. Seja G um grupo finito. Entao

1. (i) Anny(A(G)) = Ann, (A(G)) = R.G.
2. (ii)Ann.(A(G)) N A(G) = {aG : a € R, a|G| = 0}.

Demonstragao. (i) segue trivialmente do lema anterior tomando H = G. Para
provar (ii) é suficiente notar que o = aG € A(G) se e somente se £(a) = as(G) =

a|G| = 0. O

Lema 1.36. Seja I um ideal de um anel R. Suponha que exista um ideal a
esquerda J de R tal que R = I @& J (como R-mddulos a esquerda). Entao,
J C Ann,.(I).

Demonstracao. Tome arbitrariamente elementos x € I | y € J. Como J é um
ideal & esquerda e I é um ideal, temos que xy € JNI = (0). Consequentemente,

xy = 0 e temos que y € Ann,.(I). O

Lema 1.37. Se o ideal de aumento A(G) € um somando direto de RG como

um RG- mddulo entao G € finito e |G| é invertivel, em R.
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Demonstragao. Assuma que A(G) é um somando direto de RG. Entao, o lema
anterior mostra que Ann,(A(G)) # 0. Assim, pelo lema 1.34 e pelo corolario

1.35, G é finito e
Ann, (A(G)) = G(RG) = GR.

Escreva RG = A(G) @& J el = e + e com e € A(G) e eo € J. Entao
1 =¢(1) = e(er) + e(ez). Como J C Ann,(A(G)) pelo lema anterior, temos
entdo e, = aG, para algum a € g. Assim, ae(G) = 1 e a|G| = 1. Isto mostra

que |G| é invertivel em R e que |G|™! = a. O

Agora, estamos prontos para determinar condi¢Oes necessarias e suficientes em

R e G para que o anel de grupo RG seja semisimples Artiniano.

Teorema 1.38 (Teorema de Maschke). Seja G um grupo e R um anel. Entao,
RG € semisimples Artiniano se e somente se as Sequintes condi¢des sGo ver-

dadeiras:

(i) R € um anel semisimples Artiniano.
(i) G € finito.

(ii1) |G| € invertivel em R.

Demonstracao. Suponha que RG é semisimples Artiniano. Pelo corolario 2.15
e pela observacao 2.16, temos que % ~ R. Como anéis de divisao de anéis
semisimples Artinianos sao sempre semisimples Artinianos, segue imediatamente
que R é semisimples Artiniano. Para provar (i) e (ii) observemos que pelo teo-
rema 2.32 RG é semisimples Artiniano, o que implica que RG é completamente
redutivel, pelo teorema 2.22, temos entao que A(G) é um somado direto. Entao
pelo lema anterior, G é finito e |G| é invertivel em R. Reciprocamente, as-
suma que as condigoes (i), (i7) e (iii) sao verdadeiras. Mostraremos que todo

RG-submédulo é completamente redutivel. Seja M um RG-submédulo de RG.

Como R é semisimples Artiniano, segue que RG é semisimples Artiniano como
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R-médulo e pelo teorema 2.32 temos que RG é completamente redutivel. Assim,

existe um R-médulo N de RG tal que
RG=M@& N.

O nosso objetivo é determinar um decomposicao para RG, onde M aparece como
RG-submédulo. Seja 7w : RG — M a projecao canonica associada a soma direta.

Definimos 7* : RG — M como a média

™(x) = Zg m(gx), Vx € RG.

gEG

Se provarmos que 7* é, na realidade, um RG-homomorfismo talque (7%)? = 7* ¢
Im(7*) = M, entao Ker(m*) serd um RG-submédulo tal que RG = M@ Ker (™)
e assim o teorema estara provado. Como 7* é um R-homomorfismo, para mostrar

que 7* é também um RG-homomorfismo ¢é suficiente mostrar que
7 (ax) = ar*(z), Vo € G e Va € G.

Entao, temos que
Zg m(gazx) Zga “'r((ga)z).
QEG gGG
Quando ¢ percorre todos os elementos em G, o produto ga também percorre

todos os elementos de G, assim

* —aL “r(tz) = an*(x
T (ax) = ‘G’g;t (tz) ().

Como 7 é uma projegao em M, sabemos que 7(m) = m, para todo m € M.
Além disso, como M é um RG-médulo, temos que gm € M, para todo g € G.
Assim
A wom) = g S ”tom = g Som= Em =
" 10 2 BEED AR < PP e
Portanto, M C Im(n*). Agora, dado um elemento arbitrario z € RG, temos
que 7(gz) € M para todo g € G, pois Im(mw) = M. Entao

Zg '7(gz) € M,

gEG

™(x) =
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pois M é um RG-submédulo e entdao temos que g1

m(gx) € M. E segue que
Im(7*) C M. Portanto, M = Im(7*). Finalmente, como ji vimos 7*(x) € M,
entao

() = 7 (7" (x)) = 7*(x), para todo x € RG.
Logo, 7* é uma projecao. O]
O caso onde R = K é um corpo, temos que K é semisimples e |G| é invertivel

em K se, e somente se, |G| # 0 em K. Por outro lado, |G| # 0 se, e somente se,

a caracteristica de K nao divide a ordem de G.

Corolario 1.39. Seja G um grupo finito e seja K um corpo. FEntio, KG €

semisimples Artiniano se e somente se caracteristica de K ndo divide |G].

Finalizaremos esta se¢ao apresentando um descri¢ao do centro de uma algebra
de grupo e enunciando alguns teoremas, ambas informagoes vamos utilizar nos

capitulos subsequentes.

Definigao 1.40. Seja G um grupo, seja R um anel comutativo e seja {C;}icr 0
conjunto de classes de conjuga¢ao de G que contém somente um niumero finito
de elementos. Para cada indice i € I seja v; = @ = erCi x. Esse elementos

sao chamados de somas de classe de G sobre R.

Teorema 1.41. Seja G um grupo finito e R um anel comutativo. FEntdao, o

conjunto {;}icr de todas as somas de classe forma uma base de Z(RG), o

centro de RG, sobre R.

Demonstragao. Veja [8]. O

Teorema 1.42 (Teorema de Wedderburn). Seja A uma R-dlgebra semisimples

Artiniana.
1. Ezxiste numeros naturais ny, ...,n, e R-dlgebras de divisao D, ..., D, tal que
AZ M, (D)@ ..® M, (D,).
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2. Os pares (ny, Dy), ..., (n., D,) o qual 1 sdo determinados de maneira inica

(a menos de isomorfismo) por A.

3. Reciprocamente, se ny,....,n, € N e Dy, ..., D, sao algebras de divisao sobre

R, entao M,,(Dy)®...® M,, (Dr) é uma R-dlgebra semisimples Artiniana.

Demonstragao. Veja [8]. O

Teorema 1.43. Seja R = @®;_;A; uma decomposicao de um anel semisim-
ples Artiniano como soma direta de ideais minimais. Entdo, existe em familia

{e1,...,es} de elementos de R tal que:
1. e; # 0 € um indempotente central, 1 < i < s.
2. Sei # j entao e;e; = 0.
3. 1l=e +..+e,.

4. e; ndo pode ser escrito como e; = e;+e€! onde €], €, sdo indepotentes centrais

tais que e, e #0 eeel =0,1<i<s.

Demonstragao. Veja [8]. O

Definicao 1.44. Os elementos {ey, ..., €5} no teorema acima sao chamados idem-

potentes centrais primitivos de R.

Teorema 1.45. Seja R um anel. Entao R é semisimples Artiniano se e somente

se todo ideal d direita de R é da forma L = eR, onde e € R é um indepotente.

Teorema 1.46. (Teorema de Glauberman) Seja 6 : ZG — Z.H wm isomorfismo.
Sejam K, as somas de classe em G, isto €, soma dos conjugados distintos de
um elemento x de G. Entao §(K,) = K,, onde K, ¢ a soma de classes de

conjungacao em H
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Capitulo 2

Automorfismos dos anéis de

grupo inteiro

Neste capitulo, nosso objetivo é provar que:

Se G € um grupo nilpotente de classe dois, entao qualquer automor-
fismo de ZG é composto de um automorfismo interno por uma unidade

de QG, a dlgebra de grupo de G com coeficientes racionais.

Para isso utilizaremos o Teorema de Glauberman, citado no capitulo anterior e
duas proposicoes as quais serao provadas na sequéncia. Ainda, assumiremos que

todos os grupos considerados neste capitulo sao grupos finitos

Proposicao 2.1. Seja 0 um automorfismo de Z.G. Sejam Cys ,1 < i < 1 as
classes de conjugacao e Kyg as correspondentes somas de classe de G. Suponha
que O(K;) = Ky ,1 < i it <r e que exista um automorfismo o de G tal que
o(C;) = Cy para todo 1 < i <r. Entdo existe uma unidade v € QG tal que

1

0(g) = v9°~y~", paratodo g€ G.
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Demonstracao. Estendamos o e 6 de forma natural para QG. O centro de QG
o qual ¢ gerado pelas somas de classe K;; 1 < i < r; é fixo por o7 16. De fato,

tomemos « € Z(QG) e definamos
6:Q(G) — Q(G)
B— By

Bitio 6(a) = vy~ implica que o~ (9(a)) = (10°77)°

Como QG é semisimples Artiniano, podemos escrever
QG = 51 ® SoP ... BS;,

como soma direta de anéis simples S;. Seja 1 =e; +e3+ ... +¢; , onde ¢; € 5;

sao os indempotentes centrais de QG. Entao, como o710 = id] z(Qa) temos
S; = GZQG € (0'710) (Sz) :SZ', 1< <t

Como o~ ' mantém o centro de S; fixo, ele atua em S; como um automorfismo
interno por algum «; € S;. Segue que o~ é um automorfismo interno de QG

por @ = a1 + g + ... + 4. Assim, temos que para g € G:

1 1

;onde v = o(a).

o '0(g9) = aga™ ; 0(g) = v¢°7~

O

Lema 2.2. Seja G um grupo nilpotente de classe dois. Entao as somas de classe

K, sao da forma gH, onde H é um subgrupo do grupo deriwvado G'.

Demonstracao. Como G é um grupo nilpotente de classe dois entao temos que
{1} <G Z(G)«G.

Seja H = {h~'gh ; h € G}, entao g 'h~lgh=¢, € Z(Q), pois G’ C Z(G), o
que implica h~tgh = e,g com ¢, € Z(G). Portanto,
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Ky =Y hea " '9h =Yg end = Yneq 96h = 9D peq e = 9H,

pois o conjunto dos ey € subgrupo de G. Vamos agora provar esta ultima

afirmacdo. Seja en, = hy'gh1g™" e en, = hy 'ghag™!, entdo

enehy = hy ' ghig ' hy ' ghag™! = hy'hi'ghig ' ghag ! =

= hy'hi'ghihag™" = (hiha) ' g(hiha)g™" = enyn,

que é um dos es. Agora seja e, = h*gh1g~" multiplicando por gg~! em ambos
os lados dos dois lados da igualdade temos que ehy; ™' também é um dos ey, 0

que termina nossa prova. O

Proposicao 2.3. Seja p um automorfismo de ZG, onde G é um grupo nilpotente
de classe dois. Sejam K; ;1 <11 < r, as somas de classe de G. Suponha que
w(K;) = Ky; 1 <i<r. Entao existe um automorfismo o de G o qual, quando

extendido para ZG, satisfaz o(K;) = Ky, para todo 1 < i <.

Demonstracao. Pelo lema anterior, temos que as somas de classe de um grupo
nilpotente de classe dois sao da forma gI:I ; onde H= > nen he H é um subgrupo

do grupo derivado G’. Seja u(g) = 7. Entao

onde H; é um outro subgrupo do grupo derivado G’. Agora
’Yﬁl =K, = glﬁQ-
Afirmamos que H; = H,. Observe que
|H1|91[:-72 = |H1|71ff1 = 7ﬁ1ﬁ1 = g1ﬁ2ﬁ1

e entao temos |H1|f12 — H,H,. Portanto H, C H,, pois se Hy ¢ H,, isto é,

existe um h € H; tal que h € H,. Como

supp ([A{Qﬁl) = {hghl ; hg e Hy e hy € Hl}
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temos que hoh € supp(ﬁgf]l) onde h € Hy mas h ¢ Hy o que implica que
hoh & supp(|H,|H,) e entdao supp(HoHy) ¢ supp(|Hi|H;) . Analogamente
podemos provar que Hy C H; e concluimos que H; = H,. Assim, temos que
n(Ky) = ~H, = g1 H,. N6s afirmamos que existe um ¢ € G tal que v = ¢» mod
A(H,)A(G). Como vH;y = g1 Hy, temos que

T=g1+ 2 (1=h)t(h) .

Para simplificar a notagao, denotaremos por A(H;) o ideal A(G, Hy).

Temos entao que

91+ 2onen, (1= W) = g1+ 32y, (1 = h)ny, mod A(H)A(G),

onde ny, € Z. Basta escolhermos e(t(h)) = ny, onde ¢ é a fungao de aumento .

Agora vamos mostrar que

g+ Y (=R =g +1- [ k"™ mod A(H)A(G).

heH; heH

Para isso vamos fazer um construgao passo a passo. Primeiro, tomemos a € H;

e b € G e primeiro observe que:

(1—ab)=—(1—a)(1—0)+ (1 —a)+ (1—0), se e somente se,
(1—ab) —(1—a)—(1—-0) € A(H)A(G), isto é,
(1—ab) =(1—a)+ (1 - B) modA(H,)A(G).

Analogamente, temos que

(I —a™b™)=—(1—a")(1—=0b")+ (1 —a™)+ (1 —5b"), se e somente se,
(1—a™b"2) — (1 —a™)—(1-0b") e A(H)A(G), isto é,

(1—a™b™) = (1 —a™) + (1 — b") modA(H,)A(G). (2.1)

E também temos
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(1—a™)=—-1—-a""1)(1—a)+ (1—a"1) + (1 —a), se e somente se,
(1—a™)—(1—am™1) — (1 —a) € A(H)A(G), isto ¢,

(1—a™)=(1—a™ ")+ (1—a) modA(H,)A(G). (2.2)
Temos entao que
(1—a)=(1—a""?)+(1—a)2 modA(H;)A(G), pois
(1—am ) =1-am2)+(1—a) modA(H)A(G).
O que motiva a provar a seguinte afirmacao:
(1—a™)=(1—a"")+ (1 —a)i modA(H)A(G), com i€ {1,2...,n}. (2.3)

Usaremos inducao em ¢, para provar a afirmacao. Para ¢ = 1 ja provamos
anteriormente em 2.2.

Suponha que

(1—a™)=(1—a"" ™M D) 4 (1 —-a)(n; — 1) modA(H,)A(G), isto é,
(1—a™)—(1—am=m=D)—(1—-a)(n, —1) € A(H;)A(G), mas

(1—a")—(1—am"mD)_1—a)(n —1) =
—(1—a")—(1—a)— (n —1—an; —a) =
=(1-ad")~(1-a)—ni+1+an; +a=

— (1—a™) = (1 —a)n.

Portanto,

(1 —a™)—(1-a)n; € A(H))A(G), isto é,

(1 —a™) = (1—-a)n; modA(H,)A(G). (2.4)
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O que prova nossa afirmacao.

Logo, por 2.1 e 2.4, podemos concluir que
(1 —a™b™)=(1-a)ny + (1 —b)ny mod A(H,)A(G) .

Agora vamos provar que

|H| |H|

(1= JJa) =D ni(l — a;) modA(H)A(G).
i=1 i=1
Por 2.4, temos para i = 1 que a equivaléncia abaixo é verdadeira,
(1 —af") =ny(1 —ay) modA(H,)A(G).

Suponha verdadeira a equivaléncia abaixo,

|H|-1 |H|-1
1= JJ a') = D n(l — a;) modA(Hy)A(G). (2.5)
=1 =1
Como
|H| |H|-1 |H|-1

(0 =]Lar === T a0 —ap)+ 0= [T o)+ 0 —ap)

i=1 i=1 i=1

se e somente se,

isto é,
|H| |H|-1
I=JJa=0-T] a) + 1 —apy]") modA(H)A(G)
i=1 =1

Entao usando a hipétese de indugao 2.5, temos que

|H] |H|—1
(1-— Ha?) = Z ni(l—a;) + (1 — amﬁ”) modA(H,)
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Portanto,

|H| |H|
(1— Ha;”) = Zni(l — a;) modA(H,)A(G),

pois facilmente podemos verificar utilizando o mesmo raciocinio de 2.1, 2.2 e 2.4

que
(1 — CL|I‘{I‘{‘) = n|H|(1 — a|H|).
Concluimos entao que

g+ Y (=R =g +1- J] k™ mod A(H)A(G).

heHy heH;

Vamos mostrar mais um equivaléncia. Na realidade, queremos mostrar que
g1+ 1= TThen, "™ = 91 ey, M mod A(H)A(G).
Observe primeiro que a e b € Hy e g; € G podemos afirmar que
a b tab = 1.

De fato, a~'v~tab € [H, H] C [G',G'] = G" = {1},pois por hipétese G é grupo

nilpotente de classe dois. Entao podemos fazer o seguinte:

gi(a™h™) = —(1—gi1(a7*v71))(1 — ab) + g1 + (1 — ab), se e somente se,
gi(a™b™) — g1 — (1 — ab) € A(Hy)A(G), isto é,
gi(a™'b™) = g1 + (1 — ab) modA(H,)A(G)

Analogamente, temos
(@) (@) ) ) = 1,
pois G é grupo nilpotente de classe dois. Entao podemos fazer o seguinte:

(@)1 E) ) = —(1 = ga((@™) )L - @) + gy (- @),
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se e somente se,

g1 ((@™)7 (")™Y — g1 — g1 ((@™) 72 (b™) 1) € A(H,)A(G), isto é,
g1((@™)7H(V"2) 1) = g1+ ga(a™) 71 (0"2) ) modA(H,)A(G).

Como
|H| |H| |H| |H|
g+1-J[am=--a]]a™0-]]a) = (] a™),
i=1 i=1 i=1 i=1
temos que
|H| |H|
gl+1—Ha "’+g1Ha GAHlA(G)
isto é,
|H| |H|
g +1- Ha;”i Ha ) modA(H,)A(G).

Finalmente, concluimos que

g+1— H h™ = gy H R~ mod A(H,)A(G).

heH: heH:

Assim, temos que v = ¢go mod A(H;)A(G) e entdao v = g mod A(G")A(G),
pois Hy C G'. Nés afirmamos que dado 7 como acima existe um tnico g, € G

tal que v = g, mod A(G")A(G) e que

A pu(G)— G

T Gy
¢ um isomorfismo. De fato, suponha que exista um ¢g; € G tal que v = ¢;
mod A(G')A(G). Como v = g mod A(G')A(G) temos que g; — go = 0 mod
A(G"A(G) entdo g1(1—g;'g2) = 0 mod A(G")A(G) o que implica (1—g; *g2) =
0 mod A(G)A(G) se e sé se g, ga — 1 = 0, pois (1 — gy *g2) é um elemento da

base A(G). Portanto g; = ¢go. E A como acima é um isomorfismo de p(G) em G
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pois g é um automorfismo de Z(G), o que prova nossa afirmacao. Pela unicidade,
segue que g, = go. Como v = g, mod A(H;)A(G), temos que g7ﬁ1 — ~H,.
Seja o(g) = A(u(g)). Entao o é um automorfismo de G e

o(K,) = Mu(K,)) = NyHy) = X3 Hy = gy = vHy = p(K,) = K,

g

Isto completa a prova.

Agora, vamos provar o resultado principal desse capitulo.

Teorema 2.4. Seja 0 um automorfismo de ZG, onde G é um grupo nilpotente
de classe dois. Entdao existe um automorfismo de o de G e uma unidade ~ de

Q(G) tal que 0(g) = £vg°y~L; para todo g € G.
Demonstragao. Seja

o= deG a,9 € Z(G) e e(a) = deG’ ayg,

onde ¢ é a funcio de aumento. E claro que e(f(g)) = £1, para qualquer elemento
g € G. Normalize 6 definindo u(g) = €(0(g))0(g). Estenda p linearmente para
ZG e dete modo p torna-se um automorfismo de ZG o qual aplica somas de
classe em somas de classe, este fato segue do teorema de Glauberman. Como,
por hipétese, G é um grupo nilpotente de classe dois, temos pela proposicao
an